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ИНТЕРПОЛИРОВАНИЕ И ЭКСТРАПОЛИРОВАНИЕ СТАЦИОНАРНЫХ 
СЛУЧАЙНЫХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ 


Устанавливаются спектральные условия для возможности экстра- 
полировать и интерполировать стационарные случайные последователь- 
ности по достаточно большому числу членов с любой заданной точ- 
ностью. 


Введение 


Пусть каждому целому # (— <> < + оо) соответствует действитель - 
ная случайная величина х({) с конечным математическим ожиданием 
квадрата. Последовательность {5(#)} случайных величин 1(1) будем 
называть стационарной, если математические ожидания * 


т=Мх(Е) 


В (Е) =М [(2(- ®) —т) (2(1 —т)] 


не зависят от 2. Без ограничения общности можно положить 


т—=Ма(# =0. (1) 
Тогда 
В (К) =М [2 (Е ®)х(1)]. (2) 
Так как 
В(—К)=В (КЕ), (3) 


то достаточно рассматривать вторые моменты В(Ё) лишь для Ё > 0. 

Задача линейного экстраполирования стационарной последователь- 
ности, удовлетворяющей условию (1), заключается в подборе при 
заданных п >0 и т > 0 таких действительных коэффициентов а, при 
которых линейная комбинация 


Г=а,х(:—1)а,х(@а—2)-+ ... а,х(—п) 
случайных величин 


х(:— 1), х(1—2),..., 2(—п) 


* Математическое ожидание случайной величины у обозначается далее через М у. 
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доставляет возможно более точное приближение к случайной вели- 
чине х(1+т). За меру точности такого приближения естественно 
принять математическое ожидание 


в* =М (хе т) — Г) = 


п в 7% 
№ ьл 
=В(0-2УВ(т+за, ЕУХ УВ(р- аа. 
$==1 р==1 4=1 
Если вторые моменты В(Ё) известны, то легко решается задача 
разыскания таких значений коэффициентов а,, при которых 5’ дости- 
гает наименьшего значения. Это наименьшее значение 5’ будем обоз- 
начать через сё (п, т). 
Очевидно, при увеличении п величина с& (п, т) не может возра- 
стать. Поэтому существует предел 
Им ов (п, т) = Е (т). (4) 


пс 
Определение этого предела и является первой из решаемых в настоя- 
щей работе задач. 
Что касается задачи интерполирования, то мы рассмотрим лишь 
случай оценки х(1) по величинам 
х(Е- 1), (Е 2), ..., х(Е-п), 
2(Е—1), т(Е—2), ..., х(Е—п). 


Для этого случая обозначим через 5:(п) минимальное значение матс- 
матического ожидания 
5*=М (2(0—0), 
где О есть линейная форма: 
О=ах (ах (1-2) ... фах (4+ 
а—15 (1—1 --а-2(:—2)-+ ... фа_„х(—п) 
с постоянными действительными коэффициентами а.. 
При возрастании п величина с1(п) не возрастает. Поэтому суще- 
ствует предел 
м 51 (п) = 51. (5) 
со 
Нашёй второй задачей является определение 5}. Предлагаемое далес 
решение двух сформулированных выше задач было сообщено без 
доказательства в моей заметке (*) *. Оно опирается на понятия, отно- 
сящиеся к спектральной теории стационарных случайных процессов. 
Спектральная теория стационарных случайных процессов была 
построена А. Я. Хинчиным для случая непрерывного изменения: вре- 
менного аргумента { (*). Для интересующего нас сейчас случая дискрет- 


* В формуле (1) этой заметки допущена опечатьа. Правильный вид формулы (1) 
лаков: 
к 
Тит ои (= 53 (0) = = 


71—00 
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ной стационарной последовательности подробное изложение теории 
дано в книге Н. \\!о14?а (*). Основное значение здесь имеет следующая 
теорема *. 
ТЕОРЕМА 1. Для любой стационарной последовательности 12 (2) 
вторые моменты В(К) можно представить в виде 
С 
в(Ю=- \ с0з #7. АМ (1), (6) 
0 
где И (^\) есть неубывающая действительная функция, определяемая 
формулой 


(А) = В (0) +2 2 тж. (7) 
#1 
Производная 
к И’ (1 
о 


неубывающей функции И’ ().) существует почти всюду, неотрицательна 
и суммируема. Так как 
108% (^) = ® (1), 


то из суммируемости %()7.) вытекает, что интеграл 


Р=- \ 105% (4% (8) 


«7 


0 
либо конечен, либо равен — < **. Далее мы доказываем следующую 
теорему: 
ТЕОРЕМА 2. Если Р= — сс, то зЕ (т) =0 для всех т > 0. Если же 
интеграл Р конечен, то 


зе (т) =еР (Ам ... гю), (9) 
где г, определяются из соотношений 
оаатаз 6 +... Аи, ... (10) 
т 
а„=- \ соз А 105 и (2) а». (11) 
0 
Так как 9 ().) > 0, то интеграл 
п 
тг а 
в=- \ ен (12) 
() 


либо конечен, либо равен -| сс ***. Мы докажем далее такую теорему: 
ТЕОРЕМА 3. Если В= + о<, то 5} =0. Если же интеграл В коне- 
чен, то 


(13) 


1 
1=в. 


* См. (3 17 

м. (3), $ : 

** Если # (1) =0 на множестве положительной меры, то считаем Р = - 00. 
*** Если в (1) = 0 на множестве положительной меры, то. считаем В = + ©. 
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В моей работе (*) построена теория стационарных последователь- 
ностей элементов комплексного гильбертова пространства. В $ 1 на- 
стоящей статьи я показываю, что стационарные случайные последо- 
вательности в определенном выше смысле могут рассматриваться как 
частный случай стационарных последовательностей, рассмотренных в КУ 
Это позволяет получить сформулированные выше теоремы 1, 2 и 3 
в качестве простых следствий из результатов работы (*“). 

В дальнейшем изложении ссылки на формулы с номерами из двух 
чисел, разделенных точкой [например (8. 44)], относятся к форму- 
лам из (*“). 


1. Стационарные случайные последовательности и геометрия гильбер- 
това проетранства 


Будем исходить из аксиоматики и построения основных понятий 
теории вероятностей, предложенных в моей книге (°), с тем изменением, 
что рассматриваемые далее случайные величины могут принимать не 
только действительные, но и комплексные значения *. 

Рассмотрим множество ® всех случайных величин х какого-либо 
борелевского поля вероятностей (Ё, Р), имеющих конечное математи- 
ческое ожидание квадрата абсолютной величины, считая при этом 
эквивалентные случайные величины (т. е. случайные величины, отли- 
чающиеся друг от друга лишь с вероятностью равной нулю) за то- 
ждественные. Введем в % скалярное произведение 


(2, у) =М (ху). (14) 
Норму в © определим формулой 
Из = (2, 2) =М] 21, (15) 


сложение же элементов ® и их умножение на комплексные числа 
будем понимать в обычном смысле. 

Легко проверить, что множество ® при установленных сейчас 
определениях удовлетворяет постулатам А, В и Е книги М. З{юопе’а (°). 
т. е. всем постулатам абстрактного унитарного простран- 
ства. 

Пусть теперь {5(1)} есть стационарная последовательность деистви- 
тельных случайных величин 2(1) поля вероятностей (Ё,Р) в смысле, 
принятом во введении, удовлетворяющая дополнительному условию (1). 
Тогда всилу (2) и действительности 2 (#) 


В(®=М[2 (1 =(0] = (#4, 2(0). 


* Комплексная функция 2 (=), определенная на множестве Ё алементарных 
‘событий 6, называется случайной величиной, если при любом выборе 
действительных чисел а и 6 множество всех Е, для которых действительная и мни- 
мая части (1) удовлетворяют соответственно неравенствам Вх (=) <а, [2 (=) <Ь, 
принадлежит системе КР. 
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Так как, по определению, В(Ё) не зависит от #, то {2(2)} является 
стационарной последовательностью элементов пространства $ в смысле (*). 

В (“) я рассматриваю стационарные последовательности, лежащие 
в гильбертовом пространстве, т. е. в пространстве, удовлетворяющем, 
кроме постулатов А, В и Е, еще постулатам С и О книги М. З{юпе’а (8): 
Это ограничение, однако, несущественно. В самом деле, обозначим 
через Н, минимальное замкнутое линейное подпространство простран- 
ства ©, содержащее все элементы последовательности {2 (#)}. Легко 
доказывается, что Н„ сепарабельно, т. е. удовлетворяет постулату 7. 
Сепарабельное унитарное пространство или само является гильберто- 
вым (т. е. удовлетворяет, кроме А, В, Г и Е, еще постулату ©) или 
конечномерно и в последнем случае может быть расширено до неко- 
торого гильбертова пространства Н. 

Таким образом, к последовательности {5(#)} можно применить, 


полагая 


все результаты, полученные в (“). 


2. Доказательство теоремы 1 
В силу (3) и (16) в случае действительных случайных величин д (#) 
Вх (— К) = В» (К). (17) 
Поэтому из формулы (3.10) получаем 


И „.„. (^) = Ву» (0) ^— > го ЧА 


Во 
Вывоз (18) 
В=1 
Из (18) вытекает, что 
Й' „„(—^)= И (^). (19) 


Наконец, из (3.1), (3.9) и (19) получаем 


+® 
В(®) = В,.(®) = \ вар.) = 


= 


кра \ ей ау „(=> \ соз А АИ", (^). (20) 
0 


Из формул (18) и (3.9) и теоремы 2 работы (4) ясно, что И/,„(^) 
есть действительная неубывающая функция. Вместе с равенствами (18) 
и (20) это псказывает, что функция 


И (^) = И к (^) 


удовлетворяет требованиям теоремы 1. 
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3. ск (т) в общем случае 


Обозначим, следуя (*), через Н,(:—1) минимальное линейное зам- 
кнутое подпространство пространства Н,, содержащее элементы 


х(#—1), х(1—2),..., 2(Е—т), 


Элемент х(:+т) при любом т->0 единственным образом предста- 
вляется в виде 


х(а-т) =Е(2Е—1, т А (Е—1, т), (21) 
где Ё(1—1,т) принадлежит Н,(1—1), а А(:—1,т) ортогонально 
Н. (&—1). 


Легко показать, что в случае стационарной последовательности 
действительных случайных величин * 


2% (т) = А (Е—1, т) |. (22) 


В общем случае стационарных последовательностей в смысле (4) будем 
считать (22) за определение величины сЕ (т). 
Если последовательность {5(1)} сингулярна, то Н.(Е—1)=Н 
и следовательно 
5 (т) = 0. (23) 


Если последовательность {х (2)} не сингулярна, то по формуле (7. 8) 
х (ЕР т) = $, (Е-|- му Зи, (Е-т-— п). (24) 


Так как $.(Е-т) и и,((-+тр—п) при пт лежат в Н, (1—1), 
а и,(1--тр—п) при п<т ортогональны Н,(Ё—1), то сопоставле- 
ние (24) с (24) дает 


д (1 ыЕ: 1, т) = си. (2 не т) и, (2 И 1) З <> < их (2). (25) 


Так как элементы и, (1-1) попарно ортогональны и нормированы, то 
из (25) вытекает 


5% (т) = | А(Е—1, т) [* = (689) + (69+... (69), (26) 


* Как известна, || А (1 — 1, т) || равняется «расстоянию» точки х (1 -- т) от про- 
странства Н,(1— 1), т. е. нижней грани расстояний ||х(1-- т) —у|| для всех у 
из Н, (1—1). Так как элементы вида 

Т = а12 (1—1) ах (1—2) +... Нах (1 — п) 
всюду плотны на Н,,(# — 1), то || А (1 — 1, т) || равняется также нижней грани рас- 
стояний 


Из (2+ т) —- 2|=УМ] (ет) - ГР. (*) 


Если все 2(5$) являются действительными случайными величинами, то нижняя 
грань выражения (*) не изменяется при ограничении одними действительными 
коэффициентами ах, в этом же случае она, очевидно, совпадает с ‘Е (т). 
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4. эк (т) в дейетвительном елучае 


Для стационарных последовательностей действительных случайных 
величин из формулы (26) легко вывести теорему 2. Этому выводу 
посвящен настоящий параграф. 

В силу формулы (3.9) имеем 


у Е 
И г. ини. (27) 


Из (49) вытекает, что 


® (— 1.) =% (^). (28) 
Пользуясь (27) и (28), получаем 
+ п 
\ 10в 1х (^) 4. =2 \ 105 %% (^.) а). — 2* 108 2х. (29) 
—® о 
Формула (29) вместе с теоремой (23) из (4) показывает, что равенство 


с 


1 

Р=- \ 102% ().) 4\ = — с 
0 

необходимо и достаточно для сингулярности последовательности {2 (1)}. 


Мы уже видели в $ 3, что в этом и только в этом случае 
* (т) = 0. (30) 


Если последовательность {5 ({)} не сингулярна, то из (8.44) и (29) 


вытекает 
+в 3 


(с(>))* = 2кехр (= \ 108 }.. (^) аХ } = 


п 
п 


= ехр (=) 108 и). 4.) =е2. (31) 


0 


В том же предиоложении, что последовательность {5 ({)} не сингу- 
лярна *, из (8. 31), (27) и (28) заключаем, что при > 0 


+т т 
а) = > \ с0$ К). 108} (^) а). = =) с0$ КЛ 108% (+) 4%, 
же : (32) 


+7 + 


. х я 1 . 
БО 5} эт 0.108 1 (0 4% = 5 | мп. 1од % (^) 4 =0. 
_т —_п 


Из (8. 16), (8. 29), (8.30) и (32) вытекает, что 


< а. ы м (5) — 9(0 
У = г, =Г, (0) т (0) — Г. (0) е*=© (0) __ 


п==0 
— с(®) ехр С ао» ) (33) 
1 


4 


Как указано в теореме 23 из (*), формулы (8. 16), (8. 29), (8.30) и (8. 31} 
зрименимы к любой несингулярной последовательности. 
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Положив 
ехр №2 а») Ач -Ае +... (34) 
В=1 
имеем из сравнения (33) с (34) 
2” 
с) 7 (35) 
Из (35) и (26) вытекает 
в (т) = (с(°))* (Аи ... -Е.тт). (36) 


Формулы (30), (31) и (36) полностью доказывают теорему 2. 


5. Определение с1 


Обозначим, следуя (*), через Н,({) минимальное линейное замкну- 
тое подпространство пространства Н,, содержащее элементы 


х(Е-1), 2(Е--2),..., «@а-+п)...., 
#(Е—1), х(Е—2),..., х@-—п), ... 


Элемент х({) однозначно представляется в виде (10. 3): 
#(0=у(0-8(0), 
где у(+) лежит в НЙ. (2), а 0(:) ортогонально НЫ#). Легко показать, 


что в случае стационарной последовательности действительных случай- 
ных величин 


91 =118 (8) [= 4%. (37) 
По теореме 24 из (*) 
4 = Е (38) 
\ ал 
Э_ № (9) 
причем в случае бесконечности интеграла в знаменателе правой части 
ИО. 
Из (37), (38), (27) ть (28) заключаем, что 
==“ =р, 
41 
ея 
0 


что и доказывает теорему 3. 


Математический институт им. В. А. Стеклова Получено 
Академии Наук СССР 26. ХГ. 4940 
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А. КОГМОСОВОЕЕ. ТУТЕВРОГАТТОХ О№О ЕХТВАРОГАТГОМ 
УОМ ЗТАТТОМАВЕМ 2ОЕАЬТбЕМ ЕОГбЕМ 


РОЗАММЕМЕА$З ОМС 


Ез тбое }е4ет сапхеп 2 (— со ЕЁ оо) еше геее хай Иве Сгбззе 
2 (1) шц епаПсвег шафештайзсВер Ег\уагоапе дез Опа газ еп4зргесвел. 
О1е Ео]се {5 (1)} Чег {сет Стбззеп д (2) мег4еп \йг з1а{1опёг пеп- 
пеп, \уепп 41е шаТета зовет Ег\магблизеп 


т = Мх (2) 
ипа 


В (®) =М[(х (Е ®) —т) (2 (0 —т)] 


уоп { п1ер6 абБёпзепт. Орле ВезсьгАрКипх 4ег АПретешвей Капп тай 


т=Мх( =0 (1) 
зе бет. Папи ВаЪБеп \аг 
В (Е) =М [х (Е №) 2 (1]. (2) 
Па 
В(—^)=В (Е) (3) 


181, 30 сепИ2б ез 41е хмецеп Мошерце В (Ё) паг Ёг Ё > 0 2м БегасВеп. 

Р1е Ач{саре ег 1пеагеп Ехётаро]а оп ег збайопагеп Ео]е, @1е 
Чег Вед тхипе (1) сеписф, Безе ш ег Везйттлпя Бет себерепеп 
п>0 ипа т=0 зо|сЪег гееЙег Кое! лглепет а., г 41е Фе Ппеаге 
КошЫ1та{10п 

Г=а, 2 (1—1 а, (2—2)... Нах (Е—п) 
Чег Ма аееп Стбззеп 
х(Е—1), 2(1—2),.-.., 2(—п) 

Ч1е БезыюбоМеве Арргохипайоп Ч4ег д4аИееп Стбззе х(Ё- т) егаШи. 
Рае даз Мазз 4ег Соце ешег зо1сВеп Арргохипайоп 136 ез пабе 91е 
та ета зсве Ег\уаг лия 


в* =М (2 (ЕЁ т) — Г)*=В (0)— 2 р В (т- $) а, № В(р—9)а, а, 
8=1 ©, 9=1 
2и пебтеп. 
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Каз 41е эмецеп Моштепие В (К) Ъекапо( зш@, зо Капп 41е Ащ{саре 
Чег Аотдопо зо|1сВег У\еме Чег Кое 1леет а,, Гог Че с* шиита| 
131, 1е1свь се16з6 жегаеп. Плезеп К1е1пзеп УУегь уоп 5° мег4еп уж ти 
31; (п, т) Безеевпеп. 

ОНепраг Капп 41е Сгбззе 5$ (п, т) ши \масвзепдет 7 паев гапевтеп. 
Рапег ехазиегЕ Чег Степ2ууеги 

Пт о (п, т) = о (т). (4) 
п—со 
Оле ВезИтиие Ч1езез Степимег(ез 136 Ч41е егз\е Ашжафе Чег уогИереп- 
Чей АгЪей, д1е ш г 2е163 ула. 

Уаз Ч91е Ач{еаре 4ег Пцегро]айоп апрей1Й\ь, зо Бетгасвёеп \йт паг 

{еп Ка ег АъзевА атс уоп 2(1) пасв деп Стгбззеп 


2(#- 4), 242), 2), 
2(:—1), 2—2)... #(—м. 


11 91езет Ра! Ъезе1сйпеп \т ши с1/(п) дес ЮМетаеп УУеге ег ша- 
{Бетайзереп Етгуагеапо 


5*=М(2(И— 0)", 
мо О Че Ппезге Еогт 


О=а, 2 (Е 1) ах (Е 2)--... ах (п) + 
а, 2(—1-а,2(—2)-... фа „х(Ё—п) 


ши Копзфаифеп геееп Кое Й1лепцеп а, Бедеицек. 

Ми мхасЬзепдет п пипт 41е Сгбззе 57(п) паев 2а. ОаБег ехаз\леги 

Чег Сгепиууег 
па 91 (1) = 91. (5) 
п—со 

Опзеге хмеце Ашафе Безцев 11 ег Везёилтиие уой с. 

Пле ипфеп апреа ге Г.0зипе ег Бе1Ч4еп оБеп ГогшаНемел Ал! хаъеп 
\иг4е уоп паг офпе Веуе1з ш шешег Мое (") * шисеей4. б1е 302 
з1еь аи Весг!е аиз Чег Бректаеоте Чег з{айопёгеп ха АН сеп Рго- 
геззе. 

Рае БректгаИВеоме Чег з(айопёгеп га! оеп Ргозеззе \игае Ге еп 
Ка! 4ег зщейоеп Ап4египо Аег 7ейуегдюаег1сВеп & уоп А. Кьшюьше 
[з1ере (*)] епимяскец. Ебг 4еп ипз Мег ицегезаегепает Еа!1 ештег 413- 
Кгецеп з(аПопёгеп Кое 135 ете ацзГавгИсве Раезипх Аег Тьеоме т 
Чет Вись уоп Н. У\о14 (3) ептаЦеп. Уоп шодатета]ег Ведеииисх 18 
1ег Чег !0|]всеп4е 


* п 4ег Когте] (1) 43езег Мое 134 еш Огаске мег ап4ег] ааГеп. Р{е Еогше] (4) 
1155 50 аиззереп: 


Ца сё (Г) = <* (1) = : (1) 


п-усо 
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ЗАТА 1. Рёг ете бейейве зайопаге Розе {х(#)} Кбппеп 4е 2ейен 
Мотеше В (К) т 4ег Еогт 


В(К= — \ соз № а (*) (6) 


<. —за 


Чагсезей фегаеп, %о И’ (1) апте тсабпейтепае тееЙе ЕипЁНоп 150, 
ге аитсй @е Еогтё 


и (3.)= В (0) +2 УР шк) (7) 
= 
БозаттЕ вита. 
Пле АШенаия ии Чег плобатертеп4еп КипкКиор И’ ().) 


ех1з Мег {а5{ прега ип4 131 позе бмерайу ип@ зитпиеграг. Ра 


108% (№) = (^) 


13(, 80 10126 апз Чег Зиталеграгке уоп %()), Чазз Чаз Ицебга! 
кз 
Р=— \ 108 и (2.) 4). (8) 


а 


еп\ме4дег еп@ПсЬ, одег 21елсй — ос 18%*. Ееглег Бе\ме1зеп маг Чен Г0]веп- 
Чеп 

ЗАТА 2. РаИз; Р= -- со 258, $0 15 ск(т)=0 г аЙе т>0. Иепп 
абег 4аз Гплевтай Р спайсй 15, $0 18 


в (т) = еР (Ам Е -... + и), (9) 
и’о фе т, аиз 4еп Везейипвеп 
рат Волшеербар ужо у (10) 
п 
ав = = ( 008 №. 1ой в (%) 4% (11) 
0 


безыттЕ тег4еп. 
Ра и (^) >0 131, зо 151 Чаз Пцерга! 


епьме4ег епаНев, одег 21елсв -- оо *. УМ Бемезен пийп Чеп Го|вепдея 
ЗАТ, 3. ЕаШ5 В = -- ос 15, 80 151 1 =0. И’епп аБег 4а$ Гиезтай В 
епапей 13, 50 18 


(12) 


1 
1=3- 


* \епа # (4) =0 аш ешег Мепхе роз1\Иуеп Маззез 151, 30 зейлеп \шР = — ©2 
ипа А = + сс. 
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ш шешег АгЬей4 (*) 15% 41е Тьеогме ег замопдгеп Ео]реп уоп Ее- 
шешеп 4ез Котшр|!ехеп НИЪегфзсвеп Ваяшез епф\1сКе!& могет. Шш 81 
ег уогПесеп4еп АгЬе 2е10е 1с6, 4азз @1е замопёгеп 2 еер Ео]- 
деп ш дет офеп аеЙйпегеп Эши аз еш бопде{а! ег зайопагей 
Ро]сеп аи{се!аз56 уег4еп Кбппеп, 41е ш (“) ретасВефь зш@. О1ез веза+- 
{её 41е оЪеп !огпаПемепт 584е 1, 2 ап@ 3 аз ешГасре ЕРо]регипсеп 
апз Чей ВезаЦафеп Чег АгЬе (*) 2а егва\еп. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГТЕТ!М ОЕ ГАСАРЕМ!Е РЕЗ ЗСТЕМСЕЗ ОЕ 10855 


Серия математическая 5 (1941), 15—42 Зете та{пёта{аие. 


С. Н. БЕРНШТЕЙН 


0 ПРИБЛИЖЕНИИ НЕПРЕРЫВНОЙ ФУНКЦИИ ЛИНЕЙНЫМ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМ ОПЕРАТОРОМ ОТ МНОГОЧЛЕНА 


Работа посвящена исследованию необходимых и достаточных условий 
для того, чтобы данный линейный дифференциальный оператор от мно- 


гочлена мог равномерно приблизить произвольную непрерывную фун- 
кцию. 


Пусть 
Е 
р, (У (2)) = У: (2) У®-5 (2) (1) 


1=0 
будет некоторый дифференциальный оператор А-го порядка с данными 
непрерывными коэффициентами ф, (5). 
Если в промежутке (а,6) старший коэффициент $,(5)= 0, то, как 
известно, уравнение 
РВ, (У)=А (т), (2) 
где А (2)—непрерывная функция, имеет в этом промежутке Ё независи- 
мых решений, регулярных в классическом смысле, т. е. непре- 
рывных вместе со своими производными К первых порядков. В таком 
случае, применяя теорему Вейерштрасса к А-ой производной какого-ни- 
будь из этих решений, можно без труда получить многочлены Р. (1), 
которые при любом = > 0 удовлетворяют неравенству 
1» (Р. (2)) —А (2) | < (3) 
на всем отрезке (а, 6). Иначе говоря, в этом случае (ф, (2) = 0) система 
функций (А =0, 1,2,...) 


Е 
1, (2) = С, (=") = \Уп(®—1)...®—#+ 1) 2" фь-1 (2) (4) 
1=0 


является полной на отрезке (а,6). 

Настоящая статья имеет целью исследовать необходимые и доста- 
точнне условия для того, чтобы система функций (4) была полной на 
данном отрезке, и кроме того, в случае, когда она является непол- 
ной, выяснить свойства и число функций, которые к ней нужно доба- 
вить, чтобы сделать ее полной. Для краткости будем называть опера- 
торами класса (5) на (а,6) операторы (1), дающие полную систему 
функций, т. е. позволяющие осуществить неравенства (3) на (а,6) при 
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любом = >0, какова бы ни была данная непрерывная функция А(г): 


в противном случае оператор (1) будет называться оператором (5). 
Очевидно, что оператор должен быть (5), если все коэффициенты 
$; (2) одновременно обращаются в нуль в какой-нибудь точке (а,6). 
В предлагаемой рабете рассматриваются только операторы, у кото- 
рых $, (2) и ф, (5) не обращаются в нуль одновременно. 


ГЛАВА ПЕРВАЯ 


Условие, необходимое и достаточное для принадлежноети оператора 
к классу (5) 


1 


Регулярные решения. Для обобщения указанного в начале 
классического результата необходимо обобщить понятие регулярного 
решения дифференциального уравнения (2). Пусть Е будет множество 
точек х, на (а, 6), где ф, (2) =0 (по предположению ф, (т.) =0); дополни- 
тельное к Е множество обозначим через Е. 

В таком случае У(5) будет называться регулярным на (а, 6) 
решением уравнения (2), если оно удовлетворяет этому уравне- 


нию во всех точках Ё и непрерывно вместе со своими К —1 первыми 
производными во всех точках (а,6), причем во всех точках х, мно- 
жества Е 


Е 
Ут (я) У@-5(х,) = А(х,). (5) 
1 


В дальнейшем термин «регулярность» будет применяться только в 
этом смысле (а не в классическом). Например регулярным решением 
уравнения 


ау 
ем = 
у 


на любом отрезке (а,6), где ах 0<Ь, будет функция У (1), опреде- 
ляемая формулами 


= г ‚ 4 прих > 0; 
ее 


ав 


Хх 

какова бы ни была постоянная х, < 0, при хх 0; 
У. (0) =0. 

В качестве второго примера ое уравнение 


Г ма 9 ты 


множество Е состоит из точек ди + — (&=1,2,...). Регулярное ре- 
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отение на любом отрезке (а,6) представится ь виде нечетной функции 


1 
Уф \ 
1 21511, 

КЕ 
У =о пя 3 -Ои == 


Ч 1 1 
ПРЕ < к 


1 
я (целое число А > 0). 


Мы можем теперь перейти к доказательству основной теоремы. 
2 


ТЕОРЕМА. Для того чтобы оператор (1) был оператором (5) на 
(а, 6), необходимо и достаточно, чтобы уравнение (2) имело регулярное 
решение на (а, 65), какова бы ни была непрерывная функция А (т). 

Для доказательства достаточности рассмотрим какое-нибудь регу- 
лярное решение У(5х) уравнения (2). Разделим (а,6) на достаточно 
малые промежутки (а, х,), (х,,2,),...,(т„_., 6) так, чтобы при данном 
произвольно малом г > 0, колебания А (5х), У®(х) (1=0,1,...,&—1) и 
® 
Уз. (2) У(®-9(х) были менее ‘< в каждом промежутке; так как требуе- 

1 

мое свойство промежутков не нарушится, если мы разобьем их на части, 
то можем принять, что если в промежутке (х,, х,.,) есть точка из мно- 
жества Е, то по крайней мере один из его концов (х, или т,.,) при- 
надлежит множеству Е. Таким образом У нас будут промежутки. одной 
из трех категорий: 1) все точки (х,,2,.,) принадлежат Е, 2) все точки 
(т,›2,.:) принадлежат ЕЁ, 3) по крайней мере один из концов х„ или 
т,,, принадлежит Ё, причем в промежутке (х,,х,.:) есть хоть одна 
точка из ЕЁ. 

Вместо У (5х) введем функцию 2(5), имеющую непрерывные произ- 
водные первых Ё порядков, которую построим следующим образом. 

В промежутках первой категории полагаем 

и) == У {2 
В промежутках второй казегории полагаем в обоих концах 
2-9 (2) = 7-3 (2,), 2-0 (1,.,) = У 9 (2, ), 
и требуя, чтобы во всем промежутке колебание 7-1 (5) было (как и 
у У(-5(5)) менее =, осуществляем непрерывность 2(®(х) с дополни- 
тельным условием 
2% (х,) = 2 (т...) =0. 
Наконец, в том из концов промежутка (х,, х,.,) третьей категории, 


который принадлежит Е (например х,), полагаем 

7% (х,) — Уу(®) (х,), 
считая в другом конце 

7® (тн, 1) в у (Ян. 1) или 0, 

в зависимости от того, принадлежит ли бь+ 1 множеству Е или т кроме 
того, в какой-нибудь из точек Ё, этого промежутка, принадлежащей КЁ, 
полагаем 

2-5 (6) = У (4); 


2 Известия АН, Серия математическая, № 1 
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требуя непрерывности К-ой производной 2) (5), подчиняем ее еще 
условию 
| Фо (2) 2® (2) [< 2 
(которое не противоречит принятым значениям для 2(® (х,) и 70 (т,,,), 
р 
так как по условию | р ф; (х,) У-® (х,) — А (х,) | < 2=); при этом, прини- 
3 
мая во внимание, что 7(*-№ (5) зафиксировано лишь в одной точке &, 
промежутка (5), 2,..), можем сделать колебание 1-1 (х) меньше е 
во всем промежутке. Вследствие этого имеем 
зв) учу (6) 

во всех промежутках третьей, как и второй категории; но, учитывая, 
что в промежутках первой категории 7“) (5) — УС (2) =0, заключаем, 
что неравенство (6) соблюдается на всем отрезке (а, 6). Поэтому, если 
для бпределения Й(х) мы потребуем еще, чтобы 1(х,)=У (%.), ... 
.... 4-2 (1) = У@-?) (х,) в какой-нибудь точке х, отрезка (а, 6), то 
найдем последовательно 
12-2) (5)—У@-9 (5) < 22|5—2,], 12-9 (2)—У0-9 (2) |< =|5—2|",. 5 
т.е. можно указать такую постоянную НЯ [зависящую только от длины 
отрезка (а, 6)], что 

Оу ету (2) Н от) (7) 
на всем отрезке (а, 6). Отсюда следует также, что можно указать такую 
постоянную Н,, что 


к К 
| УХ) 2-9 (в) У, (2) У0-0(3)|<Н,® (а<=<5), (8) 


а потому во всех промежутках первой категории [где 2(® (2) = У® (5)] 
так же, как во всех точках множества ЕЁ, в частности, во всех про- 
межутках второй категории, имеем 

1Р»( (2)) —А(х)| < Н,=. (9) 

Что же касается точек из ЕЁ, находящихся в промежутках третьей 
категории, то, по условию, |$, (1) У(® (5) | < 2, |ф, (2) 2® (1) | < 2е во 
всех этих точках; поэтому из (8) вытекает, что для них справедливо 
неравенство 

12» (2 (1)) — А (2) |< (Н,-+4):, (10) 
которое таким образом соблюдается на всем отрезке (а, 6). 

Можем заметить, что, в сущности, мы доказали, что если уравне- 
ние (2) имеет регулярное решение (в нашем смысле), то как бы мало 
ни было данное = > 0, существует непрерывная функция А, (1), отли- 
чающаяся от А(х) меньше, чем на (Н,-4)., для которой уравнение 
р, (2 (<)) = А, (5) имеет регулярное решение в классическом 
смысле. Следовательно, согласно сделанному в начале замечанию, для 
всякой непрерывной функции А(х) возможно построить многочленм 
Р. (2), удовлетворяющие неравенствам (3), т. е. рассматриваемый опе- 
ратор 2,(У(1)) является оператором (5). 
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3 


Для доказательства необходимости высказанного в теореме условия 
нам нужно предварительно установить две леммы. 

ЛЕММА 1. Если для некоторой непрерывной функции существуют 
многочлены Р.(т), удовлетворяющие неравенствам 


| Рь(Р. (2)) —А (т). <= (а<2<6) (3) 


при любых =>0, то каково бы пи было число т данных на (а, 6) 
точек т,,х,,.... т и каково бы ни было число [> 0, можно построить 
последовательность многочленов Р. (х), удовлетворяющих тем же пиеравен- 
ствам (3), и кроме того таких, что для некоторой системы конечных 
значений 6 все Р.(2) удовлетворяют [т равенствам 


Р® (2) = (1=1,2,...т; #=0,1,...,1-— 1). (11) 


В самом деле, допустим, что данные нам многочлены Р. (5) не удо- 
влетворяют какому-нибудь из условий. (11); пусть, например, значение 
Р.(т,) зависит от =. Тогда возможны два случая: либо |Р. (х,)| имеет 
верхнюю границу, либо при всяком г > 0 найдется такое з, <з, что 


‚Ра (2,) | > З|Р. (2, 


Рассмотрим сначала второй случай и построим многочлен 


В (1) = АР, (2) + (4—^) Ро (2), (12) 


ры (=) 
РН = р (5,) 


где = — 
— 


->>0 [очевидно, что если Р.(х) и Р., (52) удовле- 


творяли некоторым другим из равенств (141), то этим же свойствсм 
обладает и В(2)]. Следовательно, А (х,) =Ои 


1О, (А (2)) — А (2) |= 1 (В, (Р. (2))— А (52)) + (1—^) (Бь (Ра (2) — А (2) |< 


о ПР. +1, 6 
Е 


2, 


т.е. многочлены А(5)=Р..(1) удовлетворяют не только (3) и тем 
из условий (11), которым удовлетворяли данные Р. (5), но еще и усло- 
вию Р». (х,) = р®) = 0. 

Таким образом можем поступать до тех пор, пока не удовлетворим 
всем равенствам (11); если же некоторые из этих равенетв еще 
не будут выполнены, то во всяком случае соответствующие им 12%) (х;) 
будут ограничены. Поэтому можем так выбрать наши многочлены (т 
что все они будут удовлетворять равенствам 

Вт 2%) (23) =0® (1=1,...т; й=0, ....1—1). (13) 
—0 

Теперь остается лишь положить Й. (1) =Р. (2) +5.(7), где 5. (1) - 
интерполяционный многочлен степени ниже т/, определенный стремя- 
щимися к нулю значениями 5(% (2; = 6^) — Р® (2;), который, следова- 
тельно, при +—>0 равномерно стремится к нулю на (а, 6) вместе со 
своими производными любого порядка; а потому И.(х) удовлетворяют 
условиям (11) и неравенствам, равноценным (3). 

2% 
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4 


ЛЕММА П. Если 2(51) непрерывна на (а,6) вместе со своими про- 
изводными первых Е порядков и удовлетворяет неравенству 
|, (2 (2) |< Е, (14) 
причем |ф, (2) |- |[Ф, (2) | >> 0; если отрезок (а, 6) разбит на конечное 
число достаточно малых промежутков (т,1.,} так, что в каждой 
из точек 1, деления (2) =2' (1) =...=2®-0 (2) =0, то на всем 
отрезке (а, 6) 


о О Мое о (15) 


где 3—длина наибольшего из промежутков. 


В самом деле, берем промежутки (71, 2;.,) настолько малыми, чтобы 
й 


52 
дом промежутке (т, а) будет все время соблюдено по крайней мерс 


колебание ф, (т) и $, (7) в каждом из них было не более ---, тогда в каж- 


А А 
одно из неравенств: |, (2) | > 5 или |, (1) | >. Предположим сна- 


чала, что во всех точках промежутка (х,, 2,.,) имеем |Ф, (2) >, и 


пусть Р будет максимум 5(® (5); в таком случае 
во-9 |< Ра 25. = РУ. (16) 
Поэтому, обозначая через М наибольший из максимумов |$,(х)! 
(:=1,....А) на (а, 6), имеем веледствие (14) 


ЗР«Ь+РМ (+ -+...8), 


=> 


>/ 


> й 
и полагая 6 <, 


< =, имеем 
1 7 


2. веяь 
и а 
Е 6 


и вследствие (16) 
(а) <, о («< ит. д. 
Если же |, (2) =, то замечая, что в точке, где | 2-1 (х)| дости- 
гает максимума Р,, имеем 2(®) (5) =0, заключаем, подобно предыдущему, 
что 


ЗР, ЕР, М (8+... 8" 1), 


откуда 
7, 47 
аа ЗЕ ПЭ 
Р, А о 
3 6 
т. е 
к 47. де: 415 
[28-9 (2) [< 5. 12-9 (2) [< г ит. д 
5 


Итак, если есть многочлены Р. (52), удовлетворяющие (3), то суще- 
ствует последовательность многочленов Р.,(х), удовлетворяющих не- 


равенствам 
[В (Рь, ()) — А (+) |< е„, (3518) 
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где Р® (х;) принимают не зависящие от п значения $) в точках х; 

(# = 0, 1, ....К—1; &=41,2,...,т), причем точки х; удовлетворяют усло- 
п 

виям леммы П, и ряд У сходится. Поэтому, вследствие леммы П, 


1 
ряд 


2(7)=Р. (2) + Уи, (я), 


где и, (2) =Р.,.. (1) —Р.,(2), равномерно и абсолютно сходится на (а,6) 
вместе со своими производными первых АЫ— 1 порядков (так как 
ам (2) =0 и ГР, (и (2)) ен Е: 

Покажем, что непрерывная вместе со своими производными первых 
Е —1 порядков функция 2(51) является регулярным решением уравне- 
ния (2). Действительно, во всех точках отрезка (а,5) 


В 
|Х + (2) 2—9 (2) Уна Р-9 (|= 


Е со 
=|Х УХ 2) 8-9 (2) | < Не ны 22 +..)) (7) 
1=1 п=по 


где Н — некоторая постоянная; поэтому во всех точках множества Ё 
Е 
Ув (2) 20-9 (2) = 2, (+ (2) =А(2). 
1 


С другой стороны, во всякой точке множества Е ряд 2% (5) также 
сходится и 


| Фо (2) [2(® (2) — РУ (2)] |= 


со со 
(2) У шо (2) |< (Н+1 (+2 У, 
п=по по-1 
следовательно, благодаря (31!) и (17), во всех точках множества Е 
ымеем также 


|2, (= (2) — (2) < =ы НН + (+2 У, ), 
70+ 1 
а потому во всех этих точках ь 


В» (2 (2)) =А (2). 


ГЛАВА ВТОРАЯ 


Критерии принадлежности оператора к клаесу (5), оенованные 
на свойствах его особых точек 


1 


Из основной теоремы следует, что вопрос о принадлежности опера- 
тора Д, (У (2)) к классу (5) на отрезке (а, 6) эквивалентен вопросу 
о существовании регулярного решения уравнения (2) на этом отрезке 
при любом А (5). Поэтому мы сейчас займемся этой последней задачей. 
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Точки множества Е, где $,(12)=0, будем называть особыми 
точками данного оператора. Будем называть особую точку 1, изоли- 
рованной, если при достаточно малом & > 0 в промежутке (5, —а, 
х, +@) нет более особых точек; если в промежутке (х,, х, +) нет 
особой точки отличной от х., то Хх, называется изолированной справа; 
аналогично определяется изолированная слева особая точка. 

ЛЕММА Г. Если $, (5) $, (1) >0 при х <т-=< а, а вблизи изолиро- 
ванной справа особой точки х,, то уравнение 


Р»ь (У (2)) =А (2) (2) 
имеет одно и только одно регулярное решение на отрезке (хх, +“), 
определяемое условиями У (1) =с,,..., У®-Ъ (х,) = сь_1, каковы бы ни были 


значения с,, связанные равенством * 
А 


ХУ + (2) += А (3) в 
1 
(вытекающим из определения регулярности). 

Докажем сначала, что не может быть более одного решения, соответ- 
ствующего данным значениям с; (1=0,1,....&—1). Для этого, очевидно, 
достаточно убедиться, что 7 (5) =0 есть единственное регулярное реше- 
ние на (7, +9) однородного уравнения 

Р, (2 (2) = 0, (18) 
удовлетворяющее условиям Й (5) = 7’ (1) =... = 7-2) (5,) =0 (из кото- 
рых вытекает 7-1 (х,)=0). В самом деле, если бы |7(-1(5)| <Р 
в промежутке (7, х,-+:) и | 2-9 (%-+:)|=Р`>0, где 0х == а, то мы 
имели бы 

12 (2%. - =) | < Ре (50 м... В), 
полагая = = 1. Но замечая, что 2 (х.з) 0-5 (х.-+:) > 0, и принимая 


во внимание, что $, (т) Ф, (х) >0, мы имели бы 
в 


фи (по- е) 2-9 (же) Уф: (ле) 2-9 (же) = 0, 


1 


поэтому, полагая |ф, (5. =)|=^ >0и [$; (2) |< М (Е=2, ... , А), находим 
^Р — (Е —1) М:Р < 0, 

что невозможно, если = он . Следовательно, необходимо, чтобы 

Р’==0, 


Для доказательства существования требуемого решения уравнения (2) 
достаточно ограничиться предположением, что А (х,) =0 в точке х, и все 
заданные значения с:=0 (1=0,1,..., А— 1). Возьмем какую-нибудь 
убывающую к нулю последовательность чисел а, >0 и рассмотрим ре- 


* Применяемый здесь метод доказательства является развитием идеи, которая 
была уже мною использована для суммирования везде расходящегося ряда, свя- 


а ь 
занного с решением уравнения 27 Е + у=х в заметке «Зиг 1ез зеглез погта|ез», 


помещенной в нниге а’АаВетаг’а «Гоесопз заг 1ез ргпсарез 4е 1’апа1узе», +. И, 
1918, р. 259—283. 
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шение У„(7) уравнения (2), определяемое условиями У“ (то Ра.) =0 
(#=0,1,..., А —1). Подобно предыдущему, полагая |, (1) | = * 
в промежутке „бы х.-@), находим, при =>, достаточно малом 


(=: < м, = =%), что наибольшее значение Р, которого 


может Рин 17-5 (х)| в промежутке (ж- я», дю- =), должно 
удовлетворять неравенству 


РА М < А, 


где А, — максимум |А (5) | в промежутке (х,, х, + :), стремящийся к нулю 
вместе с =. Следовательно, как бы мало ни было данное положительное 
число 6«:, в промежутке (хх, +0, х +е) может быть указана 
не зависящая от п верхняя граница не только для [УФ (= 
#=0. 1, ....^—1). но м для [У (2)!. Поэтому последовательность 
чисел о„, стремящихся к нулю, возможно выбрать таким образом, что 
У, (5) вместе со своими производными первых А — 1 порядков будет рав- 
номерно стремиться к некоторой функции У (5) и ее непрерывным про- 
изводным первых Ё—1 порядков в любом данном промежутке (7, - ^, 
х.+4а), которые при 65 достаточно малом будут сколь угодно близки 
к нулю в точке х,--6. Но так как при хх Р0<х << ая, фа имеет 


место равенство 
№ 


Рома: - 5 ^@)- Уж а | аз, 


1 1 


то справедливо также и предельное равенство 


х Г 
1 


УВ (в) Уд = а [ 4) Хе 7-9 | 4; 
х1 1 

откуда заключаем, что в указанном промежутке существует также У(*® (5х), 

которая равна подинтегральной функции правой части равенства, т. е. 

У (2) является регулярным решением уравнения (2), обращающимся 


в нуль в точке х, вместе с своими А —1 первыми производными. 


2 


ЛЕММА ИП. Если $, (2)$,:(2) < 0 при хх» <х=<-а, то каковы бы 
ни были постоянные с; 1=0,1,..., —1), удовлетворяющие (5), 
уравнение (2) имеет регулярное решение У (2) на (х., х-), подчинен- 
ное условиям У® (т) =с;; для того чтобы это решение и единствен- 

хо+ 
<“ ах 
ным, необходимо и достаточно, чтобы интеграл \ ЕТ 
.) 10 
хо 

Пусть У (2) будет какое-нибудь решение уравнения (2), где А(х)=0, 
заданное произвольными значениями У(2-+е), У’(х, {®), 

‚ У (2, е), где 0 < е< а. Если | У*-1(2)|, при уменьшении х 
от значения х,-+е, впервые достигает значения Р > | У (т, е)|, 
то в соответствующей точке х (1х < я -+е) У@-5 (2) У (2) < 0. 


имел смысл. 
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Поэтому, подобно предыдущему, заключаем (вследствие ф, (7), (2) < 0), 
что 
в? 


РА — (1) М: < 4,+М У У (а, +8) | 
1=0 


ира о де. << им). Следовательно, У(5) и ее производные. 


первых А— 2 порядков, имея ограниченную производную внутри всего 
промежутка (5,, +=), стремятся к определенным пределам при х —> х.- 


Кроме того, если 
Е 


Фь (2) У (2) =А (1) — УХ $: (2) У (2) 
1 
сохраняет вблизи х постоянный знак, то У(-1 (5) изменяется при этом 
монотонно, а потому У“*-9 (5) также стремйтся к конечному пределу 
(не превышающему Р), т. е. также является непрерывной функцией 
в замкнутом промежутке (х., х, |=). Если же УС (5) имеет бесчислен- 


ное множество нулей, то значения максимумов и минимумов У(®-1 (х) 
А 


определяются из уравнения А(2)= УФ: (2) У-2(х), а потому У@-9 (<) 
+ 


и в этом случае стремится к конечному- пределу У“-Ъ(х,), причем, 
принимая во внимание, что это предельное значение удовлетворяет 
уравнению 


к 

Учет (пр =0; 

1 
мы можем, кроме того, утверждать, что У (5) является регулярным 
решением уравнения (2). 

Однако последнее заключение не относится к первому предположе- 
нию, и хотя, согласно доказанному, все решения уравнения (2) при 
Фо (2) Ф, (2) < 0 непрерывны вместе со своими К —1 первыми производными 
в замкнутом промежутке (х,, х. +=), но регулярность всех их не обя- 
зательна (при’ первом предположении). Действительно, здесь имеются 


две возможности. Пусть 7, (х),..., »(5) представляют какие-нибудь А 
независимых решений однородного уравнения 
Р»ь (2 (2)) =0; (18) 
на основании предыдущего, существуют 
. 7:3 . 
5 $. (2) 27 (=;  (=1,..., №. 
х=хо 


Если все величины [;=0, т. е. если все решения уравнения (18} 
регулярны, то все решения уравнения (2) такоке регулярны, так как 


К ф. (2) У® (5) =Н не зависит тогда от начальных значений УФ (х, + г) 
—и^0 


((=0,1,..., К— 1); беря эти значения равными нулю при = > 0 доста- 
точно малом, выводим из предшествующего рассуждения, что Н должно 
сколь угодно мало отличаться от А (х.) =0, т. е. Н=0. 
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Если же есть по крайней мере одно Г,>0, то, заменяя У (2) через 


Н 
7.) = —1,2; (2) + У (1), получаем регулярное решение уравнения (2), 
так как Им ф, (2) У® (5) = -НИ-Н=о. Таким образом, в этом слу- 
х=хо 


чае регулярное решение уравнения (2) [как и однородного уравне- 
ния (18)] зависит от &—1 произвольных постоянных. 
Поэтому в обоих случаях можем взять К—1 регулярных реше- 


ний 41,(5) ое 1,2,..., К—1) уравнения (18), удовлетворяющих 
условиям й _ (т.г) =0 при #>7—1, 20 (а, =) =1 при #=71—41 
(=0,4,..., А—2); тогда 24) (1.)=ев;; или 29 (1) =1- =; в зависи- 


мости от того, будет ли #&=2]—1 или #=]—1, где |е;;| могут быть 
сделаны настолько малыми, чтобы определитель (К —1)-го порядка, 
имеющий элементами 2. (т), был отличен от нуля, и следовательно прь 
любых значениях с.,с,,..., С»., возможно будет построить регулярное 
решение У(5) уравнения (2), удовлетворяющее условиям У (х,) = с: 
4—0, 4: #2). 

Таким образом, первая часть леммы доказана для обоих случаев, 
которые отличаются лишь тем, что в первом из них регулярное реше- 
ние, соответствующее постоянным с;, определяется неоднозначно, между 
тем как во втором случае это решение является единственным. Следо- 


вательно, для единственности решения необходимо и достаточно, чтобы 
х 
ах 
уравнение (18) имело также и иррегулярные решения. Но если РР 
0 
хо 


имеет смысл при х>2., то полагая 


о барина 
печи \ в 2 


хо 
мы видим, что уравнение 


Рь(У (2)) = Рь(и (<) 


имеет иррегулярное решение У(5)=и(х) (так как Им ф, (5) Х 
х=хо 


х и(® (1) =1), а потому отнимая от него какое-нибудь регулярное реше- 


ние этого же уравнения, мы получим иррегулярное решение однород- 
чого уравнения (18). Наоборот, если (57) есть иррегулярное 


решение (которое по доказанному должно иметь конечную непрерыв- 


ную производную. 2-1 (1)) уравнения (18), так что можно принять, что 
<, (2) 20 (2) = Г. (5) > 1 вблизи х,, то при т, т<х, =х,-+: будем иметь. 


х 
2-5 (2) = \ Е (2) 4* | и) (д), 
Фо (2) 
ха 
а потому 2-9 (5х) стремится к определенному конечному пределу при 


хо 


ах 
я —% только тогда, когда 5 имеет смысл. 
(2) 
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3 


Из доказанных двух лемм непосредственно вытекает 
ТЕОРЕМА 1. Если на отрезке (а, 6) имеется не более одной особой 


точки, то оператор О» (У (2)) принадлежит к классу (5) на этом отрезке. 

Для выяснения условий принадлежности оператора к классу (5) 
на отрезке (а, 6), содержащем более одной точки множества Ё, т. е. для 
ответа на вопрос о существовании регулярного решения уравнения (2) 
на таком отрезке, необходимо различать два типа изолированных 
(по крайней мере с одной стороны) особых точек. 

Определение. Особая точка х,, изолированная справа (слева), 
называется регулярной справа (слева), если все решения урэв- 
нения (18) регулярны при д <х<х,-+й (2 —й=<х=—<1) для #0 
‚достаточно малого; точка х, называется иррегулярной справа 
(слева), если существует хотя бы одно иррегулярное решение в соот- 
ветствующем промежутке. Точку, регулярную с обеих сторон, будем 
называть регулярной; точку, иррегулярную с обеих сторон, будем 
называть иррегулярной. 

Из доказанных выше лемм следует, что точка х, будет регулярна 

х 
справа в том и только в том случае, когда ф,(х)Ф, (2) < 0 и \— 
хо 
не имеет смысла при х>т.. Аналогичным образом убеждаемся, что 


точка т, регулярна слева в том и только в том случае, когда при 
х 


а 
д < х, интеграл \ - т не имеет смысла и ф,(х)ф, (5) > 0. 
0 
хо 
Эти условия можем формулировать следующим образом. 


Следствие Т. Для того чтобы особая точка т, была регулярна 
хо 


справа, необходимо и достаточно, чтобы \ Вы - < при #>0 
ры Фо (2) 

достаточно малом; для того чтобы особая точка х, была регулярна 
хо 

слева, необходимо и достаточно, чтобы \ 
хо 

Следует обратить внимание на то, что условие регулярности (и про- 
тивоположное ему условие иррегулярности) особой точки зависит 
только от свойств первых двух коэффициентов ф, (т), $, (2) оператора. 
Можно также отметить, что если известна какая-нибудь (фундаменталь- 
ная) система независимых интегралов однородного уравнения, то бла- 
годаря тому, что соответствующий ей определитель Вронского А (г) 


удовлетворяет дифференциальному уравнению первого порядка (с теми же 
старшими коэффициентами) 


4Д (х 
р, (А (5) = в (2) А Ч, (2) 4 (2) =0, 
регулярность особой точки х, данного оператора Д» имеет место одно- 
временно с регулярностью гтой точки для оператора О,. Иными сло- 
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вами, для регулярности особой точки т, справа (слева) необходимо 
и достаточно, чтобы определитель Вронского стремился к нулю при 
х—>х. справа (слева). Наоборот, если определитель Вронского не стре- 
мится к нулю, то особая точка х, будет иррегулярна. 

Полезно запомнить, что на основании вышеизложенного регулярное 
продолжение через особую точку в том направлении, в каком она изо- 
лирована, всегда возможно, и при этом в том направлении, в котором 
она иррегулярна, — единственным образом. 


4 


Естественно, что поскольку оператор первого порядка не имеет 
иных коэффициентов кроме ф, (5) и ф, (1), условия, необходимые и доста- 
точные для принадлежности оператора Р, (У) к классу (5), зависят 
только от этих двух коэффициентов. Напротив, как мы увидим дальше, 
при А >> 1 рассмотрение коэффициентов ф, (2) и Ф, (2), хотя и достаточно 
для характеристики каждой особой точки в интересующем нас смысле, 
но не всегда достаточно для разрешения вопроса о существовании 
одного и того же решения, регулярного вблизи всех особых точек. 
Итак, начнем с исследования случая &=4. 

ТЕОРЕМА П. Каково бы ни было мноэюество Е точек т. на (4,6), 
где Фо (х,) =0 (+, (х,) = 0) оператор 


р, ($ (2)) = Фо (2) 2+9, (2) У (19) 


тогда и только тогда будет оператором (5) на (а, 5), когда существуют 
две такие соседние точки т, < 1, множества Е (отделенные точками мно- 


окества В), что х, Ирена справа, а 1, иррегулярна слева, т. е. если 


Фо (2 


$1 (2) м о, \ Е о о. (20) 


В самом ‘деле, допустим, что условие (20) соблюдено, и рассмотрим 
уравнение 
р, (У (2) =А(2), (21) 
где непрерывная функция А (5) определена следующим образом: 
1) А (2)=0 при 2, = <аи при В <х=<х,, где а < В какие-нибудь 
две точки внутри отрезка (2%, 2,), 
2) А (2) =Р, (и ()) при а = х < В, где функция и (5), имеющая непре- 


рывную производную, подчинена лишь условиям 


фь (а) и’ (а)  ф, (%) и (а) = фь (В) и' (В) $, (В) и (В) =0, (22) 
необходимым для того, чтобы А (5) была непрерывна на всем отрезке (т, 2); 
следует заметить, что равенства (22) могут быть осуществлены при 
любых заданных наперед значениях и (9) и и (В). 

Но принимая во внимание, что благодаря условиям (20) единствен- 
ным регулярным решением уравнения 


р, (+(2))=0, (1856) 
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в которое уравнение (24) обращается в промежутках (2, а) и (8, хм.) 
является нуль, в этих промежутках имеем У (а) = У (В) =0, между 
тем как в промежутке (х, В) 

У (2) =и (5) - С? (2), 
где С2(5) — общий интеграл однородного уравнения (1813). 

Поэтому произвольная постоянная С должна удовлетворить двум 

уравнениям: 

и (*) - С? (я) =0, и(В)-С2(В) =0 
которые при соответствующем выборе и (а) и и (8) несовместимы. Следо- 
вательно, уравнение (24) при таком выборе А (2) не имеет регулярного 
решения на отрезке (хх, х,), т. е. условия (20) являются достаточ- 
ными для того, чтобы оператор (19) был ($) на (а, 6). 

Предположим теперь, напротив, что все промежутки (5%; 2.), при- 
надлежащие множеству ЕЁ и имеющие концами точки х., 2’ множества Е, 
таковы, что по крайней мере одна их них регулярна во внутреннем 
направлении промежутка. В таком случае уравнение (24) будет иметь 
по крайней мере одно регулярное решение У(5) на каждом из этих 
отрезков, значение которого, согласно определению регулярности, в 
концах 2(®) этих отрезков определяется из равенства 

$, (241) У (2) =А (2%). 


Если множество Е конечно, то необходимость существования 
хоть одной пары точек (т, х2.), удовлетворяющих (20) для того, 
чтобы оператор был (5: таким образом доказана. Но если множество Е 
бесконечно, то для аналогичного определения регулярного решения У (5) 
достаточно применить вышеуказанное построение ко всему (исчислимому} 
множеству промежутков, составляющему Е, и положить 

Ф, (т,) у (%.) =А (5) 
во всех точках х, множества Е. Следовательно, теорема справедлива, 
каково бы ни было множество Е. 


Этот прием был, в частности, применен нами в начале первой главы 
для построения регулярного решения УТ ев 


р, (У (2)) == вт СР 


2 ах 


левая часть которого представляет, таким образом, оператор (5), так 


1 р 1 
как особые точки 5. регулярны; поэтому, хотя точки СЕ = иРрегу- 


1 
лярны, ни один из промежутков (. 


1 
тт’ = не удовлетворяет 


условиям (20). 
5 
Из теоремы П вытекает, в частности, следующее общее выражение 
для всех операторов (5) первого порядка, имеющих лишь две особые 
точки а, 6 ($, (а) =$, (5) =0, $, (2) =0 при а 25}: 
р, (У (2)) = 2 () (2) У (2). (195) 


(=) 
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Всякий такой оператор (5) может быть представлен в виде (19515), 

где ^ (57) непрерывна на (а, 6), отлична от нуля внутри (а, 6), имеет 

непрерывную производную ›’(5) внутри (4,6) и, кроме того, 
д 

Фь (2) ИФ, (5) непрерывна на (а, 6) (причем ф, (а), (5) =0). Действи- 


тельно, интегралы 


А 
Фо (2) А (2) 


== 


ь 
А (а) ° фл (2) ах 
87 (=)? \ г са 


(5) 

(= 
будут ограничены сверху только тогда, когда ^(5) удовлетворяет 
вышеуказанным условиям на (а, 6). Кроме того, если оператор 7), (У (2)) 
представлен в виде (1915), то, интегрируя от а до 6, мы видим непо- 
средственно, что уравнение 


20 а к 
у Е ах (. (2) У (2)) =А(2) (24515) 
не может иметь регулярного на (а, 6) решения, если 
ь 
} 5 7 (6 1 . | 
КУ ыы = Ам. (м) 


а 

Таким образом, получаем, в частности, 

Следствие П. Если оператор О, (У (2)) принадлежит к классу (5) 
па отрезке (а, 6), где $, (а) =, (5) =0 и $,(2)=0 при а х<ЪЬ, то 
уравнение (21) не имеет регулярного на (а,6) решения, когда А (т) 
сохраняет постоянный знак на (а, 6) и А(а)=А(5)=0. 

Рассмотрим два уравнения 

р, (У, (=)) = А, (т), Р, (У, (2)) = А, (2), (23) 
из которых по крайней мере первое не допускает регулярного на (а, 6) 
решения. Пусть 2(5) будет отличное от нуля решение однородного 
уравнения (1815). Так как каждое из уравнений (23) имеет по реше- 
нию и, (2) и и, (5), регулярному вблизи а, то общее решение каждого 
из этих уравнений представится, соответственно, в виде 


У, (5) =и, (2) С12 (2), а (5) =и, (2) | С,2 (2); 


при этом постоянные С, и С, можем подобрать так, чтобы У, (т) и У, (т) 
были регулярны в точке 6. Следовательно, 

С.У, (1) — СУ, (1) = Сьи, (1) — Си, (+) 
будет’ регулярна в обеих точках а и 6$, а потому, принимая во внима- .- 
ние, что С, =0, заключаем, что, какова бы пи была функция А, (т), 
уравнение 


р, (У (2)) = 4, (2) — 1 А, (2) 


= 


к В С, 
при соответствующем подборе постоянной Н = -* всегда имеет регуляр- 
-1 
ное на (а, 6) решение. 


Отсюда, благодаря следствию И, вытекает 
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Следствие 11. Если $,(х) и $,(2) любые непрерывные на (а, 6) 
функции, где ф, (а) =$, (6) =0, ф, (а) 9, (5) =0, $, (1) =0 при а<т<Ь, 
то система функций 

1» (2) = 2, (2") = па" фь (2) + 27$, (2) (п=0,1,...) (4 
становится полной на отрезке (я, 6), если добавить к ней одну произ- 
вольную функцию А(т), обладающую свойством, что А(а)=А(5)=0 
и А(52)>0 при ах. 

Рассмотрим, например, оператор 

р, (У) =У 1-2 У’ -+У, 
который, согласно теореме П, принадлежит классу (бу, +1); 
система функций па" И 1-2 |2” (п=0,1,...) является неполной, 
но достаточно добавить функцию А, (2) =1—2*, чтобы сделать ее пол- 
ной на этом отрезке. 


6 


Полученный результат может быть обобщен следующим образом. 
ТЕОРЕМА Ш. Если на отрезке (а, 6) имеется всего п пар смежных 
корней (а;,5,), где 6, <а,,, уравнения ф,(1)=0, удовлетворяющих 


условиям 
Ь: 


х хх > 

В и (20ы=) 
(в х< 1) (Е п) 

то для того, чтобы сделать систему функций (4%) полной на (а, 6), 
необходимо добавить п функций А, (+); ЧА: при этом доста- 
точно положить А; (х)=х149(2) (=1,..., п), где 4 (1) — любая данная 
непрерывная функция, отличная от нуля внутри промежутков (а, 65) 
и равная нулю при х=а:, = (@&=1,2,...,п). 

В самом деле, обозначим через р:(х) (1=1,..., п) какие-нибудь 
непрерывные функции, равные нулю вне промежутка (а:, 6;) и удовле- 
творяющие равенствам 


\ 21). р; (2) 4х =1. (24) 


п 
= 
Положим А (=, С: р:(х), где С;— произвольные постоянные; но 
3—1 
если бы число п, дополнительных функций 4;(5%) было менее п, то их 
было бы недостаточно для того, чтобы уравнение (каковы бы ни были С;) 


п1 
р, (У (2)) = А (+ У Н; 4, (2) 
7=1 
при соответствующем выборе п, «и постоянных Н; имело решение, 
регулярное на всем отрезке (а, 6), так как, вследствие (2258) и (24), 
необходимо удовлетворить п уравнениям 


ъ 
с.= У Н, ая = м, 
1 
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где 


Од — 


а А) — 290 Аа) А А, 42. 

Таким образом число функций 4; (5) должно быть не менее п. Но, как 
мы видели, для п=1 достаточно добавить какую-нибудь одну функцию 
4, (2) =9 (5), удовлетворяющую условию теоремы. Поэтому, считая наше 
утверждение справедливым для некоторого п, докажем его правиль- 
ность для п--1. Таким образом, по предположению, для любой непре- 
рывной функции .4(2) можем построить такой многочлен Р,_, (5) == 

п—1 
рН х', что уравнение 

=0 

р, (У (2)) = А (2) + Р,., (2) 9 (=) (25) 
имеет регулярное решение на всяком отрезке, содержащем п промежут- 
ков (аз, 6:). В частности, можем построить такой многочлен 0О„_, (5) 
степени п—1, что уравнение 


Р, (в (2)) = 274 (2) -0,., (2) 9 (2) = (в"-0,., (2) 9 (®) (26) 
будет иметь регулярное решение и (х) на этом отрезке; при этом, как 
мы видели, необходимо, чтобы многочлен 1”"--О„_,(х) имел по одному 
корню в каждом из п промежутков (а, 6;); следовательно, если, расши- 
ряя направо данный отрезок, мы включим в него еще один промежу- 
ток (@,.,,6,.,), то и(х) не может быть регулярным в последнем проме- 
жутке, где правая часть уравнения (26) не меняет знака. Поэтому, 
применяя к уравнениям (25) и (26) вышеуказанное рассуждение, заклю- 
чаем, что существует такая постоянная Н», что У (2) —Ньи(х) регу- 


лярна также и в промежутке (а„,,, 6„,,), так что уравнение 


р, (У (2)) = А (2) +Р» (2) 9 (7), 
где Р, (2) =Р,_, (2) — Н„ (2"-- О„_, (2)), будет иметь регулярное решение 
на расширенном отрезке, содержащем п--1 промежутков (а, 6:). 

Так, например, система функций (4113), соответствующая опера- 
тору ШО, (У) =; т У’ -| («1 1) (ах —1)У, где 1 а < 22а, 3, 
является неполной на отрезке (—1, 1), так как промежутки 
(+, 5) и (>, 1) удовлетворяют (2015); чтобы дополнить ее, необ- 
ходимо добавить две функции А, (5), 4,(7), которые достаточно поло- 
жить равными 

А, (х) = (х— 1) (2х— 1) (35—1), А, (2) =2А, (2). 

Система (41°) была бы полной, если бы знак плюс перед вторым 

членом оператора заменить знаком минус. 


> 
4 


Перейдем теперь к исследованию критериев принадлежности опера- 
тора 2» (У) порядка А > 1 к классу (5) или (5), основанных на рас- 
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смотрении тех же двух первых коэффициентов $, (7), $, (52) шли, что 
то же самое, на рассмотрении индивидуальных свойств каждой из о0со- 


бых точек оператора Д» (У (2)). Прежде всего можем убедиться на при- 
мерах, что условие (20) теоремы П при 1 не является ни необхо- 


димым, ни достаточным для того, чтобы оператор ДРь(У) был (5). 
Действительно, оператор 


р, (9) == (2—4) У" У’ 227 = [1—2 (07—27')] (27) 
не удовлетворяет условию (20), так как особая точка х=0 регулярна. 
Тем не менее уравнение 

р, (У) =А(з) 
не может иметь регулярного на (—4, +1) решения, если А (5х) > 0, 
так как мы имели бы 


ур уни) 


вы А (2) ах 


что несовместимо с конечностью У и У’ при т= -- 1. Следовательно, 
оператор (27) класса (5). 
С другой стороны, хотя оператор 


р, (У) =4(1— 22) У” —4ху’ АУ (23) 


удовлетворяет условию (20) на (—1, 1), тем не менее при )., не рав- 
ном квадрату четного числа или нулю, он принадлежит класву (5), 
так как функции /(5)=^, / (2) =^--4%,..., /„ (2) =4п (п-т 
+ (Х — 47?) х",... эквивалентны всем целым неотрицательным степеням х, 
т. е. являются полной системой функций. 


Таким образом, при А`>1, нельзя дать альтернативного признака 


принадлежности оператора ПД» (У) к классу (5) или (5), зависящего 
только от ф, (5х) и ф, (1). В этом случае (К`>1) можно лишь указать 
такие достаточные условия, что при соблюдении каждого из них 
все операторы принадлежат соответственно одному или другому классу. 
между тем как, если ни одно из этих условий не соблюдено, то для 
определения класса оператора Ш), (У) необходимо, вообще, рассмотрение 
сго прочих коэффициентов. 

ТЕОРЕМА ТУ. 1) Для того чтобы оператор 2, (У) был (5) на (а, 6). 
достаточно, чтобы существовала: такая точка с (а<с=<), что налево 
от нее нет особых точек, иррегулярных направо, а направо от с нет 
точек, иррегулярных налево; 2) для того чтобы оператор )ь (У) порядка 
К был (5) на (а, 6), достаточно, чтобы на (а, 6) находились К -- 1 сосед- 
них особых точки хх, «<... «ть, из которых все К —1 внутренние — 
иррегулярны (с обеих сторон), а крайние точки х, и ть соответственно 
иррегулярны направо и налево. 


Для доказательства первого утверждения рассматриваем какое-нибудь 
р ь г 
решение У уравнения 


Рь (У) =А(2), (2) 
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регулярное в точке с. Согласно условию регуляоное продолжение У 
в обе стороны будет происходить беспрепятственно, если множество Е, 
где $, (2)=0, состоит из конечного числа точек и конечного числа 
отрезков, так как У достигает регулярно каждой особой точки о„., > с, 
каковы бы ни были значения У, У',..., У" при сх а,,,; ана- 
логичное утверждение справедливо для 9, <<, регулярной 
справа. 

К этому случаю может быть сведен и случай любого множества Е. 
В самом деле, пусть 8, >8,>...>0,„>>... будет какая-нибудь последо- 
вательность стремящихся к нулю чисел; заменим множество Ё расши- 
ренным множеством Еь,, состоящим из конечного числа отрезков и точек, 
расстояния между которыми более 8, (такое множество можно, напри- 
мер, получить, исходя из крайней левой точки Е, к которой присоеди- 


ним все точки (а, 5) до ближайшего промежутка Е длины больше 8; 
исключив этот промежуток Е, поступим аналогично с правым его кон- 
цом, принадлежащим Ё; продолжая эту операцию, пока не дойдем до 
правой крайней точки Е, мы построим расширенное множество Ен, 


$ —а 
состоящее из отрезков и точек, общее число которых не более [=] 1). 
я 


В таком случае к оператору Дь, г, (У), в котором ф,(х) заменена непре- 
рывной функцией ф, (5, 8), где ф, (х, 8.) =0 в точках Е;„ и Итф, (х, 8.) = 
де 
—Ф, (2) в точках Ез,, применимо сделанное выше рассуждение. 
Кооме того, если У,(х) есть регулярное решение, определяемое 


уравнением 
Дь, в„(У„(5)) = А (=) 


и начальными значениями У) (== у (2) (#=0,1,..., А—1) в точке с, 
то для [УФ (2)| (:=0,1,.... Ё—1) может быть дана верхняя граница 


на (а, 6), не зависящая от п (см. доказательство лемм Т и П). Поэтому 
можно утверждать, что при соответствующем подборе 8,—>0 функции 
У, (т) вместе с их производными первых &—2 порядков будут равно- 
мерно стремиться на (а,6) к некоторой функции У (5х) и ее соответ- 
ственным непрерывным производным, причем во всех промежутках мно- 
жества Е У (52) удовлетворяет уравнению (2), а во всех граничных 
точках Е существуют Иш У“? (2) = Шт У%-? (2), определяемые пре- 
дельным равенством 


Е 
У (2) 7-9 (2) =А(2), (5) 


которому У (2) удовлетворяет, следовательно, во всех точках Ё и является 
поэтому регулярным решением уравнения (2). 

Для доказательства второй части теоремы применяем тот же прием, 
которым мы пользовались в случае к =1. А именно, рассматриваем урав- 
нение (2), в котором А (1) =0 при |х— 2: | <, где а > 0 некоторое опре- 


1:19 з 
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и А(2)=Д, (и (2)) на остальной части отрезка (а, 5) (достаточно рас- 
смотреть лишь случай, когда а=х,, 6=х,, так как, если оператор (5) 
на (х,, 1,), то он тем более будет (5) на отрезке, содержащем (х., х,)), 
где функция и (5) подчинена, кроме условия непрерывности ее произ- 


водных первых № порядков, еще требованию, чтобы ЛД» (и (2)) =0 в 2 


точках д, |, 2, Ра, ..., 9. + @&, дк —9; этому дополнительному требо- 
ванию можно, очевидно, удовлетворить, задавая совершенно произвольно 
значения и (2),..., и“? (2) в этих точках. 


Покажем, что возможен такой подбор упомянутых значений, при 
котором соответствующее им уравнение (2) не может иметь регулярного 
решения на (х., х,). В самом деле, пусть 2,(5),..., 2%(1) представ- 
ляют какую-нибудь систему независимых решений однородного урав- 
нения 


Р» (2 (1)) =0. (18) 
Как мы знаем, в каждой из иррегулярных точек х; (#=0,..., А) 
существует лишь ЁШ— 1 независимых регулярных решений 2:,. (5) 
(&=4,..., &—4) уравнения (18) (являющихся какими-то линейными 
комбинациями из 2, (2),..., 2 (2)). Поэтому, поскольку уравнение (2) 
вблизи х; совпадает с (18), мы должны иметь вблизи 2; 
в—1 
% 
У (2) = Ум, ви, (2), (29) 
В=1 


в промежутках же (2:1 а, 1: —9“), где А (2) =Дь (и (2)), имеем 


к 
У (2) =и (2) У в, лль (2), (30) 

В—=1 
где число произвольных постоянных а;^ равно (Ё — 1) (+1) = А — 1, 
а число произвольных постоянных 6;,„ равно А. А=А*. При этом тре- 
бование непрерывности У (5х) и ее производных первых А —1 порядков 
в 2К точках, где происходит замена формул (29) и (30), приводит 
к 2АК=2К” линейным уравнениям относительно А*-Р (А — 1) =2А* —1 
неизвестных, правые части которых должны быть равны соответственно 
значениям и (5х) и ее первых &—1 производных в этих точках; но, как 
было замечено выше, эти значения могут быть взяты совершенно про- 
извольно; следовательно, их можно выбрать так, чтобы рассматриваемые 
2К° уравнений с 2—1 неизвестными были несовместимы, а потому 
уравнение (2) не будет в таком случае иметь регулярного на (х., х») 

решения. 

Например, если возьмем любой оператор порядка №, где $, (2) = 


— 22 


вл |", ф, (2) =1, то при т>1 он будет класса (5), а при 


0< т < 1класса (5) на любом отрезке, содержащем точку х=0; в самом 
деле, в первом случае все изолированные особые точки регулярны 
налево, а во втором случае все особые точки иррегулярны. 
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Перейдем теперь к рассмотрению случаев, когда критерии, основан- 
ные на свойствах ф, (7), ф, (7), недостаточны для установления принад- 
лежности оператора к классу (5) или (5). Эти новые критерии требуют 
уже знания соответствующих свойств общего интеграла уравнения (18), 
а потому они пригодны не столько для выяснения того, к какому 
классу принадлежит некоторый конкретно данный оператор Д, (У), 
сколько для построения операторов того или иного класса. Для сокра- 
щения формулировок и техники рассуждений мы ограничимся 
в дальнейшем предположением, что множество точек Д, 
где ф, (2) =0, конечно (переход к общему случаю не представляет осо- 
бых принципиальных трудностей). Из предыдущего следует в таком слу- 
чае, что если оператор Р» (У) не принадлежит: к классу (5) на произвольно 
большом отрезке, то промежуток (а’, 6’), где он класса (5), не замкнут, 
и границами максимальных промежутков, внутри которых оператор 
остается (5), должны быть особые точки а<6, из которых первая 
иррегулярна справа, а вторая иррегулярна слева. Для определения 
этих границ, т. е. максимальных отрезков, внутри которых уравне- 
ние (2) при всяком А (5х) имеет регулярные решения, служит 

ТЕОРЕМА У. Если оператор О» (У) принадлежит к классу (5) на 
(а, 5’), где 6’ — обыкновенная точка и 6 >> 6’ есть соседняя особая точка, 
то оператор Оь(У) будет ($) на (а, 6) тогда и только тогда, когда 6Ь 
иррегулярна слева, и все решения однородного уравнения 


Рь(2 (2))=0, (18) 
регулярные на (а, 6’), являются регулярными также и на (6’, 6). 

Точку 6 будем называть правой характеристической точ- 
кой точки а. 

В самом деле, согласно только что сказанному, если Б регулярна 
слева, то регулярное продолжение У (5) до 6 (и через 6) произойдет 
беспрепятственно; поэтому иррегулярность точки 6 слева во всяком 
случае необходима, чтобы оператор Д» (У) мог стать (5). Пусть 21 (2), ... 
...,24(2) будет какая-нибудь система независимых решений уравнения 
(18); если 6 иррегулярна слева, то уравнение (18) будет иметь одно иррегу- 
лярное в точке 6 решение, которым будем считать 2, (7), между тем 
как 2, (2),...,2и_1(2) регулярны в точке 6. Пусть, далее, и(х) будет 
некоторая Ё раз непрерывно дифференцируемая функция на (а, 6'). 
Полагаем А(5)=Дьи (5) на (а, 6’) и 4А(51)=0 на (5’, 6); как было 
замечено при доказательстве теоремы ГУ, непрерывность А(х) может 
быть при этом обеспечена, каковы бы ни были значения и(65’), 
и 

В таком случае регулярное решение уравнения (2) представится 
на (а, 9’) в виде 


[2 
У (1) =и (<) > 6:2: (х), 


2% 
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где отличными от нуля могут быть только коэффициенты 6; при 2; (5), 
регулярных на (а, 5’), а на (5’, 6) будем иметь 
®—1 
(=> 


= 
1 


Если все 2;(52), регулярные на (а, 6’), регулярны на (6', 6), то среди 
них нет 2,(5), так что 6, =0; поэтому в этом случае в точке 6’ имеем 
1 


УХ (ав) 2 (5) = и (Ь’) у ООН Зе 


4:24 (т). 


и так как число А—1 неизвестных а4;—6; меньше числа А уравнений, 
то при соответствующем выборе и”) (6’) можем сделать их несовмести- 
мыми; следовательно, в данном случае уравнение (2) не имеет регуляр- 
ного на (а, 6) решения. 

Если бы 2,(5) было регулярно на (а, 6’), то число неизвестных 
было бы равно числу уравнений, и регулярное на (а, 6) решение 
У (2) было бы построено. Однако для доказательства, что регулярное 
решение уравнения (2) существует тогда при всяком А(т), нужно 
еще добавить следующее. 

Очевидно можно, не нарушая общности, предположить А (5) =0; 
пусть 6’ <В<Фи 6 —В настолько мало, что | А (5)|<е при В<х<Ь, 
где => О— данное произвольно малое число. Введем непрерывную на 
(а, 6) функцию 4, (5), которая равна А, (52) = А (5) — А (8) при а<х< В 
и А, (5) =0 при В <= х=<. В таком случае, согласно вышесказанному, 
уравнение 

Р» (У.) = А, (2) (34) 
имеет регулярное на (а, 60) решение У., при условии, что 2%(5) регу- 
лярна на (а, 6’), т. е. на (а,В). Но принимая во внимание, что 
А, (5) — А (2) | “вна (а, 6), и что, согласно. первой части доказательства 
основной теоремы (первой главы), из (31) следует существование мно- 
гочленов Р.(5), для которых на (а, 6) 


1 Рь(Р. (2)) — А, (2) | <, 
будем иметь также и для данного А (5) неравенства 
|1Рь(Р. (2)) — А (2) |< 2=, 


свидетельствующие, что оператор Д»(У) есть (5) на (а, 6). 
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—- 


При применении теоремы У мы будем говорить о числе (5, В) регу- 
лярных решений уравнения (18) на отрезке (а, В), понимая под этим 
максимальное число независимых в точке В решений 
этого уравнения, которые могут быть регулярно продолжены от « до В 


—-> — 
(и обратно); таким образом, равенство (х, В) = (В, «) отнюдь не обяза- 
тельно и является скорее исключением, чем правилом, если между а и В 


есть особые точки [например в случае уравнения 2*у’--у=0О имеем 
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(4, —1) =1 и (—1, -1)=0]. Посмотрим, как изменяется число 


(а, х), когда х`>а возрастает. 
Полагая, например, точку а иррегулярной справа, будем иметь сначала 


—- 


(а, х)=АМ—1; это число может измениться лишь при прохождении х 
через особую точку В. Если В регулярна, то возможны два случая: 


(а. ВО) = (а. В 0) или (а, В--0)=(а, В 0) 1; если В регулярна 


—— — 
слева и иррегулярна справа, то (а, В--0) = (а, 8—0) [за исключением 
> —_ 


случая, когда (а, В —0)=А, тогда (а, В-- 0) =А— 1]. В этих двух слу- 
чаях регулярное продолжение через В всегда происходит беспрепят- 
—> 
ственно и значение (а, В) в особой точке В [которое не может достигнуть 
о ы —— 
Ки равно (а, 8—0), за исключением случая, когда (а, В—0)=А] не 
представляет интереса. Напротив, если В иррегулярна слева, то, согласно 
—> —> 


теореме У, значение (а,В) имеет решающее значение: если (а, В) = 


—_я 
= (а, 8—0), то В=ф является правой характеристической точкой для 


> 


> —-> 
точки а, и только если (а, В) =(а, В 0)—1 (других значений (а, В) 
принимать не может), существует регулярное продолжение через В, 


—_ —_ — 
причем для В, регулярного справа, (а, В+ 0) = (а, В— 0) или (а, В— 0) —1, 
—_—_ С —_—_ 
и для В, иррегулярного справа, (а, В-- 0) = (а, 8—0) —1. 
— > 
Из этого перечня различных возможностей изменения (а, х) легко 
вывести следующее обобщение второй части теоремы ТУ. 
Если точка а иррегулярна справа, а точка 6`>а иррегулярна слева, 
если между а и 6 имеется [ иррегулярных и В регулярных точек, то каково 
бы ни было между а и 6 число особых точек, иррегулярных лишь с одной 


стороны, для того чтобы оператор Рь(У) порядка Ё был (5) на (а, 5), 
достаточно, чтобы 

{в И, (32) 

В самом деле, вследствие теоремы У, если ближайшая справа от х, 


где (а, 2)=0, особая точка В иррегулярна слева, то оператор О, (У) 


будет (5) на (а, В). Но первоначально (а, 2) = — 1, и общая сумма при- 
роста его не может превысить В; поэтому, если характеристическая 
точка не будет достигнута раньше, то во всяком случае после прохо- 


ак 
ждения через последнюю особую точку перед 6 будем иметь (а, 2) =0, 
так как регулярное прохождение через иррегулярную точку уменьшает 
(а, х) на единицу. 

Отметим еще вытекающее из предыдущего 

Следствие ПУ. Если точка а иррегулярна справа, 6 — обык- 
новенная точка и все особые точки внутри (а, 6) иррегулярны справа, 
причем из них [< Е—1 иррегулярны с обеих сторон, то для принад- 
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лежности ДР» (У) к классу (5) необходимо и достаточно, чтобы число 
—-> 

(а, 6) независимых регулярных на (а, 6) решений уравнения (18) было 
равно 1—1. 


—-- 


Действительно, благодаря сделанным предположениям, число (а, 2), 
при возрастании х=< 6, может менять свое значение только при про- 
хождении через особую точку, иррегулярную с обеих сторон, и для 
того чтобы оператор продолжал оставаться (5) и в этой точке, необхо- 


—> 


димо и достаточно, чтобы (а, 2) уменьшалось в ней на единицу. 
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Предположим, например, что внутри (а, 6) вовсе нет особых точек. 
В таком случае, если ф, (а) =Ф, (6) =0, ф, (а), (6) =0 и $,(1)=0 при 
а<1<Ь, то из теоремы У следует, что условием, необходимым и д0- 
статочным для того, чтобы оператор О» (У) был (5) на (а, Ь), является 
требование, чтобы уравнение (18) имело —1 регулярных независимых 


решений па (а, 6) и чтобы 
а ь 


\ 51) д ооо, \ #17) рот (а«=< 0. (29) 
ый х : К 

Нетрудно убедиться, что это требование эквивалентно условию, что 
2,(У) может быть представлено в виде 


р 35 (0) Рь-1 (У), (33) 


где оператор РР»! (У) = У®- а, (1х) У@-Э-...-а,ь_,(1) У порядка А 
имеет коэффициенты а; (5), непрерывные на (а, 6), так же, как и Х (5), 
обладающие, как и ^(5), непрерывными производными при ах х<Ь, 
причем 


Пл Фо(х) а; (2) =0, Им $0 (5) ый =С:=0, 
и а 
И - 
Шт (2) де) =С: 20 (Со, 16,1 <+®) 
и ^ (2) =0 при а<х<6. 

В самом деле, пусть 2,(5),...,2^_1(2) будут К—1 независимых 
регулярных решений уравнения (18) и 2,(5) его решение, иррегулярное 
в точках а, 6. Тогда, обозначая, вообще, через А (р, №»,...,}) врон- 
скиан функций р, ›,...,/., полагаем 

р», (У) = нЕ г ты =У^ Эа, (2) У +... а (а). 


Очевидно, а: (т),...,а»к_1(2) непрерывны на (а,6) и, кроме того, 
имеют непрерывные производные при а< х<Ь. С другой стороны, 
уравнение (18) эквивалентно уравнению 


(ас 
где С,— произвольная постоянная, если положить *. А . 
К—1 \20 
так как его общий интеграл Со2о (5) - С1з1 (2)... + Сь_12ь-1(2) совпа- 
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дает с общим интегралом (18); кроме того, при ах ^(2) и * (1) 
непрерывны и о 2) =0. Таким образом, мы должны иметь ‘тождественно 


Уз Я (У) == ВЕ о 42 (^ (2) Вь-, (У)), 


= (2) 4 
, (= (9) (+4), + @ = (Таича,), 
. › Фь (2) = Фо (5) (5 ава) 


Следовательно, условия (20), равнозначные утверждению, что 
108 |^ (2) | < -- <, когда х стремится к а или 6, означают, что * (5) 
стремится в этих точках к конечным пределам (или к нулю), причем, 
в виду того что ф, (а)ф, (5) =0 и ф, (а) а, (а) =Ф, (5) а, (5) =0, имеем 


` 4 
то $, (2) 3) =. (4) =0, Ит (2) =, (20. 


где 


Наконец, условие регулярности К—1 интегралов 2,(7) (В =1,... 
..&—1) уравнения (18) означает, что 


Бла [фо () Раза (2ь (2) а (+ 


= т 
Е—1 р Е—1 
+ Фо (5) 2 Аве, (=) = Иа фо (5) 2 а: (1) =? (1) =0 
т ср 


и вследствие независимости интегралов 2,(5) можем их выбрать так, 


что 20 (4) =0 (21) и" 5 (2) =1, а потому Ш фо (2) а: (1) =0 
х=а 


ири всяком # =, В Ма 
Из формулы (33) выводим таким образом (повторяя рассуждение, 
сделанное в случае К=1), что условием, необходимым и достаточным 
для того, чтобы при данном А (5) уравнение О, (У) = А (5) имело регу- 
лярное на (а, 6) решение, является соблюдение равенства 
ъ 


1 (2) (5) __ Аа) ыы 
уе, руде) А (а), (22:3) 


откуда получаем 

Обобщение следствия ПП. Каков бы ни был оператор О» (У), 
принадлежащий к классу (5) в промежутке (а,Ь), внутри которого 
фо (2) =0, для того чтобы сделать полной систему функций ДПь(2”) 
{п=0, 4, 2,...) на (а, 6), необходимо и достаточно прибавить к ней 
одну функцию 9(т), которую достаточно подчинить единственному 
условию 4(5) > 0 при ах «Фи 4(а) =9(5) =0. 


и 


Аналогичным образом можем (с некоторыми ограничениями) рас- 
пространить теорему Ш на случай А > 1: 

Если число отрезков (а1, 61), .,., (ав, 6»), лежащих на (а, 6), на кото- 
рых оператор О» (У) принадлежит к классу (5), равно №, причем на (а, 5) 
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нет особых точек, иррегулярных налево, отличных от 6;, и (1) =0 
приаа <х«68:, то для того чтобы сделать систему функций Пь (1”) 
полной на (а, 6), необходимо и достаточно прибавить к ней й функций, 
которые можно взять равными 24(т) (1=0,1,...,#—1), где 9(2)— 
любая данная непрерывная функция, удовлетворяющая условиям 4 (а:) = 
=9(6:) =0 и 4(1)=0 при а<х< 6. 

В самом деле, допустим, что наше утверждение верно для проме- 
эжутка (а, 6,;), т. е. что после добавления соответствующих } слагае- 
мых к правой части уравнения (2) мы получим уравнение 

Рь (У) =А (2), 
имеющее регулярное решение У (5) на (а, 6;). В виду того что между 
Ь; и 6;+1 нет особых точек, иррегулярных слева, всякому непрерывному 
продолжению А(х) от 6; до 6;.1 будет соответствовать регулярное про- 
должение решения У (5), которое в некоторых случаях должно стать 
иррегулярным в точке 6,;;:. В частности, можем утверждать, что этим 
свойством будет обладать уравнение 
Р» (У) =Р (2) 9 (1), 

если Р (5) многочлен степени ], выбранный так, что У!(х) регулярна 
на (а, 6;), так как в этом случае он имеет корень в каждом из ] про- 
межутков (4, 6:) (1=<)]), и потому сохраняет постоянный знак на 
(а;+1, 6+1). Но принимая во внимание, что, при соответствующем 
подборе постоянных с, и с,=0, и (5) =У (5) | с,2 (т), и, (1) =У, (т) 
+ с,2 (5), где 2 (1) — иррегулярное вблизи 6,;.1 решение уравнения (18), 
регулярны вблизи 6;;1, заключаем, что уравнение 


Р»(У)=А(2) — Р(+) 4 (2) 


имеет регулярное решение на (а, 6;+1). 
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В общем случае для определения числа № функций, которыми необ- 
ходимо и достаточно дополнить систему функций Л, (1”), чтобы сделать 
ее полной на (а, 6), следует поступить следующим образом. Выше мы 
определили правую характеристическую точку 6, точки а как точку, 
обладающую свойством, что оператор О, (У)— класса (5) на (а, 6:—е) 


при всяком е>0, и класса (5) на (а, 65,). По теореме У, этой точкой 
будет первая лежащая справа от а особая точка, иррегулярвая слева, 


> > 


которая обладает свойством, что (а, 6, —0) = (а, 6,). Назовем второй 
(правой) характеристической точкой точки а следующую 


иррегулярную слева точку 6,, для которой (а, 6, О (а ь., и т. д. 
В таком случае, рассуждая подобно предыдущему, получаем 

Следствие У. Число № функций, которое необходимо и доста- 
точно добавить к системе функций О, (1”) (п=0, 1,2,..., й—1), чтобы 
сделать ее полной на (а, 6), равно числу (правых, если а <ЪЬ) характе- 
ристических точек точки а на (а, 6). 
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Отсюда следует, в частности, что число правых характеристических 
точек а на (а, 6) равно числу левых характеристических точек 6 на (а, 6). 
Кроме того, очевидно, что № не больше наименьшего из чисел №) и > 
где #, —число иррегулярных слева точек, следующих за первой иррегу- 
лярной справа точкой на (а, 6), а й, —число иррегулярных справа точек 
на (а, 6), находящихся левей последней особой точки, иррегулярной слева. 

Рассмотрим, например, оператор 

р, (У) == (2—1)У"--2(25* + 34° —1) У’ 2х (21+ З)У, 
фа 
2—1’ 
точка а=<—1 имеет правой характеристической точкой 1, так как 


соответствующий фундаментальной системе решений - $ любая 


—_ —-> 
(а, 1) =1 при —1<5<0, (а, 2) =0 при х>0. Чтобы систему Ш, (2") 
сделать полной на любом отрезке, можно взять в качестве единствен- 
ной дополнительной функции 1'’—1. На основании теоремы У мы 
знаем, что при тех же значениях первых двух коэффициентов никакой 
оператор второго порядка не мог бы быть (5) на (—1, +1) (так как 
все три особые точки - 1 и 0 иррегулярны); но среди них есть и такие, 
для которых точка а<—1 имеет две (правые) характеристические 
точки: 0 и 1. Для таких операторов, к числу которых, по теореме 1, 
относится в частности 
р. (У) =: (2—1) У”’-2 (2 3—1) У’, 

для превращения 0}(1”) (п=0,1,...) в полную систему функций 
потребуется #=2 дополнительных функций, которые, согласно обоб- 
щенной теореме ПТ, можно взять равными д (1* —1) и 24° (2*—1). 

Отметим еще, что, каков бы ни был оператор Д» (У), у которого 


Фо (1) = 2 
любым конечным числом № функций, нельзя ее сделать полной ни 
в каком промежутке (а, 6), где а<0<6. Между тем, как мы видели, 
в случае т > 1, система функций ДО, (5”) была бы полной [на всяком 
промежутке (а, 6), где ф, (1) сохраняет постоянный знак]. 


т |", где О<т<\1, дополняя систему функций Д, (1”) 
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8. ВЕЕВМУТЕ!М. $ОВ Г’АРРКОХМАТТОМ О›ОМЕ РОМСТТОМ СОМТТМОЕ РАК 
ОХ ОРЁВАТЕОВ 1ЛМЁАТВЕ ОТЕЕЁВЕМТТЕГ 0›0М РОГУМОМЕ 
ВЕЗОМЕ 

Та ргёзепф шёшойте сопепф 1е аву@оррешепь сотр1еф 4ез гёзи Маз 
п93аа6з дапз 1а «Ргепиёге пойе зиг 1ез орбгафеитв Ипбаез А 6геп- 
Ые]з» (Сотр4ез Вепаиз 4е 1’Асадёпие 4ез Зс1епсез 4е 1’ 85$, %. ХХХ). 
[1 сопыепф, еп олите, дое]ааез гёзи аз зарр\6тепфатез, епёге 1ездле]$ 
е з1спа]ега1 ]е {В богёше У: 

5$ Рорёгайеит а’отаге Ё 


7: 
Рь (У (2)) = У $: (2) У" ° (2) (1) 


1=0 
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(0% $, (2) её $, (1) пе зотё ата п ятиПапётеп!) езё (5) зиг (а, 6’), 
0й В’ езё ип роатЁё от@тайте (с’езё а @те ф, (5) =0) её 6 6’ езё 1 ройи 
этвицег ойят, роиг дие Горёгалеиг Рь (У (2)) з0й (5) зиг (а, 6), И ея 
пёсеззаге её зиНзапё дие 6 501 иттёвийег & вашсйе её дие гоиёез [ез з0и- 
оп; (1) ае Гедиайоп 

Р» (2 (2)) =0 


тёвиётез зиг (а, 5’) зоепё евщетепё тёзийЙетез зит (5’, Ь). 
Те гарре!ега1 фае, раг 46ЙпИлоп, ип орёгафеиг ДБь(У) ез% (5) ваг 
(а, 6), 1 ГепзетЫе 4е Гопсйотз ДР» (2") (п=0, 4, 2, ...) езё сотр]еь 


зиг (а, 6); дапз 1е саз согпёгате, ’орёгафеиг Дь(У) ез% (5). Ат, ропг 
ип орёгабепг 4оппё 4е ]1а с1аззе (5) 1а Чаезмоп зе розе 4е зауо1г, ие] 
езё 1е пошЬге 4е {опс\1о0з сотр!6тепфаагез да’ !аи$ а]ощщег ай зуз%6- 
ше Д, (17) роиг 1е гепаге сотр. 

Ге согоПазлге У 4оппе ]а геропзе сбпёга]е & сеще диез оп. ш@1аиопз 
зеетеп 1а ргороз1\Моп рагыасаПеге зитуашце. 

51 1е зертепи (а, 5) сопметф # ицегуаПез (а,, 6,), ..., (ав, 6»), %е18 
Че ДР, (У) ез% (5) Зиг (а, 6;) её ф, (1) =0, рог а<х<Ы алечдие 
80% #=1,...,Й, 81 1е взеотепф (а, 6) пе сопмепф раз 4е ро1пёз з1теч- 
Пегз тгёраПегз & саасБе @16гепуз 4е 6;, П езф пбсеззалге еб за зат 
роиг гепаге 1е зузбёше 4е !опемопз Дь(х”) сошр!её заг (а, 6) 4е 1 
а]опцег й 1опсМопз А, (5), А, (5),..., Ак_1(2) але Шоп реа ргепаге 
ёса]1ез & 4; (1) = 214 (2), ой 49(х) езё ипе {опсМоп сопише 4оппёе дие]- 
сопдае заМз{а1зап& аих сопаоптз: 4(а:) = 9(6:) =0, 9(2)=0 рошг 
исто, 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОЕТЕТ!М ОЕ ГАСАРЕМ!Е РЕЗ ЗСТЕМСЕЗ$ БЕ 1/0 855 


Ферия математическая 5 (1941), 43—56 Зеще таШётаНаче 


Н. с. КошШЛляЯков 


ПРИМЕНЕНИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ МЕШМАМ?а К ВЫВОДУ 
НЕКОТОРЫХ СУММАТОРНЫХ ФОРМУЛ 


В работе дано применение преобразования МеШшт’а к выводу сум- 
маторной формулы Плана—Абеля—Коши и классического разложения 
в ряд Фурье. Кроме того, на примере сумматорной формулы Вороного 
показано, что излагаемый метод может быть распространен и на дру- 
гие разложения, связанные с рядами Дирихле. 
В заметке, помещенной в Докладах Академии Наук в 1934 г. (*), 
‘я применил преобразование Ме! п’а к выводу одной сумматорной фор- 
мулы, из которой как частные случаи получаются многие результаты 
Харди. Несколько позже Феррар (*) применил тот же метод к доказа- 
тельству формулы Пуассона. В настоящей работе я показываю, как 
можно вывести с помощью преобразования Ме!п’а сумматорную фор- 
мулу Плана—Абеля—Коши и классическое разложение функции } (5) 
в ряд Фурье. Этот метод может быть распространен и на другие раз- 
ложения, связанные с рядами Дирихле, что мною здесь и показывается 
на примере сумматорной формулы Вороного. Заметим, что вывод по- 
‚следней формулы имеет сходство со способом, примененным Диксоном 
и Ферраром в работе 1930 г. (3), но здесь имеет место та разница, что 
я применяю преобразование МеПшт’а, в то время как Диксон и Фер- 
рар пользуются теорией интеграла Стильтьеса. 


1 


Предположим, что нам дана функция Ё(5) комплексной переменной 
$=ч- И, голоморфная в области 
—а<*<8+44 (а>0, 8>0) (1) 
за исключением точки $=0, где она имеет полюс первого порядка, п 
пусть для всех достаточно больших значений |{| имеет место равно- 
мерная относительно <, изменяющегося в пределах (1), оценка 


Е 
Е (5) =0(е *"|#|-*), > 1. (2) 
Рассмотрим функцию , 
т-+1<0 
д =зы | И, => 0, (3) 
где * удовлетворяет неравенствам 


О< += В+ 1, (4) 
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и проинтегрируем функцию —_ по обводу четырехугольника с вер- 
шинами 

АРТ, ВР Е > 
тогда, принимая во внимание оценку (2), мы без труда убедимся, что 
интегралы, взятые по отрезкам СВ и ДА, в пределе при Пш Т = © 
обратятся в нуль, в результате чего получится соотношение 


= Ван 4, (6) 


где через А, обозначен вычет функции Ё ($) относительно полюса $ = 0. 
Так как «> 0, то 


—а- 45 со 
| у | <= 1Р(—фа+ |4. (7) 


Интеграл, стоящий здесь справа, сходится в силу оценки (2), поэтому 
мы вправе написать, что 


1 (2) = В.О (2), (8) 
откуда ясно, что 
В, = (0). (9) 
Применяя аналогичные рассуждения к формуле 
В+ 1-1°° 
1 Е 
аа (4 (10) 
В-+1—1<° 
МЫ убедимся, что при достаточно больших значениях имеет место оценка 
Л 
| 18) =0 (вт). (14) 
Из формулы (9) вытекает, что 
со й В+ 1-1<5 
У/==. \ Е ($) С (з) 45, (12) 
У=1 В-+1-— 1 


причем перемена порядков суммирования и интегрирования произве- 
дена здесь на законном основании в виду сходимости ряда 


со 
У 

Вт 
У=1 


и интеграла 
+ оо 
\1е@+4+2) 46. 
Интегрируя функцию Р (5$)С(5) по обводу четырехугольника (5) и заме- 
чая, что в силу оценки (2) интегралы 


\ Е($)6 ($) 45, \ Е (5) 5 ($) аз 
СВ РА 
в пределе при Пт Т = со обращаются в нуль, мы убедимся, что 
—а- 10 


УФЕ +В, \ Е(5) 6 ($) 45, (13 


—а—1с 
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‘где через А, и А, обозначены вычеты функции Ё (5)6(5) относительно 
полюсов $5=0 и $=1. Из равенства ((0) = _> и формулы (9) выте- 
‘кает, что 

в, =—+ 100). 


Для нахождения вычета А, заметим, что функцией Ё(5) выполняются 
все условия, при которых можно произвести известное преобразование 
Ме!Шшт’а, вследствие чего мы вправе написать равенство 


Е (5$) = | (г) зе ав, 0<*=<в+1, (14) 
откуда вытекает, что ь 
В, = Вт \ (2) 2е-1ат = ) 1 (2) ах. (15) 


0 
Возвратимся теперь к формуле (3) и будем считать х комплексным: 
; п п 
х=| 28, зб 


5% (16) 
Функция }(5) будет регулярной в области (16), так как в этом случае 
оценка (7) заменяется оценкой 


2455 Чит 
|| ак} (ай, 


а из формулы (2) видно, что интеграл, стоящий здесь справа, будет 
сходящимся. Поэтому мы вправе написать равенство 
; ; В+1- 10° ы 
(#2) —1 (1—1) 1 .  т$ 43 =; 
и таанльк в — ЕР ($) ту „ 20. (17) 
В+1—1< 
Так как в этом равенстве подинтегральная функция голоморфна во 
всей полосе (1), не исключая и точки $=0, и так как в силу фор- 


мулы (2) имеет место оценка 


ь 1 
Е ($) шт’ = 0 (55) у РЯ (18) 
то интегрируя по обводу четырехугольника (5), мы придем к формуле 
—а-1со 
1462) —/(—®) _ _ 1 п 
> > \ Е (5) эт. (19) 
`Умножим обе части этого равенства на ЗеаАнеа и проинтегрируем по х 
е?тх 


в пределах от х=0 до х= - со; тогда получим 


со —а-1° 


2 Е ее иж \ Рот и 9344. (20) 


21 етх __ 1 9 тт о) е?тх 
0 0 —а-—1> 


Докажем, что в правой части могут быть переставлены порядки 
интегрирования. С этой целью положим 


Ева) = { Рай) эт 2 (аи) 9+ 


‚Е Е(а—й) т (а—#1) д-а+и} 
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я 
и докажем, что 


(21) 


со со со 

р Е —а х, &, —а 

Е Ч А 
ее" —1 

10 хо 0 

где через &, и х, обозначены произвольные положительные числа. Дей- 

ствительно, из оценки (18) следует, что 


со 


| \ 8 


| е?тх ЕТ 


<: (1), (22) 


А 


К 
ая (К — постоянное Число, не зависящее от А), а ФИ =. 
р 


Величина =) стремится к нулю равномерно относительно #&, когда А 
увеличивается до бесконечности, а функция ф({Г) ограничена, положи- 
тельна и интегрируема в интервале (&,, - со). 

С другой стороны, 


со 
8 (2, 6, — 9) 
В 
1-—^ 
не (Х >> 1) стремится к нулю равномерно относительно х при 
возрастании В до бесконечности, функция же 


где ез = 


О 


положительна, ограничена и интегрируема в интервале (х,, + оо). 

Из неравенств (22) и (23) вытекает, что перемена порядков инте- 
грирования в формуле (20) может быть произведена на законном осно- 
вании. Пройзведя эту замену и замечая, что при В (5$) = —«< 0 спра- 
ведлива формула 


2" \ г 42=0(3), (24 
0 
найдем, что 
= —а-1со 
2) —/(— 4 1 
—2 И и \ Е ($) ($) аз. (25) 
0 —а—1с00 


Подставляя это соотношение в равенство (43), найдем известную сум- 
маторную формулу Плана—Абеля— Коши 


хлор 


Изложенный здесь способ без труда распространяется и на другие 
ряды, связанные с арифметическими функциями. Так, например, опе- 
рируя с функцией 


— 


2=У“”, свы>ь 


П=1 
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где через 4 (п) обозначено число делителей п, можно притти к сум- 
маторной формуле 


УЛ 1 (2) ов=+ 20) 4—2 Л ран, (И) 


где 


(2) =2 У а(п) (К, (4=з пл) Е К(4те У п2)} = 


П=1 


Л 2 = п 
= 6—5 1052—2.+= У и? ? —5 За < о, (26) 


е=е* ,; з=е %, К, (2) — макдональдова функция. 


2 


Рассмотренное здесь преобразование Ме!Шп’а может быть применено 
и к вопросу о разложении функции /[(5) в рнд Фурье. 

Предположим, что }(5) обозначает функцию, имеющую конечную и 
непрерывную производную Г’ (5) в интервале (0, 1). 


Положим 
2 
у 11 2х (< — 
а Йа (0х, <1), (27) 
0 
и составим функцию 
Р($)= \ р, (2) 2-1 4х, 5=ой; (28) 
0 
тогда, принимая во внимание известное равенство 
=. шт 1-8 
га = (2): (>0;0<°<2), (29) 
о Г (2 — $) п > 


найдем, что 
2 с0з 5: Г (5) 


\ по НЕ (0<.<2). (30) 
р 


2 = ое ы О ОА 


Для оценки функции ЁЕ(5) при $=с--И и достаточно большом |{|, 
заметим, что из условия конечности производной }’ (т) в интервале 
(0, 4) вытекают неравенства 


р 
| (<) 4. вЫ 
аи. (31) 
. р 
г (4 вы 
ТЕ а 


где А обозначает конечную постоянную величину. Отсюда вытекает. 
формула 

9— 

Р(5)=0 (1), (а 
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причем эта оценка равномерна относительно с, изменяющегося в интер- 
вале с, <<< д,. 

Так как интеграл (28) сходится абсолютно при О«<с<1, то мы 
можем обратить его по формуле Ме!Шт’а, в результате чего получим 
равенство 


Е-1со 
р Е 

= зы } 94, #>0, (34) 
Е—1ю 


где Ё обозначает какое-нибудь число, лежащее внутри интервала (0, 1). 


Е ($) 


Проинтегрируем теперь функцию —., по обводу четырехугольника 


А(3-#-Т), в(з—е+Т), СЕНТ), РЕ, 


где Оз <=. Из оценки (33) вытекает, что 


1 фаз -0, а а =0, 


Т-+ < Т -+ © 2 
АБ 
откуда следует, что 
3 : 
ао 
1 Е (5) - 
}: (2) = э= \ =. 45, &%0. (35) 
бью 


С помощью этой формулы мы можем написать, что 


3 я 
< зав 
Ул \ 2495) 4, (36) 
У=1 $ = 


2 


причем перемена порядков суммирования и интегрирования здесь про- 
изведена на законном основании. Действительно, ряд 


со 
У 1 
п 
1 
г 3 
сходится абсолютно при т а из оценки (33) видно, что 
при большом || преобладающий член в функции ЁЕ(5) на прямой 
3 —!- 
© абсциссой ев будет порядка || е откуда ясно, что интеграа 
$ . 
ат 
\ Е($) 45 (37) 
з . 
2—1 


будет сходиться абсолютно. 
Воспользуемся теперь функциональным уравнением 


2 с03 р Г (5) 6 (5) 


С Зоо (38) 
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и перепишем формулу (36) так: 


Е 
Хло- 5: \ Я $ (5) 45, (39) 
рый И) 
где 
6 1 
Е (<) 4 Г (<) 4 
ое. (49) 
о р 


Рассмотрим прямоугольник с вершинами 
3 . 3 я З . 
А (ч—е—2т), в(5—®+ т), А. ЕАМ 


где Е есть некоторое положительное число. Если положить 


(= = 9 (5), (41) 
то по теореме Коши 
3 
: ет „ант уе 5 т 
рей \ о (5) 4=А, + В, - 5 \ (5) 45+ 5 \ в (5) 48-5 \ о (5) 45; (42) 
=—в—Т с, ты 5—=—1Г 
2 2 


где через А, и В; обозначены вычеты функции о (5) относительно полю- 
сов $5=0 и $ =1. 


На стороне ОС, где 5= —А-И, в силу неравенств (34) и (32), 
оказывается 
Я 
ый С + (4—2): Е: =тр, (43) 
РИ 
где В — постоянное число, не зависящее от А. Отсюда ясно, что 
—в+т 
Пт ф ($) 45 =0. (44) 
о) 
ея 
На отрезке СВ вещественная часть переменной $ изменяется в пределах 
1 
=, (45) 


1 
и так как по условию з Е. то мы вправе написать, что 


1 1 
64—9=0 (в-С=‘)) =О (11+), (46) 
откуда ясно, что на прямой СВ удовлетворяется неравенство 
а: + (1 ый ие 
19 < С банк, (47) 


где постоянная величина С не зависит ни от в, ни от &. 
Из найденного неравенства вытекает, что 
3 Е 3 
ЕЕ #1 2 ° 


\ о (5) < = о [е-° + (1 —р)}#-°] ао. (48) 


—с<-++Т 


4 Известия АН, Серия математическая, № 1 
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Так как по условию О«%р< 1, то интеграл, стоящий здесь справа, 
сходится и следовательно 


5-е+ И 
и \ 6 ($) 4$ =0. (49) 
Т-> < оч 
Совершенно аналогичным образом докажем, что 
—с0—Т 
Па ) (5) 48 =0, (50) 
щения 


2 
в результате чего формула (42) переходит в следующую: 


со 


х ()=Е,-,; (54) 
а так как 
В, = —р/ (0) — (1—2) /(®) + ле 
Е, = 1 (0) 5-14) —/ (9), 
то 


Уло = (+) 0+ (›-5)/9-о+ Нло (52) 


С Ро стороны, из формулы (27) интегрированием по частям 
убедимся, что 


со 


Уно = Х О ум 1 29 ( я 


Е ) 1 (<) соз 2ук (1 — р) 4* 


принимая же во внимание, что 


со 


Ут 0<2<1, (53) 


1 


Ул = (+) 9+ (›=+)9- 


д \ 1 (<) соз дул (< — р) 4х. (54) 


найдем, что 


Сравнивая между и формулы _ и (54), получим формулу Фурье 


#(2) = 1 (<) 4-2 ь \ 1 (<) сов 2ук (*— 2) ах, (1) 


где О<=х=— 14. 
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3 


Применим преобразование Ме!т’а к выводу сумматорной формулы 
Вороного. Для этой цели составим функцию 


в 
ГО д 

пу Су Кое] а | 
(«>0, 80), 


где У, (5) и К, (1) — цилиндрические функции. 
С помощью этой функции, на основании равенства 
со 
—2 к 
{у : (4 тт )+- те (4 / =) — я 3—2 Цх = 
9 


Г ($) Г ($ — 2) с0з? 


2 А 
= —иноиаы ^ (0<А(5)< 1), (56) 
составим функцию 
о 41? (5) с05* 8, . 
Е = (в) т В %. (57) 


0 


Если предположить функцию /” (*) ограниченной в интервале («,В) и 
затем положить $5=с--Йй, то при больших значениях |{| будем иметь 
следующую оценку: 

Е (5$) =0 (|: 2°—*), (58) 


причем эта оценка равномерна относительно с, изменяющегося в пре- 
делах с, <= с.. 

Принимая во внимание асимптотические выражения цилиндрических 
функций, мы убедимся, что интеграл 


[ле 2’ ‘а (=е-+ и) 
3 
будет абсолютно сходящимся в полосе 0 «63 - ; поэтому преобразо- 


зание Ме!т’а дает формулу 


Ето 275 2 
4 с05 р Г? ($) Ф ($) Я 


1 3 
Л (2) = 5 | (2=)8 (5 —1) ($ — 2) д* п: , (59) 


где 


Ф(5)= В (60) 


Если принять во внимание оценку (58) и проинтегрировать подин- 
тегральное выражение в формуле (59) по обводу четырехугольника с 
вершинами 

А(3--т), в(э-е+т), Обе: Вт), 
&* 
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з с 
ге 0<%:«<-, то в пределе при Ип Т = получим соотношение 


3 : 
, Ее 4 сз? 7 Г (5) $ (5) 4 
а \ (= 8—1) ($ — 2) 2 И 


Отсюда, используя функциональное уравнение для функции (5$), най- 
дем, что 


- = 1с0 
р: 


а (1 $)х 
Уч®лт®= и ( О 45. (62) 
П=1 


и 


> 


Здесь перемена порядков интегрирования и суммирования произведена 
на законном основании, так как интеграл 


3 р 

оз 1 Га (#) Ф ($) 

з (25) (5—1) ($ =2) 08 
ЕС 


сходится абсолютно, как это вытекает из того обстоятельства, что наи- 
больший член в подинтегральном выражении при большом || будет 
порядка |{|-!*®. 

Рассмотрим теперь четырехугольник с вершинами 


А(5-+—#Т), в (ет), с (+++), 
р(-у+:-т). 


Интегрированием по этому четырехугольнику найдем, что 
3 : 1 - 
я СР о КеРИИ 


| о (5) 48 > \ ф (5) 4$, (63) 
Учет -У-т 
где через А, и В, обозначены вычеты функции 


и $) $ (5) 
И - 2) 


($) = 


относительно полюсов $5=0и $=1. 
Так как на отрезках СВ и РА имеет место при больших || асим- 
птотическая оценка 


°($)=0(1# |1) (очка), (64) 
то ясно, что 
о | в ($) 43=0, Шт \ в ($) 48 —=0, 65) 
Т-»со ев Т-со ВА 
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и следовательно 


3 Е 
к > 9052 
чаты у Зы" о @ 
п=1 П=1 3 


Перемена порядков интегрирования и суммирования здесь произве- 
дена на законном основании в виду абсолютной сходимости соответет- 
вующей суммы и интеграла. 

Интегральный член в формуле (66) может быть переписан так: 


6) 


— = 10 
т Зав ны $ (ии 6 


А. 100 
2 


причем произведенная здесь перестановка порядков интегрирования за- 
конна, так как интеграл 


[2 р $ 


—=- 10 


Я в 


Е со 
2 


сходится равномерно относительно т, изменяющегося в интервале («, В). 
Принимая теперь во внимание известное соотношение 


} Го при О<*=<п 


а 1 при > п, 


найдем, что 


п<= п<: п<В 
р п)/ (<) „+ У) 1) (69) 


С другой стороны, 
Во В, = { [ = 1юв=+ (4-0) "11| р сут" 


а 


в 
+{[‹ 106 *-- (2С —1) “++ о ) [2С 105 *] } (<) 4*, (70) 


и следовательно формула (66) может быть переписана так: 


У) а ›-{[Уе® (ч—п)— 5 = ка ©} — 
— {[УХа-еюв-@с- 4-1] 1) (<) а п) (п) — 


в 
— \ [2-Е 108 <] 1 (9) 4. (71) 
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Возвращаясь к формуле (55) и применяя формулу интегрирования 
по частям, найдем, что 


Ул [ кутак, изу 1} 


т=а 


тЫ , го [" +2 уе (ГИУ, УИ + 


со в ры Ра 
+ 2жУ а (п) \ 1 (<) { — У, (4=У/ пя) -+ 2 К, (4= У пт) } ак. (72) 


Если мы теперь сравним между собою разложения (71) и (72) и 
затем примем во внимание известные результаты Вороного 


Уа(п) (п) => 108 “-(+-сС) х*-- = + 


2% 9 у, (4+2 К, (ку), (73) 


Ха) +108 2-1 


уха {У, («И - 2 К, (4= Ия} (74) 


—1 


то придем к сумматорной формуле Вороного 


п В в 
4 (п) (®) = 4 ®) 18) —5 4 (2) (@) + | [2С-+-10я 2] / (2) ав + 


п>о а 


| => 


В 
Ч 2 У а ") | 1 (2) — У(4= У па) +2 К, (4=/ па) аз. (1) 


Математический институт Поступило 
Ленинградского гос. университета 28. Х. 1940 
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АРРЫСАТОМ ОЕ МЕШМЛМ’$ ТВАМЗЕОВМАТ!ОМ 


М. КОЗСНТЛАКОУ. АРРЕСАТТОМ ОГ МЕТ! 1№?$ ТВАМЗЕОВМАТТОМ ТО 
ТНЕ ЕР ОСТтоМ ОЕ $ОМЕ ЗОММАТТОМ ЕОВМОГАЕ 
БОММАВУ 


Тве оБ]есё о! 115 рарег 13 10 рлуе а пе\ ргоо{ о! \\е с1азз1са] зиш- 
шаймоп Гогту]ае: 


Ул о а о, Ц) 
№ 0 0 
Ге) = | 1(®ат-2 У ( 1 (<) сов 2 (т) 4% (И) 
0 у=1 0 
вы Л И К 
Уа®)/ п) =5а(8) 18) —5 4) а) - | [27 + 108 2] 1 (2) ах + 
со В 
+ У а (п) 1(2) { — У, (4 / па) +2 К, (ку па) 42, (И) 
уВеге 4 (п) 4епоцез {Ве пашфег о{ 41у130гз оЁ п. 
Ву изше фе же!-Кпо\п Гоги ае 
со со т 10 
(в) У, 11) 6 \ (вая ат = В (3), = | 8 


п 
\веге ЁР($)=0 (ет! [#|-^), ^>1, $з=«-+ и, ме Впа Ша 


—о- 100 


Улов В,+5: \ 245) (8) 4, 


—@—10 


уВеге А, + А, гергезепфз {Ве зат оЁ &Ве гез1@иез аё {Фе ройез 5=0 апа 
$5=1. № 13 по АИВса 40 ргоуе {тот \Ъе {ога 


—а-1со 
1 (12) —1(— 12) 1 т 
2 -. ия о: у Е ($) т 5, 
{ав ый 
Ра) — 1(- 12) а 4 
к | 9% ет 1 9 ь Е ($)6 ($) 45 
о —@—125 


ап@ зо (Г) 13 ргоуе4, з1псе А, = —5/ (0), В, — | 1 (2) а=. 
о 


Азаш, Бу изше Ве Гоги ае 
1 
ет (0 < <1, (1) 


0 


ок, 2 = а) "4, 


[4 
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же па 
т$ 
2 с0з — Г (5) ги СР 
о Е (<) 4 Й (<) 4 
=.) О Е. 
. о 
Р(5)=0(|#[ $) (=е+и) 
ап 50 
3 + 
к 5-е 
| м 1 
о \ * Ф (5) 4$ (0<:<+). 
У=1 { 
282‘ 


Ву Саосву’з Гогио]а ме БВауе 


Уло=Е 


\Пеге 
В. = —2/ (0) + (1—9) (9+ (149) ак, в, = 5 0+1) 


о Бу рагз ш Ще Пгз ицесга1 — (1) с1уез 


х = (3—2)/0+(#—=3)14 -2У вовне < 
у=1 0 
зи зо ме оМаш Еомтег’з гези (П). Еиаг\ег, {гот 4Ъе {огши]а 


в 
р (2) = =)" (9 -<5, (= У 29+ К, (= 29 | - а} 4 


(#>0, В> 9) 
1: ГоПо\з ав 
ты о Г (5) 
О ($=е- и), 


Е ($) 2 (®) < ах 


в 
ФР, "< КР®=0( 4. 


| 
=—8 


2: 
[23 


Ву Ме!1’5 {огти]а же Вауе 


ко 


Ха). ®)- в,н.+ Уд ›= Нин 4, 


дл, [еее ор 


р В 
+{ [ повт-+-=++]/®} о \ ув / 4 
Ву изше Фе {ога " 


т ры 0 0<р=4 
м Ч, р=1 


хе оаш Уогопо1’$ фогиа]а (Ш). 


(2) 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОТТЕТ!М ОЕ ГАСАРЕМ!Е РЕЗ 5СЛЕМСЕ$ РЕ [055 


Серия математическая 5 (1941), 57—14 Земе та{пёта{аие 
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(Представлено академиком С. Л. Соболевым) 


В работе излагается новый способ численного интегрирования диф- 
ференциальных уравнений в частных производных разностным методом. 


1. Общие замечания 


Рассмотрим уравнение эллиптического типа 
й Е ди 
оби быв СВР (1) 


где а, с, 4, е, Е и { — непрерывные функции от (х, у) в области А, огра- 
ниченной замкнутой кривой 1]. Поставим себе целью найти интеграл 
уравнения (1), принимающий на ‘] непрерывную последовательность 
заданных значений. 

Рассмотрим два семейства линий, одно из которых состоит из прямых, 
параллельных оси 1-ов, а другое из прямых, параллельных оси у-ов; 
расстояние между этими параллельными прямыми примем равным 1. 
Таким образом, мы покроем область А сеткой, составленной из квад- 
ратиков со стороной #. 

Назовем точки контура 71, общие с прямыми, образующими сетку, 
граничными точками сетки, а точки пересечения этих же прямых 
между собою и находящиеся строго внутри 1 —внутренними точками 
(узлами) сетки. Едва ли следует отмечать, что в числе граничных точек 
мы будем встречать и узлы сетки, попавшие на у. 

Ниже мы всюду предполагаем, что расстояние между граничной 
и ближайшей с ней внутренней точкой сетки <й. Этого можно достичь 
во всех случаях надлежащим подбором сетки. 

Рассмотрим внутренние точки сетки, ближайшие к граничным не- 
узловым точкам, и присоединим к ним те из граничных точек, которые 
одновременно являются узлами сетки. Соединением этих точек мы наме- 
тим замкнутую ломаную 1’, составленную исключительно из сторон 
и диагоналей квадратиков сетки так, что на части плоскости, заклю- 
ченной между | и 1’, не лежат узлы сетки. На фиг. 1 дан пример 
построения контура 1”. 

Ниже мы всюду будем называть точкой контура 7’ узел сетки, 
лежащий на 1’, если через этот узел не проходит 7. 
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Для удобства дальнейших рассуждений обозначим через ик значение 
функции и (х, у) в точке сетки с отметкой КЁ (фиг. 1), а значение функ- 
ции и (х, у) в какой-нибудь из точек сетки, окружающих точку с отмет- 
кой №, например в точке 2, через и.. 

Рассмотрим еще точку у контура 1’. Обозначим через и; величину 
функции в этой точке, а значение и в какой-нибудь из точек сетки, 
окружающих точку у, например в точке 3, через их. 

Пусть еще и, обозначает значение и (х, у) в граничной точке сетки, 
лежащей по соседству с точкой у. Так например, и, будет обозна- 
чать заданное граничное значение и 
в точке 2 на ‘], лежащей выше у. 

Все эти обозначения временные 


). 
ЯН и вводятся исключительно для того, 
Е чтобы показать, в каких точках 
— берутся значения искомой функции, 
К нужные для построения той или 


иной формулы. 

В дальнейшем в целях упроще- 
ния записи следует перенумеровать 
в произвольном порядке внутрен- 
ние и граничные точки сетки и за- 
менить индексы 1 соответственно 
новой нумерации. Внутренние точки 
сетки будем обозначать арабскими цифрами: 0, 1,...,М, а граничные 
точки римскими цифрами: Т, П, ... 

На практике обычно допускают, что значение и (5х, у) в любой точке 
сетки, лежащей на \’, приближенно равно значению и(х, у) в ближай- 
шей точке сетки контура {, а затем решают краевую задачу для области, 
ограниченной контуром 1’. Решение основано на замене данного диф- 
ференциального уравнения уравнением вида 


Фиг. 1 


1 ие 
=; У Вы —ф, — Нь, (2) 


в котором и; обозначает значение и (т, у) в одной из узловых точек из 
числа узлов, окружающих узел с отметкой Ё; В; — известные числа; 
В, — остаточный член, а бьи Т„ составляются из значений а, с, д, е, виё 
в точке К. 

Здесь и; тотчас же должно быть заменено на и;, если точка с номе- 


’ 


ром { лежит на у’. 

Таким образом, значение и(х, у) в точке А определяется равен- 
ством (2). В дальнейшем нам придется предположить такую группировку 
узлов & вокруг узла с отметкой К, которая позволит выписать урав- 
нения вида (2) для каждого узла*, лежащего внутри 1’, и обеспечит 
наибольший порядок В» относительно #. Так как значения и(х, у) на 1’ 


нам приближенно известны, то очевидно число написанных уравнений 


* За подробностями о формулах вида (2) отсылаем к книге (1). 
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будет в точности равно числу неизвестных значений и (т, у) в точках 
сетки, лежащих внутри \”. 

Если откинуть остаточные члены, то решение данной краевой задачи 
<ведется к решению системы линейных уравнений. Возникающая при 
этом погрешность & такова, что 

181 < СА С, (*>3), 
где числа Си С, зависят от области А и уравнения (1). 

Заметим здесь же, что первое слагаемое правой части неравенства 

тем меньше, чем меньше уклоняются от истинных значений установ- 


у 


ленные нами значения и(х, У) в точках контура \’. 

Величина второго слагаемого зависит от ошибки, которую мы совер- 
шаем, отбрасывая остаточный член А, формулы (2). 

Вполне естественно, что мы должны добиваться все лучших и лучших 
приближений тем, что будем уменьшать й. Однако с уменьшением # 
погрешность быстро уменьшается, точность растет, но вместе с тем 
растет и число уравнений и время, необходимое для вычисления зна- 
чений и (5, У). 

Для того чтобы вычисления были выполнимы, прежде всего надо 
как-нибудь ослабить влияние погрешности, связанное с переносом гра- 
ничных значений и (х, у) с ] на ’ на окончательное решение. Это осу- 
ществляется с помощью интерполяционной формулы, рассмот- 
ренной в одной из недавних работ Коллатца. 

В формуле Коллатца используются значения и(х, у) в трех точках 
сетки, расположенных на прямой, параллельной оси х-ов или оси у-ов, 
причем одна из них — какая-нибудь из точек контура 1, другая — точка 
контура \’, отстоящая от точки контура 1] на расстоянии [< й, третья — 
внутренняя точка сетки, отстоящая от точки контура \]’ на расстоянии й. 
Например для точки у (см. фиг. 1) по Коллатцу 

= и. (3) 
где / — расстояние между точками у и 2. 

Формула (3) позволяет исправить первоначально взятые значения 
и (х, у) в точках 1’. 

При решении уравнения (1) в квадратной сетке со стороной клеточки 
сетки, равной А с исправлением граничных значений по Коллатцу, 
получается погрешность порядка #й. 

Мы предлагаем практически удобный метод численного решения по- 
ставленной в начале этого параграфа задачи. Наш способ решения — 
разностный и заключается в том, что уравнение (1) в точках сетки, 
лежащих внутри 1’, заменяется уравнением вида (2), а для замены 


того же уравнения в точках ]’ мы выводим уравнение вида 


7 


же. в да дии Д 
пу =. Хаит Ъ, И (4) 
т 


в котором и» обозначает значение и(х, у) в одной из узловых точек из 
числа узлов, окружающих узел с отметкой У; @и— известные числа, 
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В, — остаточный член, аб, и Т, составляются из значений а, с, 4, е, в иё 


в точке у. Здесь ит тотчас же должно быть заменено на ии, если 
точка, отмеченная т-ым номером, будет граничной. 

Из уравнений (2) и (4) путем откидывания остаточных членов А» 
и А, могут быть получены конечно-разностные уравнения, которые 
должны пметь место для всяких Ки у. Это дает возможность выпи- 
сать р 4 линейных алгебраических уравнений со столькими же неиз- 
вестными значениями и(х, у) в р точках сетки, расположенных на 1’, 


7’ 


и в 04 точках сетки, лежащих внутри \’. 

Таким образом вопрос об отыскании значений искомой функции 
и (х, У) во внутренних точках сетки по известным значениям на границе 
мы приводим к решению системы р-4 линейных уравнений со столь- 
кими же неизвестными. Полученную систему удобно решить методом 
последовательных приближений. 

Ниже мы покажем, что погрешность окончательного результата 
нашего способа решения зависит исключительно от остаточных членов 
Вь и В, уравнений (2) и (4). Это позволяет путем повышения порядка 
малости остаточных членов чувствительно снизить погрешность окон- 
чательного результата. 

Наконец, наши формулы позволяют легко решить дифференциальные 
уравнения вида я з р 

Нд —=Ф(х, у, 2), 
и 0 иди 
дд? Г ду? ЕГ 
с соответствующими граничными и начальными условиями. 


2. Метод последовательных приближений 


Ниже мы предполагаем всюду соотношения (2) и (4) такими, что 
в каждое из них обязательно входят, кроме значения и(х, у) в точке 
сетки с номером у или Ё, значения ‘этой же функции в четырех бли- 
жайших к ним точках. 

Конечно, в интересующие нас формулы могут входить значения и (х, у) 
и в других точках, но для дальнейших рассуждений безразлично, 
будут эти значения фигурировать или нет; мы будем лишь требовать, 
чтобы нужное нам соотношение содержало значения и(х, у) в точке 
с отметкой у или К и в четырех точках сетки, ближайших к этим точкам 
и расположенных вправо, вверх, влево и вниз от этой точки. 

Откинем теперь в (2) и (4) остаточные члены и выпишем соотношения, 
которые должны быть соблюдены в точках сетки. Берем некоторую на- 
чальную систему значений и‘ и исправляем эти значения в точках сетки, 
лежащих на 1’. Для этого в правой части формулы (4), взятой без 


остаточного члена, вместо и» подставляем исходные значения и. В резуль- 


(1 
тате подстановки получим первое приближенное значение и в точкеу: и, } > 


Индекс (1) над и, означает первое приближенное значение неизвестной 
величины и. 
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Исправив значения и во всех точках сетки, расположенных на 1’, 
переходим к исправлению значений и в точках сетки, лежащих внутри \'. 
При этом условимся соблюдать такой порядок: сначала вычисляем зна- 
чения и в точках сетки, ближайших к точкам контура |’, пользуясь 


уже вычисленными первыми приближениями и”, начальной системой 
значений и) и формулой (2); затем вычисляем значения и в точках, 
следующих по своей близости к этим точкам, и т. д., пока 
не будут исчерпаны все точки области А. 


1 
Пусть и) обозначает первое приближение в точке сетки с номером А. 


*(1 1 
Используя ранее найденные значения и.) и и 


(2) и (4) вычисляем вторые приближения и.® и и,®) ит. д. в точ- 


ности так же, как мы вычисляли первые приближения. 
6 ($) 
У Е 


‚ посредством формул 


Обозначим через и & соответственно ошибки 5-го приближения 
для неизвестных и; и и,, а максимальную абсолютную погрешность 
исходных значений через =. 

Пусть формулы (2) и (4) таковы, что значения ят, В, бк и 6, поло- 
жительны и, кроме того, 


\ © 
Увы и Уж=ь 
р 


т 
во всех соответствующих точках сетки. 

При этих допущениях легко показать, что для 5-го приближения 
максимальное абсолютное значение погрешности в произвольной точке 
сетки, взятой из ряда точек м-ой близости, не больше величины 

(1 = ин =, 


где &— некоторое число, лежащее между нулем и единицей. 
Следовательно, при $ —> со будет стремиться к нулю верхний предел 

погрешности и поэтому &® —> 0 и Е —>0. Этим самым следует считать 

доказанной сходимость последовательных приближений при любой исход- 


ной погрешности. 
Едва ли следует отмечать, что полученное нэми решение единственное. 


3. Оценка погрешности 


Перейдем к исследованию погрешности в точках сетки и проведем 
все рассуждения для того случая, когда значения и находятся путем 
решения системы 


м Т, 
2, => №40" — 5 ) ] 


У У й 


Л Т» { 
бь=; ХВ: — 5 | ] 


Здесь 0! и И» соответственно обозначают приближенное значе- 
ние и, и и», все 6,, 6», ат, В: положительны и У В: бк и Ут = 6,. 
г т 


(5) 


Рассмотрим точки сетки, лежащие на 1’. На одно мгновение пред- 
положим, что значения и’, в рассматриваемых точках известны и что эти 
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значения взяты из ряда значений и (х, у), удовлетворяющих системе (5). 
Решим уравнение (1) для области, ограниченной контуром 1’, при гра- 
ничных значениях, равных значениям и, в точках 1’. Если решение: 
выполнить с помощью уравнений вида (2), то в результате получатся 
те же значения и (х, у), которые определяются путем решения системы (5). 

С помощью рассуждений, аналогичных рассуждениям С. А. Гершго- 
рина (*), легко показать, что 


11 = Сй*-* (в>2), 


где & обозначает погрешность, которая получается при вычислении И» при 
помощи уравнений (2); 1 — точная верхняя граница абсолютных значений 
разности между значениями И, из ряда значений и (х, у), удовлетво- 
ряющих системе (5), и истинными значениями и в соответствующих 
точках контура 1’; и — порядок малости остаточного члена Вь, и нако- 
нец С — некоторая константа, которая зависит от уравнения (1) и вида 
области А. 
Вычитая верхнее уравнение системы (5) из (4), получим 


* 1 
В о бтёт — В, ) 
т 


где & и Ё„ — погрешности в точках с отметками у и т. 

В силу принятого нами допущения относительно структуры соотно- 
шения (4), в правой части только что полученного равенства будет вхо- 
дить по крайней мере одна погрешность в граничной 
точке. В виду того что на ‘] известны точные значения и (т, У), 
эта погрешность будет равна нулю, и поэтому получаем 

* © — 
151 < (1—5) (- С -*) + | В,[, 
[3 
где 5 — наименьшее из значений коэффициентов г з 
У 

В силу того что через 9 мы обозначили точную верхнюю границу 
абсолютных значений & на \’, найдется по крайней мере одна точка, 
в которой 1=|&|, и следовательно 

п< (1—8) (я С#*-*) + | В, ых. 
Отсюда находим 
—2 
нь бк ды [пах 
5 ) 


и следовательно 
ОА 
п 

Вместо формулы (4) можно пользоваться и несколько видоизменен- 
ными формулами, которые в некоторых случаях оказываются более вы- 
годными. Так например, если для решения уравнения Пуассона исполь- 
зовать формулу (12) и одну из наших формул, выведенных в работе (*), 
то погрешность, которая получится при вычислении значений функции 
и (х, у) в узлах сетки, будет четвертого порядка малости относительно й. 

Ниже мы начнем с вывода некоторых новых конечно-разностных 
формул, связывающих значение ц(х, у) в точке с отметкой у со значе- 
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м 


ниями и(х, у) в ближайших к этой точке точках сетки. Оценки оста- 


точных членов выводимых формул имеют форму 


С (ре) 


Здесь С, — константа, зависящая от частных производных некоторого 
порядка от и и от области А. 


4. Новые формулы 


Для того чтобы выводимые нами формулы вида (4) имели практи- 
ческую ценность, мы условимся подбирать линейную комбинацию зна- 
чений и в точках сетки, окружающих например точку у (фиг. 1) так, 
чтобы обеспечить наибольший порядок малости В, относительно #. 

Пусть функция и(х, у) непрерывна в А вместе со своими частными 
производными вплоть до того порядка, который используется ниже при 
выводе нужных нам формул. Пусть эти производные остаются непрерыв- 
ными также при приближении точки (х, у) к 1 изнутри. 

Возьмем точку сетки, отмеченную номером у, и четыре соседних 


точки 1, 2, 3, 4. Пусть точка 2 отстоит от точки у на расстоянии [. 
2+9 


Условимся значение частной производной `д=Рдут В ТОЧКе с номером у 


дР+9и 
У 

обозначать через ———. 

дхР 04 


С помощью формулы Тейлора получим 
= о о В о. 
у РЗ ЗФ ду, 
ди" № 0" 13 ди, . 
ЗУ 9 5 ди, 
ее 9°и 
где, например, 9 обозначает значение Я в некоторой точке вер- 
тикали, проходящей через у, заключающейся между точками 2 и у. 
Используя полученные Я мы приходим к равенству 


Иа=и—Й 


з> 


Ро * 122 93, а 
и, — Ри, = (#* — 1 229 ВИЕРИХ нь |275 ЛЕЙ ду? | 


ди, о > 93 
ду ду 
так что мы можем положить 


у, 4 


Но здесь коэффициенты имеют один и тот же знак, 


0 5% 2 и, 4 » 0°и. 4 
ПН = НИ 94" , 
или 
+ 2 2 . ди’ и 
12и,—Р «=(— ) и, (#1 се (2 
9%. 1 ди 
где — обозначает значение 5.5 в точке, заключающейся между точ- 
У 


ками 2 и 4. Отсюда получаем 
ди" Ви, — (№ — Р) Ш — Р.М ди, 1 (6) 
ду — (и) 6 ду 
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Продолжая разложение Тейлора до членов четвертого порядка, мы 
можем вывести равенство 
= .. М(Ь-И 9% Ш дз" 
Виа а = (НО) зи +8 (#—№) д ии 


Но здесь мы можем положить 
ие 


— 


в Е ке 4 
ны = ( 2 9 2 


так что 
ва „ И д" Рф) 0 
ди ша = (Ви ЕР Зи - 5 (Р а и 


Отсюда находим 
ди; Кио ВИ и 10 Ро 0, ‹ 


И ЕЕ ое ы у 
ду? ЦИ 3 0 12 ду © 
ди 9?и 
Вычисляя точно так же значения частных производных э и Эт 
в точке у, получим 
ди* и №? д3и ; 
У 1 3 Е 1,3. ) (8) 
дх 2% 6 9 
д?и* и —2и) + из #2 04и 3 9 
д — 12 12 д (9) 


ди ди д?и и д?и 
9%? ду’ дл ду 
приходим к следующему разностному уравнению: 


Заменяя в уравнении (1) их значениями (6) — (9), 


+ 


4 я 
ет (лил -- азиз -- азиз + и. — Т,) —В,, 
У 


а ИВО (а.+-6"), 


а 
г 


Г. 
в — 242 (е.+ Е 
ва 
ВЕ) (а. 5"), 
а =2М ве , 
т, = (+1, 
= (ВИ [2а, Е 2Ае, ЕВ (ве, 5 8.], 
№ (а, + с) ВМ, + 2[2е, + ([е,| +19, 1)] М, 
2х #2 #—1 # 


а, -- Г 


где 


Как здесь, так и ниже, мы предполагаем, что в области А а > 0, 
с>0, Е >0. Условие & > 0 обеспечивает единственность решения. М, 
и М, соответственно обозначают максимальное значение абсолютной 
величины производных третьего и четвертого порядка от и в области А. 
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о м 
Уравнение в конечных разностях, которым заменяетс» (1) и которое 
должно быть выполнено во всех внутренних точках сетки, лежащих 
внутри \’, будет 


дл = в (Вы Вы - Ваш + Вии — Ть) — В», (10) 
где 
АА , 
ее, 
=“, 
Ва = Сь = ) 
Ть =, 


к = 2ак-{ 2ск | #*вь. 


Чтобы полученные формулы удовлетворяли условиям $ 2, № следует 
выбрать так, чтобы во всех внутренних точках сетки 

ра ре 

> = а и > а с. 
При таком выборе р величины ям и В; (т=1, 2, 3, 4; г=1,2, 3, 4) 
будут положительны и, кроме того, 


4 4 

ол ьт 
У =ь, Увоь 
тТ=1 1=1 


В тех случаях, когда в число ближайших точек, окружающих 
точку контура 1’, входят две или три граничные точки, замена (1) 
в точках контура ]’ уравнением в конечных разностях производится 
в точности так же, как в случае одной граничной точки. 

Для удобства дальнейших рассуждений вообразим точку контура \’ 
с отметкой у и четыре соседних точки с отметками 1, 2, 3, 4, располо- 
женные соответственно вправо, вверх, влево и вниз от точки у. Пусть 
Х, <, [и й соответственно обозначают расстояния от точек 1, 2, Зи 4 до 
точки у. 

С помощью простых вычислений мы легко найдем выражения частных 
производных от и через значения и в точках 1, 2, 3, 4 иу, в которых 


условимся и» (т = 1, 2, 3, 4) тотчас же заменять на и», если точка 
с отметкой т окажется граничной точкой. Эти выражения имеют вид 


ди} Ри, + (ши, И 0 , 


‘9 — (+4) 6. 02? 

ди” Риз - (<? — №?) и! — и, № и. 

9 — № =) 6 д? 

ди; _ о Ш А — (+4) 110% РО, , 
д Ел) 3 495 12 д? 
д?и* Ви + тщ, — (В 3) и З— В бы бои 04, 


94? — вл (№ + <) 3 95 12 д“ 


5 Известия АН, Серия математическая, № 1 
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Подставим` вместо производных только что полученные выражения 
в уравнение (1). В результате подстановки мы получим формулу вида 


4 
и Л 
= в >. ых ЯтИт — —А,, 
где 


ны 
‘ав (1+) (©, о 
ви (а.—^"), 
о (с. ь я 
тама ь 
Ь, = (+0 (6+) [ 2% (а,+ + *а, ) +24 (с. +^ "в, ) +в, |. 


Обозначим через х наименьшее из чисел ^, т и [. Пусть # будет наи- 
большим из чисел ^, *, БА, |^— Пи |*—Й|. 
Выберем й столь малым, чтобы во всех внутренних точках сетки 


йе 
2 


= 


Эти неравенства влекут за собой неравенства 


4 
| С. во "и Ув. 
т=1 


ВкРы 
9 У 


Вычисляя, находим 


23 (мс) М. + 242 (а, + с) Е 4, | + |ех Е М. 
м о ЧЕ М 
м ^а, + Су м) + 


В заключение выведем еще разностные уравнения, соответствующие 
уравнению Пуассона 


Ди =ф(х, У). 


Ввиду далеко идущей аналогии с изложенным выше, мы ограничи- 
ваемся ниже приведением для справок нескольких таких уравнений, 
которыми можно пользоваться на практике. В этих 
уравнениях дается связь между величиной опе- 
ратора Лапласа для функции и (5, У) в точке 
с отметкой у со значениями и в точках фиг. 2. 
Числа ^, т, [, т, и ^,, фигурирующие в приводимых 
формулах, соответственно обозначают расстояния 
от точек 6, 10, 3, 11 и 7 до вертикали, проходя- 
щей через точку у. 

Прежде всего рассмотрим конечно-разностные 
уравнения с остаточными членами порядка й°. 
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Одно из этих уравнений имеет вид 


с 2 + и, + ИВ +1) (ш + и) 112 с 
а 2+1 РЭВ и А 


где Ди, обозначает величину оператора Лапласа в точке сехки с отмет- 
кой у. Вычисляя, находим 


(&— И Г. 
о РМ 


(11) 


где М, и М, — наибольшие значения абсолютных величин частных про- 
изводных от и соответственно третьего и четвертого порядка внутри у. 
Далее, мы имеем уравнение 


2 ан 1. тиз + йиь Вст, А 
тв + Риц в 
+ А+ я А+ + я у 


Оценка остаточного члена здесь будет иметь форму 
В, < С№, 


= 


где число С зависит от области А и от производных третьего порядка 
от искомой функции. 
Можем написать также 
= 1 Ли Ни, Ищи, 
А бы ИЕ 
2-м 1 + № 12 . 
ЕН АР Оо ПАСА 
Вычисление показывает, что 
1В,| < С№. 


Здесь С, как и выше, зависит от области А и от производных 
третьего порядка от искомой функции. 
Наконец, рассмотрим конечно-разностные уравнения с остаточными 
членами порядка р*. Одно из интересующих нас уравнений имеет вид 
” 1 
8 РЕ РЕЕЫЕ | (8? — 2) (и и) (4-28) и, + 
-- 62, - (211 + 312 - 22) (и, и.) — 313 (В 1 Аи; — 
ев тв, (12) 


до 
причем %% обозначает значение 5. В точке у. Вычисляя, находим 


9х 
18,1 Са", 


где число С зависит от области А и от производных четвертого порядка 
от искомой функции. 
Можно также указать на уравнение 


и = а бе 28 {ие 21) и, + 6йзи, + (№* — 1) (и, и.) + 
О Е ЗРЬ + 2) (и, и.) — -ЕЗРВ ЕВА) Аи — 
— (1—2?) Аш, } — В, 


5* 
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Вычисление показывает, что 
[В;|< См, 


где С зависит от области А и от производных четвертого порядка 
от искомой функции. 


5. Численный пример 


В качестве примера рассмотрим уравнение 
Ди = 6,25и + 40 (х— 1) е-?»5%. 


Пусть область изменения переменных х и у есть эллипс 
42% -- 16у? =1. 


Требуется найти решение данного дифференциального уравнения, удо- 
влетворяющее на границе усло- 
вию и==0. 

По соображениям симметрии 
нам достаточно найти функцию 
и (1, у) для половины эллипса 
в узлах 1 — 146 (фиг. 3). В нашем 
примере берем # = 0,1. 

Формулы (40) и (11), если в 
них отбросить остаточные члены, 
для вычисления приближенных 
значений всех и оти, до и,, при- 
водят к необходимости решения следующей системы уравнений: 


—0,24993 И, - 0,46495 И, -- 0,48458, 
—0,24325 0, 0,24786 (0, 0,) + 0,47244, 
—=0,24609 0,,-+0,23988 (И, И,) + 0,13553, 
—0,24615 (И, +И,-Р0,,)-+0,09846, 
—0,24609 (,,--0,23988 (И, -+0,) + 0,06726, 
—0,24325 (,.-0,24786 (И,-+И,)- 0,04228, 
—0,21993 (,,-- 0,16495 И, - 0,02482, 
—=0,32039 И, + 0,46307, 
0, =0,32652 (0, + И, +0.) 0,35946, 
0, =0,32652 (0. И 
0, =0,32652 (0, НИ „-О,,)-+0,18448, 
0, = 0,32652 (, оО) -Е©, 13061, 
0, =0,32652 (И, +00.) -+0,09454, 

( 

( 


0. =0,32652 (И, +0, -+0,,)+0,06338, 
0, =0,32652 (0, РИЦ И,,)-0,04319, 
0, —0,32039 0., --0,02685. 


Решая эту систему, находим 0,,П0,, ..., Ив. 
Выпишем теперь с помощью формулы (10) соотношения, которые 
должны быть выполнены для точек 9 — 15, и решим полученную систему, 
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исправляя значения и(х,у) в точках 1—8 и 16 с помощью фор- 
мулы (3). Следующая таблица дает результаты вычислений *: 


и во но точное 
Коллатцу | Микеладзе 

и: 0,31048 0,58916 0,59276 
из 0,44190 0,78655 0,79139 
из 0,43779 0,76584 0,77042 
и 0,45570 0,63631 0,64 

и 0,26378 0,46472 0,46728 
и 0, 16115 0,28962 0,29113 
и? 0,07345 0, 13162 0, 13226 
из 0,44096 0,86783 0,86985 
и 0,93145 1.26332 1,27020 
и 1,00033 1, 31118 1,31898 
и 0,89886 1,17433 1, 18131 
и 0,74974 0,95448 0,96 

Из 0,54159 0,71255 0,71650 
ила 0,36479 0,48271 0,48522 
и 0,22035 0,28206 0,28342 
Илв 0, 10432 0511722 0, 11772 


6. Уравнение Ли = (2) 


Пусть ищется функция и (5х, у,2), которая в области О), ограничен- 
ной замкнутой поверхностью 6, удовлетворяет дифференциальному 
уравнению Ди=ф(х, у, 2),а на поверхности 5 условию и =} (х, у, 2). 

Проведем в пространстве систему плоскостей, параллельных коорди- 
натным плоскостям и отстоящих друг от друга на расстоянии й. Они 
образуют некоторую кубическую сетку в пространстве. 

Назовем точки поверхности 5, общие с линиями пересечения пло- 
скостей, образующих сетку, граничными точками сетки, а точки 
пересечения плоскостей, образующих сетку, находящиеся строго 
внутри 5, внутренними точками (узлами) сетки. В числе гранич- 
ных точек сетки будут и узлы сетки, попавшие на 5. 

Пусть кубическая сетка построена таким образом, что расстояние 
между любой граничной и ближайшей соседней с ней внутренней точ- 
кой <й. 

Построим замкнутую поверхность 5’, следуя граням кубиков сетки 
так, чтобы расстояние между граничной и ближайшей соседней с ней 
внутренней точкой, лежащей на 5’, было < 1. 

Для численного решения уравнения Ди = ф(х, у, 2) с заданными на 5 
граничными значениями функции и (7, у, 2) с помощью формул вида (7), 
92 и* 
0* 
уравнения, которые должны быть соблюдены в точках поверхности 5”. 
Пишем затем уравнения, которые должны быть выполнены для точек 
сетки, лежащих внутри 5’. Идя таким путем, мы получим систему 
№М=т--р линейных алгебраических уравнений с0 столькими же 


(9) и аналогичной им формулы для мы выписываем прежде всего 


* Вычисления были проведены Д. А. Кинкладзе. 
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неизвестными значениями и (х,у,2) в р точках сетки, расположенных 
на 5’, ив т точках сетки, лежащих внутри 5°. 

Решив полученную систему, например методом последовательных 
приближений, найдем интересующие нас значения и (1, у,2) во всех 
точках сетки. 

7. Уравнение теплопроводности 


Рассмотрим дифференциальное уравнение 


Ди — а? 2% (2-80); 


'де а— непрерывная функция точки, А обозначает операцию Лапласа, 
л — температуру, а {-— время. 

Пусть переменные х и У изменяются в области А, ограниченной 
контуром у. Построим сетку и наметим контур {’ в точности так же, 
как что было сделано в $ 1 (см. фиг. 1). 

Поставим себе целью найти интеграл данного уравнения, который 
удовлетворяет краевому условию и =} (1,5) на 1 и начальному условию 


Е. =$(т, У). 


Для приближенного численного решения уравнения теплопроводности 
при заданных начальных и граничных условиях данное уравнение 
заменяется уравнением в конечных разностях * и предполагается, что 
значение функции и(х,у,2) в точке контура 1 произвольного слоя 
достаточно мало отличается от зн: чения и (7,у,{) в точке контура у’ 
того же слоя, если расстояние между рассматриваемыми точками 
достаточно мало. 


* Вывод конечно-разностных уравнений для приближенного численног 


шения уравнения теплопроводности можно найти в ("). ы > 


я 
и ИЕ 0,01 0,02 0,03 0,04 
| 

ит 0,96891 0,96408 0,95927 0,95448 0,94973 
ат 0,96530 0,96048 0,95570 0,95093 0. 94619 
ит 0,95446 0,94970 0, 94496 0,94025 0,93556 
иту 0,93630 0,93163 0,92698 0,92236 0,91776 
ит 0,91072 0,90618 0,90166 0,89716 0,89269 
ит 0,88128 0,87688 0,87251 0,86816 0,86383 
ид 0,98877 0,98383 0,97892 0,97403 0, 96917 
и; 0, 98383 0, 97893 0, 97403 0,96917 6,96433 
Я 0,96906 0,96423 0,95942 0,95462 0, 94986 
и 0,94461 0,93991 0, 93519 0, 93054 0,92589 
из 0,99875 0, 99376 0,98880 0,98386 0,97894 
из 0,99376 0,98880 0,98386 0,97894 0,97406 
а 0, 97884 0,97395 0, 96909 0, 96425 0,95943 
м 0,95415 0,94938 0, 94464 0,93992 0,93523 


м 0,91991 0,91532 0,91074 0,90620 0,90168 
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Это дает возможность вычислить значения и на следующем слое 
по значениям и на предыдущем. 

Мы должны здесь обратить внимание на то, что установление зна- 
чений и (х,у,2) в точках контура 1’ произвольного слоя по ее значе- 
ниям в соответствующих точках ‘] того же слоя, вообще говоря, при- 
водит к чувствительной погрешности. Для того чтобы уничтожить 
влияние этой погрешности, мы будем пользоваться подходяще выбран- 
ными уравнениями в конечных разностях. 

Одно из таких уравнений, когда в число ближайших точек, окру- 
жающих точку контура 1’, входит одна граничная точка, мы получим, 

. 


90* , 
если в (11) заменим Ли’; на а ——^” и положим 


0 
* * 
ОЕ 
и — 5 р 


где 6 обозначает величину шага по 2, а (4: и (/,.; соответственно 
приближенные значения и в точке у (1-- 1)-го и 1-го слоя (по времени). 
Интересующая нас формула, при 


д 2а242 
а—=00136-и 09 — 1 


примет вид 


й в ШФ--0® 08408 ь В+ 
НИИ (1-7), (13) 


где ({Р) (р=1,2,3,4) обозначают приближенные значения и в ближай- 
ших к точке у точках 1-го слоя. 


0,05 0,06 0,07 0,08 | 0,09 | 0,1 е 9,85 0; хс0$ у 
® 
0, 94499 0,94028 0, 93559 0,93092 0,92628 0, 92166 — 
0, 94 147 0,93678 0,93210 0, 92745 0, 92283 0,91822 — 
0,93089 0,92626 0,92164 0, 91704 0, 91246 0,90791 — 
0,91318 0,90863 0, 90410 0,89959 0,89510 0,89064 — 
0,88823 0, 88381 0,87940 0,87501 0,87065 0,86630 — 
0,85952 0,85524 0,85097 0, 84673 0, 84250 0,83830 — 
0,96433 0, 95952 0,95473 0, 94996 0, 94522 0, 94051 0, 94055 
0,95952 0,95473 0,94996 0,94522 0, 94051 0, 93581 0,93585 
0,94512 0, 94040 0,93571 0,93104 0,92639 0,92178 0,92180 
0, 92128 0,91667 0, 91214 0, 90755 0,90303 0,89852 0,8985 
0, 97406 0,96919 0, 96435 0,95954 0,95475 0,94998 0,9500 
0,96919 0, 96435 0,95954 0, 95475 0, 94998 0,94524 0,94529 
0, 95464 0, 94988 0, 94514 0,94042 | 0,93573 0,93106 0,93141 
0,93056 °0,92592 0,92129 0, 91670 0, 91212 0,90757 0,90761 
0,89718 0,89270 0,88825 0,88382 0,87941 0,87502 | 0,87504 
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Формула для вычисления и слой за слоем для точек, лежащих 
внутри \]’, имеет вид 

1) (2) (3 (4) 
9, + ИХ; + О; + 0 


ь (14) 


И, +1 = 
где Он, +1 и 0?) (р=\, 2,3,4) соответственно обозначают приближен- 


ные значения и в точке Ё (:-- 1)-го слся и в точках, отстоящих на й 
по горизонтали и вертикали от точки с номером Ё :-го слоя. 


С помощью уравнений (13) и (14) мы прежде всего вычисляем зна- 
чения функции и (1,у,й) в точках уи Ё при &=08, что возможно, так 
как значения и(х,у,{) в этих точках при &=0 нам известны; затем 
отыскиваем значения и (х,у,2) при {=25. Указанный процесс вычисле- 
ния может быть продолжен неограниченно. 


Проиллюстрируем эти рассуждения на примере. Поставим себе 
целью найти интеграл уравнения 


который удовлетворяет краевому условию 
и =е 0:51 с03 д с03 у 
на эллипсе 
45? - 16 =1 
и начальному условию 


и (х, у, 0) = с03 < с0з у. 


При этих условиях, очевидно, будем иметь 


и (2,9. 2) =е_° 60326089, 


что позволит сравнить приближенные значения и с точными. 
По соображениям симметрии нам достаточно рассмотреть таблицу 


значений и (х,у,2) для одной четверти эллипса в узлах 4—7 и 12—16 
(фиг. 3), соответствующих приращениям времени 5, 25, ... 


Пусть А =0,1. Величина шага по { определяется по формуле 


Е = 0. 


При таком выборе 5 для вычисления и слой за слоем можно вос- 
пользоваться формулами (13) и (14). 


Для начала вычисления необходимо знать значения и на самом 
нижнем слое, т. е. необходимо знать распределение температуры при #=0 


и, кроме того, иметь таблицу значений и в точках с отметками [— У] 
(фиг 3) при #=0,041:0,02.°... 
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Значение функции в точке (х,у) самого нижнего слоя равно 
с05 д с08 у. Значения и в точках | — У[ 1-го слоя могут быть вычислены 
< помощью равенства 

и (1, 9,88) =е-1:0651 со; хсозу. 


На стр. 70—71 приводится таблица значений искомой функции для - 
от — 001 до. —0.1. 
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СН. МТКЕГАОЯЕ. МОМЕВТУСНЕ ТМТЕСКАТТОМ РЕВ бГЕСНОМбЕМ УОМ 
ЕГРТЗСНЕК ОМ) РАКАВОГЗСНЕМ ТУРОЗ 


ГОЗАММЕМЕАЗЗ ОМС 


Ез Пезе еш Селе уог, аз ЧигсЬ еше зезсВ1оззепе Клгуе 1 Ъезгеп2\ 
уига. Оъег лезет СеБеф 135 ет даадгаизсвез № ег Зецеп&пяе # 
эпзвеьгецеь (у21. Ев. 1). 

Ригсь УегЬш4ипз 4ег]еплрег С1Иегрипе, \уе]сВе уоп 4еп Вапарипк— 
$4еп 4ез Сееёз |ог17004а] оег уегйКа|! ит < аБзбереп, Ъ11аеп уг 
еше зезсВ]оззепе зефгосвепе ТГлюе 1’, зо 4азз 2\мйзсВеп 1 ип 1’ кеше 
Сииегрип е Пебеп. 

Ом 41е ПРаЙегепйа1о1е1сВаих (1) ааа ]6бзеп, зеёхеп у\щаг 41е П1Шегеп- 
2епо]е1свипо (2) аоЁ, уе]сБе 91е С1. (1) ш 4ет Рипке ши 4ет ш4ех 
Ё егзеё24. Нлегха Фасеп \ш 41е РШегеп2ет 2 е1сВаих (4) Била, уесВе (1) 
ш етет Рацке 4ез Тлп1еп2арез у’ ши дет [Шш4ех у егзеф 24. 

Рогте]п 4ег Сезба1% (4) егьА\ шап Фиагсь еше рее1спее Глпеагкот- 
Ыпайоп ег и„-\ег4е ш 4еп]еплееп СиИИегрипк еп, 41е 2. В. деп 
РипК& у ишререп. 

1,538 шап 41е Вез\Пе4дег \уес, зо егшбоИсВеп ез (2) ипа (4), р-+ а 
\пеаге С1е1сЬапхеп 1а еБепзоу1ееп ОпЪекапиёер и(7,у) ааЁлзетеп, 
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а1е р С\иегрипК\еп аи{ у’ пп4 4 С\егрий еп шпегра1Ъ у’ епёзргесВеп. 
Раз еграЦепе С1е1сВапеззузвет \1т4 ях\месктёзе т 4ег Мепо4е 4ег 
зиКиезз1уеп М&вегипроеп 5е168%. 

Ара1осе Вези№афе се\еп аасВ Ёаг. 41е С1е1свипя Ди =ф(х, 9, 2). 

бесп 1езз11сЪ уег4ею Еогте]а 4ег Сезёа! (43) ипа (14) Бегсеецей, 
1016 Чегеп Не шап даз Пцесга] дег У/&гте]еИлиозз21есВитя зсв1ей{- 
\е1зе {г Че шпегВаЪ у Песепдеп Рилк\е Ъегесвпеп Капп. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГЬЕТ!М ОЕ ГАСАРЕМ1Е ОЕЗ ЗСТЕМСЕЗ ОЕ 170853 


Серия математическая 5 (1941), 75—84 Зече та{нётааице 


В. С. ПУГАЧЕВ 


0Б АСИМПТОТИЧЕСКИХ ПРЕДСТАВЛЕНИЯХ ИНТЕГРАЛОВ 
СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ, 
СОДЕРЖАЩИХ ПАРАМЕТР 


(Представлено академиком Н. Е. Кочиным) 


В статье доказываются три теоремы об асимптотических представлениях 
интегралов обыкновенных линейных дифференциальных уравнений, со- 
держащих параметр. Первая теорема является обобщением известных 
результатов ВатЕВоЙ’а; остальные теоремы дают обобщение результатов 
Коу]ег’а и ГосКк’а. В итоге автор получил новый тип асимптотических 
‚представлений интегралов однородных и неоднородных уравнений, ко- 
торые могут быть использованы как для различных теоретических ис- 
следований, так и для приближенного интегрирования широкого класса 
линейных дифференциальных уравнений. 


Условимся обозначать матрицы большими буквами, а их элементы 
соответствующими малыми буквами с индексами. Символом Н будем 
обозначать любую матрицу, элементы которой суть функции независи- 
мого переменного х и параметра , стремящиеся к нулю равномерно 
относительно х при &—> со по пути, лежащему в некоторой области 2. 

Как известно, система линейных дифференциальных уравнений мо- 
жет быть записана в матричной форме 

ВЕР ЕТ, (1) 


а — 
В частном случае, при П==0 получаем однородную систему. 
Мы будем рассматривать случай, когда матрицы Р и П являются 
однозначными функциями действительного независимого переменного х 
и комплексного параметра а, допускающими представление 


Р(г, 9 = У Ро (1) + На-"} (ты 1), (2) 
‘в=0 
П (2, в) =” 2 (2, в) { У П® (2) а-®+На-"} (т>1), (3) 
®=0 


где 2 (х, «) — интеграл однородной линейной системы рассматриваемого 
типа 

47, 

42. — 20 (1, а), (4) 
а Р( (1) и П® (2) (Е=0,1,..., т) — ограниченные функции на отрезке 
ва 6. 
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Кроме того, мы будем предполагать, что характеристические числа 
^, (2),...,^, (1) матрицы Р©(х) различны при любом х на отрезке 
а <= х=<6 и удовлетворяют неравенствам * 


В (“^;) = В (°\;) при: <], «С р, ах 6. (5) 


Для систем этого класса имеют место следующие три теоремы: 
ТЕОРЕМА 1. Если матрицы Р0(т) и 0%(х) (Е=О,1,...,т) 
имеют производные до порядка т — К 1 включительно, а матрицы Р©®) (х) 
и 00 (х), кроме того, подобны, то существует интеграл однородной 
системы 
47 


ЭЙ (2, а), (6) 
допускающий представление 
т—1 
У (2,9) = 2 (1, а) { Х У (дак Наа-т}, (2) 
в=0 


где # (х, а) — какой-нибудь интеграл системы (4). Матрицы У<® (т) опре- 
деляются формальной подстановкой выражения (Т) в уравнение (6) и 


сравнением коэффициентов при “^ (х=1,0,—1,...,1—т) в правой и 
левой частях уравнения. 
ТЕОРЕМА 2. Если характеристические числа шв, (х),..., в, (2) мат- 


рицы 0©(х) (удовлетворяющие неразенствам (5)) таковы, что величины 
В [“ (\; —ь;)] не меняют знака в области ** «СО, а<х=<, разности 
\; —в; нигде в этой области не обращаются в нуль и матрицы Р® (т), 
0 (1) и П® (2) (Е=0,1,...,т) имеют производные 90 порядка 
т— К --1 включительно, то существует интеграл уравнения (1), допус- 
кающий представление 


У (2, в) = а"-12 (2, в) { \ У (1) «-*-- На1-т}. (8) 


Матрицы У (т) однозначно определяются формальной подстановкой 
выражения (8) в уравнение (1) и сравнением коэффициентов при “* (х=г, 
г 1,....Г—т) в правой и левой частях уравнения. 

ТЕОРЕМА 3. Если характеристические числа матрицы 0©)(5) та- 
ковы, что величины В [а (\, —в;)] не меняют знака в области *** а х—< 
=, «СШ; некоторые разности Х,—в; тождественно равны нулю, а 
остальные нигде не равны нулю на отрезке а<х=< 6; матрицы Р(®(х) 
. 0® (х) (Е=0,1,...,т) имеют производные до порядка т-—Ё-+ 1 
включительно, а матрицы П® (х) (Е =0,1,..., т- 1) имеют производные 


* Можно сделать более общее предположение, что при а), ах Ь неното- 
рые из разностей В (94;) — В (а41) ограничены снизу, а остальные ограничены сверху. 
Это не внесет никаких изменений в доказательства. 

** Не внося изменений в доказательства, можно заменить это условие более 
общим условием ограниченности снизу некоторых из величин В [а (1; —81)] и огра- 
ниченности сверху остальных величин В [а (А; —в;]]|. 

*** См. сноску к теореме 2. 
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90 порядка т — Ё включительно, то существует интеграл уравнения (1) 
Эопускающий представление 


#) 


У(т, а) =" 2 (2, а) { У У (2) «—®+На-т}. (9) 
Е=0 


Матрицы У‘® (+) определяются формальной подстановкой выражения (9) 
в уравнение (1) и сравнением коэффициентов при а“ (х=г- 1, к... 

..гШт- 1). 

Для доказательства этих теорем нам придется пользоваться следую- 
щей леммой. 

ЛЕММА. Если матрица Р©) (х) имеет вторую производную, а Р®@ (5) — 
первую, то существует интеграл однородной системы (6), который 
‚может быть представлен в виде 


Е МЕТА (10) 
2де Е (х, а) остается при «—> с по области О, равномерно ограничен- 


ной на отрезке а < х<Ь, а 98, (х, а) —диагональная матрица, определя- 
емая равенством 


о, (2,9 = [ да» ,..., ^ (2) 42 |. (11) 
Е 


„- тв 


Эта лемма была впервые доказана Ко\ег’ом и Г.осК’ом (") для случая, 
когда Р (5, &) допускает представление (2) при любом т и все матрицы 
РО (х) (Е=0,1,...) неограниченно дифференцируемы. Впрочем для 
указанного случая эта лемма является непосредственным следствием 
более ранних результатов ВагЕБой”а (*). 

Доказательство. Подетановкой 


У =0 {5, (2) + 5, (2) &—*} (12) 
можно привести систему (6) к виду 
ап : 
ЧИ (АН), (13) 
где А — диагональная матрица вида 
(а) лы), (Фаза (14) 


Вводя обозначения 


И) ИА) 5 я ным (15) 
В 
(2, ) =а@, (1, 9, (х, 8) = [, (2,8) ,... 9, (2, {)] 


"“".„_эз 


и применяя метод последовательных приближений, получим 


(0) — е2 (а) , 


[16 = С©) е(х, ) ++ \ (О-ЬН ($, а) © 0 4 (у=1, ...), | 09 


а 
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где СС)— произвольные постоянные матрицы *. Полагая 


ь авы а ие ) 
с) =4; с) =0 прил (. И , | 
ь п и (17) 
во = — ( Ущрооь 69) е--69 при Е > | 
а К=1 
и принимая во внимание (5), получим следующую оценку для матриц 0: 
[ево (0) — 00-5) | = |т (6 — а) [пт (6 — а) (18) 


где т — некоторая функция параметра а, стремящаяся к нулю при «—> со 
по Р. Из неравенств (18) немедленно следует сходимость последователь- 
ности матриц е-8 (а) (7%) (у=0,1, ...) при достаточно большом |а| и 
ограниченность предела этой последовательности. 
Доказательство теоремы 1. Полагая в уравнении (6) 


о. (19) 
*=0 
получим 
т-—1 6) т-—1 +1 
У = -а-"= Уд У (у ро-в+0 — Об-к+ у) + Найт. (20) 
у=0 у=—1 &=0 


Обозначим через 5 и. Т соответственно матрицы, приводящие матрицы 
Р®) и 0© к диагональному виду. Умножая (20) слева на Т, а справа 
на 5-!, полагая 


5рРо) 5-1 = 70) Т-:=Л., 
А =э РО оо МО) = то ТТТ о 
А =5Р05-1, МО =тО®Т (у=2,..., т), | (21) 
01©) = ТУ 5-1 | 

и сравнивая коэффициенты при &^ (х=4,0,—1,...,1—т) в правой и 


левой частях уравнения, получим 


0=0® А’— А, 0, ) 
40) ть ` | ` 
5 =0С+ Е У АО-А+0 — Мо-#+ 00) (22 
= 
О. маи } 
Отсюда 
в У 
в == 2 м и), если Е; (23} 
#=1 8=0 
аи У—1 
Е = (рр) р 0-50) шо 
В=0 
п у—1 У у: 
1 
и У— #1 #— У— ®— ::(5) 
т Ух Оо нова о а 


П=1 5=0] А=$+17=1 


* Для того чтобы получить формулу (16), можно воспользоваться методом ва- 
риации произвольных постоянных. К матричным уравнениям этот метод был, 
повидимому, впервые применен Тоуода (3). 
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С 8 
где 25) — символические множители, определяемые рекуррентной фор- 
мулой 


Ем 
2% =0, 
1 ре А п ь © 5 
+0 — { "хо-в+9 р — У „о-к+о ра 
р т ур г № Аб Бр > Вт Вр С 
В=1 т=1 т=1 ) (25) 
{ 5 
. (у У-+1 
#5} +”, | 
20 К) | 
—— = 9 = ей У) — т 
Г 0, › = = О при А-Ь, р, ) 


р 
а символ У означает суммирование по всем значениям Ев указанных 
Е й 


пределах, кроме А =. 

Матрицы 0) (У=1, ..., т—1) и все элементы матрицы 0 (”), кроме 
диагональных, однозначно определяются формулами (23) и уравнениями 
{24). Диагональные элементы матрицы ((“”) остаются произвольными, 
ограниченными на [а,6] функциями. 

Из (20) видно, что функция 


у уе (26) 
у=0 
удовлетворяет уравнению 
ауру пн. (27) 
Полагая 
у-2 (У кы-=}, в. 
у=0 
получим для матрицы К уравнение 
4 (2К)=2КР—2Н, (29) 
откуда 
К=27-1(2) СУ (®)— \ 2-1 (2)2 (9 Н(ЭУ-1( У (2), (30) 


а 
где С — произвольная постоянная, а У (5) — произвольный интеграл урав- 
нения (6). Пользуясь доказанной леммой, получим для матрицы К выра- 
жение 


х 
ге Еее) Сео (ка) — \ ео (5,5) Н (Е) ео (6) а} Ге (31) 
а 
где Ги С — ограниченные матрицы в области ах, «СО. 
Полагая теперь 
си =0 при 7 > 


жет №) ах 


(32) 
4 при ] <, 


= = 
—-— 


убеждаемся в справедливости теоремы. 
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Доказательство теоремы 2. Полагая в уравнении (1) 


унии. (33} 
У=0 
и 
©) —1 у+1 
то, Зе ыы —4У у ре-в+и —06- вн у) -+Пе+о} | На- т. 
х 
У=0 у=—1 (34) 


Применяя преобразование, которым мы пользовались при доказа- 
тельстве теоремы 1, и сравнивая коэффициенты при ©” (х=1,0, 
1 — т), получим 


ЗА Авар ое+9-- У (09 дек — Ме-*+9 0) + 6+9 (35 
ах о о (35) 
в=0 
(= —%, 9,....т=), 
где 
А. РА Ы-1. 
М, =Т0® Т-1, (36) 
5%) = ТИ 5-1 (Ё=0,1, ...), 
а А), МС® (у=14,2, ...) и 00 (›=0,1, ...) определяются форму- 
лами (21). 
Из (35) находим 
И ЕН & т аи) 
и е. 
В—=0 г=1 (37} 
(= —4,0,...,т— 4). 


и0+9 = 
и 


Отсюда видно, что матрицы И©) (у=0,...,т) определяются однозначно. 
Из (34) видно, что функция 


У =ог-17 У УС «—* (38) 
„=0 
удовлетворяет уравнению 
47 ур Иа- РЕ. (39\ 
Следовательно, полагая 
У=-12{ У Убо-*- Кай-т}, (40) 
»=0 


получим для матрицы К формулу (30). 
Вводя обозначение 


хе, 0-м. [ ы 4... А, (41) 
Е Е Е 
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и применяя лемму, получим 
х 


К=Е {е-че (=, а) Сео (х, а) — \ е^Хо(Е, =) Н (Е) ео (=, &} ЯН 
где Ри С ограниченные матрицы. Полагая 
су=0, если В [а (\; —в)] <0 
ь Е 


= {Оу-нд а (43) 
С: = йа; (Ее я ‚4 если В [© (^;— №4) ] > 0, 
убедимся в справедливости теоремы 2. 
Доказательство теоремы 3. Полагая в уравнении (1) 


У=9^2. > УЗ а, (44} 
У=0 
получим 
т—1 (у) т—1 У-+1 
а" Ха У (и ро-ьно — 06-4) ПФ} + Нал". 
э=0 у=—1 &=0 


Далее, так же как при те теоремы 2, получим 


а0©) у 
== =И°+9 А, — М.0С+9 У (о ле-в+9 — Мо-в+9 0) 4 
и. 
(у= —1,...,. т— 1). 
Отсюда находим 
$ у—1 п 
т (1 У У—А+1) (В У—А+1) (Е 
м Фу У У ш — е-о и) с, 
к—=0 т=1 
если Е 
О 6) ово) 
У У—Ё Е —А+1 Е У 
ибо — в У ДОАО и — ы-Н9 и) — ее, 5% $}, 
Е=0 т=1 
если р; =Е у 
Нетрудно видеть, что матрицы 0© (у=0,1,..., т— 1) определнются 


однозначно. Что же касается матрицы 0"), то ее элементы и) опре- 


деляются однозначно при |; + Х; и остаются произвольными, ограничен- 
ными на [а, 6] функциями при ==^;. 

Рассуждая теперь так же, как при доказательстве теорем 1 и 2, 
убедимся в справедливости теоремы 3. 

Очевидно, что известные результаты ВиКВой”а (*) и Еотег”а (*) 
являются частным случаем доказанных теорем при О =, ... в]. 

Примечание 1. Доказанные теоремы и лемма справедливы в том 
случае, когда областью изменения х является произвольный спрямляе- 
мый контур Г, не имеющий самопересечений, только требование неизме- 
няемости знака величин В [а (\:—^,;)], В[“(м—в;)] и В[“ (м-в, | 
должно быть заменено требованием неизменяемости знака величин 


7: у и; Зы 
в[«- -5# |, ва | ива м ] в у=4,..., п) в области 
С х. а а р, где 1(х)—функция, реализующая такое конформное 


6 Шзвестия АН. Серия математическая, № 1 
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отображение произвольной односвязной области, ограниченной кон- 
туром Г и другим спрямляемым контуром Ё,, при котором контур Ё 
переходит в отрезок действительной оси: О<#=<{. Действительно, 


замена переменного я? в формулах (11) и (41) дает * 
| 


о, Е )з у а, 


откуда непосредственно следует справедливость высказанного утвер- 
ждения. 

Примечание 2. Предыдущие теоремы и лемма справедливы и в том 
случае, когда Р, О иП являются аналитическими функциями комплекс- 
ного переменного х, голоморфными в некоторой области В, только 
требование неизменяемости знака величин А [а ()\:—^;)|, В [а (м-в) | 
и А[“(\.—в;)] должно быть заменено требованием неизменяемости 
знака величин в [«04-—№ 1 |, В [«(ы-в) 4 | и в [«0:—в) 7 | 
(1, /=1,..., п) в области СВ, «С О, где }(х)— функция, реали- 
зующая конформное отображение области В на произвольный парал- 
лелограмм с вершиной в начале координат. 

Само собой разумеется, что оговорки относительно существования 
соответствующего количества производных матриц Р, О и П излишни. 

Действительно; если В есть параллелограмм с вершиной в начале 
координат, то теорема и лемма будут очевидно справедливы, если вели- 
чины А[(\.—^;) 2], В[“ (м-в) т] и В[а(\.—в,)2| ве меняют знака 
в области СВ, «СО, так как интегрирование в формулах (16), (17), 
(31), (32), (42) и (43) всегда можно производить вдоль ломаной, обра- 
зованной отрезками, соединяющими точку х с началом координат и про- 
тивоположной вершиной параллелограмма. Замена переменного & =} (5) 
приводит к этому случаю при произвольной области В. 


Военная Воздушная ордена Ленина Поступило 
Академия им. Н. Е. Жуковского 23.Х1. 1940 
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* Производная вдоль контура } (=), как известно, существует почти всюду на 
контуре Г, + Г,. Интегралы в формулах (48) следует понимать в смысле Лебега. 


У. РООбАТСНЕЕЕ. $0В ТЕЗ ЕХРВЕЗУОМ$ АЗУМРТОТ1ООЕ$ РООЕ 
ТЕ$ ТИТЕСВАГЕ$ ОЕЗ ЗУЗТЁМЕ$ Э’ЕООАТОМ ОТЕЕЕВЕМТТЕТТЕ$ 
ММЕАВЕ$ СОМТЕМАМТ ОМ РАКАМЁТВЕ 


ВЕЗОМЕ 

Сопз1А6гопз ип зузёте 4’6чаайоптз 41 6гепйеПез Ипёа1тез ргёзепбе 
еп 1огше 4е шаймчсез (4). 

Сопуепопз 4е 46з1отег раг 1а 1ейте Н ипе таймсе дае]сопаие 4оп& 
1ез 616теп{з 3016 Чез !опсМопз 4е 1а уамаЪ]е гёеПе х её 4’ип рага- 
пёфге а, 41 Цеп4епь уегз 26го ипИогтётепь раг гаррогё & х лапа 
4 —> со еп зи1уап ип сБепат 16 дапз ип сегёат доташе ДО. 
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501еп Р её П Ч9апз Гёачамоп (1) Чез 1опсмопз ипИогшез де х 
её д адтейать роиг аС-Б 1а гергёзетаМюоп (2) её (3) ой 2(х, а) 
езф Глиберга]е 4’ипе 6аиаМоп еп шам1сез Вотозёпе Чи фуре сопз- 
Чёге (4). 

Зиррозопз 4’афог4 чае 1е Чоташте 4е 1а уамамов 4е х езь 1е 5ес- 
тет а < х=<6. №18 аЙопз сопз1Аёгег |е саз ой 1ез пошЪЬгез сагасьб- 
г13Ииез ^, (1),..., №, (2) 4е 1а тайлсе Р©) (5) зопё 41егепёз дие| дие 
30% х зиг |е зесшеп а<т-< 6 её да’Из убмЙепь 1ез тёза16ёз (5) 
ройг а<х<, «Ср. 

Роиг 1ез зузё6тез 4е се фуре оп а 1ез &го1з Шёогётез зиуапвв: 

ТНЕОВЁМЕ 1. 51 1ез татеез Р®(х) её 0 (5) (Е=0,1,..., т) 
от? 4ез аётроёез уизаи’а Гогатге т—Е- 1 стешяоетептЕ её 1ез таётЕсез 
Р®)(х) её 0©) (т) з0отё зет а ез, И елазйе ипе атаевтайе аи зуяёте йото- 
вёпе (6) аатешапё 1а гергёзетмайот (7), ой 2(х, “) езё ипе гтёёетю 
диесопдие 4е Гедиайоп (4) её 1е; У\® (т) зотё аёртиз роттеЦетепа еп 
зибзёйиат (7) аапз Гёдиайопт (6) её еп сотрагатё 1ез соенсептёз 4е д* 
(х=1,0, —1,..., 1—7) 4апз (е5 4еиф тетфтез ае Гёдианоп. 

ТНЕОВЁМЕ 2. 51 1е; потфгез сагасётзиез в (5), ... в, (7) 4е а 
тасе 0О© (т) зопё &е5 дие (е; ощеитз В [& (№ —в;)] пе сйапвет раз 4е 
впе 4апз {е дотате а < т=< 6, «СО, $ 1е; @}тепсе; № — в; пе 5’ап- 
пиЦет раз зит [е зевтет а < т < В её & 1ез татсез Р%® (т), О® (т) в 
1% (х) (К=0,1,..., т) роззё4етё 4ез аётговез уизаи’а Гогаге т + 1 
апошизгоетет, И еизе ипе ттёвтще 4е Гёдиаиоп (1) адатенапае (а гергё- 
зетаноп (8) ой 41е5 У®(х) от аёйшз роттейетет еп зибзнаи 
Рехргезяопт (8) 4апз Гёдианоп (1) её еп сотрагапё [ез сое}йсета$ ае а” 
(х=хг,г—14, ..., Г— 1) @апз [ез 4дешх тетфётез 4е Гёдиайоп. 

ТНЕОВЁМЕ 3. 5! 41е5 потбгез сатасетзидиез 4е 1а тайтсе О® (т) 
з0тё 1е5 дие 1ез ощештз В[“(м—)^;)] пе сйапвет раз ае явпе аатз [е 
4отаите а<х=<6, «Ср, я дие!щиез ипез 4ез фи етгепсез м — \; ош 
д4епйдиетет пиЦез её [е5 ашётез пе 5’аппиЦет раз зиг ат; & [65 
тайтсез Р®(х) е 0%(т) (Е=0,1,..., т) ош 4ез 4ётгоёез ризди’а 
Ротаге т — Е +1 ипизоетептЕ её (е; тайтсез П® (х) (Е=0,1,...,т--1) 
опё 4ез аётовез уизди’а Гогаге т — Е зтешяоетет , И езазе ипе гтёвтайе 
4ш зу5ёёте (1) аатейата (а тергёзешайоп (9) ой 1е5 У (х) зо аё тех 
еп зифзйиат рюгтеЦететё Рехргезяотп (9) 4апз Гёедианоп (1) еЁ еп сот- 
ратгапё 1ез соерстепйз 4е эх (ж=т-Е 1, т,..., гЩт- 1). 

Та а6топзфга&отп Че сез \№6огётез ез(. Базёе зиг |е ]1етте зи1уаи(: 

ТЕММЕ. 5: 41а тайчсе Р®(х) а а аетове 4и ртетаег отате её (а 
таётсе Р®)(л) а [ез 4егговез 4и ртетёег её 4и зесоп4 ог4гез И елёзёе ипе 
стёвтайе 4и зузёте ротовёпе (6) ае (а рюгте (10) ой Е (х, а) тебёе ип- 
Гогттётепё Фогпёе 4апз 1е аотате а< < 6, «СО её 9, (т, а) езё ипе 
тайчсе фавопйе 4ёрше раг а рюгтше (11). 

’ Ропг аётопАгег се 1етте помз г6 13013 аи тоуеп 4е 1а за 6з\льи10п 
(12) 1’валамоп (6) & 1а Тогше (13) ой Л ем ипе шайлее Ф1авопа]е 4 
1а Гогше (14). Еп аррНацап\ 1а шё@Ло4е 4ез арргохипа(101$ виссеззлуез, 
поз ОБНепагопз 1а зайе 4ез таи1сез ИС (у=0,1,...) аейилез раг 


6* 
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]ез Гогти]ез (16), ой 9 (х, а) ез& доппёе раг 1ез огии]ез (15). Еп сВо1- 
$1ззапф 1ез сопзфатёез агЬИгалгез зи1уапф 1ез {огти]ез (17) оп офмеп& 
1’шёра! 6 (18), ой т=ют (°) 0 лапа «—> со Чапз 1е доташе !Р. 
Гез шёра6з (18) д6топАтеп& 1е 1етте. 

Роиг Абтоп4тег 1е \Швогёте 1 забзлопз {огтеПешет+ Гехргез- 
з10п (19) азпз Гёаааймов (6). Зо1епф 5 её Т 1ез шайлеез гё4илзапз 
гезресиуетет+ Р©) её 0®) & Та 1югше @Чабопа]е. А1огз еп сотрагап\ 
даюз 1’6ааамоп (20) 1ез сое сет: 4е а” (х=1, 0, —1,..., 1—т) 
е\ еп и 1Изапё 1ез побамопз (24), пойз айгопз ]ез @диа1отз (22). Оп еп 
ге 1ез ёадайопз (23) её (24), ой р зопь 4ез {асбейгз зушЬоНачез 
4611$ раг Па {огиа|е гбсаггеме (25). Еп гетагаиапф шаш4епаюь але 
1а табгсе (26) езё ипе 14ёрга]е 4е Гбачамоп (27) её еп гергёзепфаю\ 
|1 6ёота]е де 1’6аиайор (6) 4апз 1а {огше (28), поиз апгопз рог а6ег- 
полтег а шабсе К 1’69аайоп (29). Сейме 6апайоп реш &те пибогёе 
раг 1а {огпле (30), ой С езф ипе сопзфал{е агрИталге е\ У (5) езё ипе 
111 6ота]е агригате 4е Г6даайот (6). Ев з’аррауапь заг 1е ]етше 
Чётоп(гё, пой айгопз рог 1а тагсе К Гехргеззоп (31), ой Ё её С 
3016 4ез тафг1сез Богпёез дапз 1е доташе а <= х< 6, *С_ РБ. Еп сЪ01313- 
запф шаш{епап& 1ез сопзфап{ез агЬга1гез зи1уапф 1ез !огши]ез (32), 
пойз уоуопз чае 1е {Тбогёте езё угал. 

Тез (Вёогёшез 2 её 3 зе аётоп4гепь 4’ипе шап1лёге апа1озте. 

Ветагааопз да’аа Пей 4’ех1оег дфае ]ез з1опез 4е фоцез 1ез уа|!епгз 
А [а (№ —^;)] е В [«(м—^;] з01епф сопзбапфз, оп рей розег ипе сопд1- 
Поп Беаисоар шошз тезбмсйуе, А зауотг чае сВасапе 4ез уа1еигз 
В [< (№ —^;)] е ВА[“(м—»;)] з0о1 Ъогпёе ош еп зарёгеагетет*, ой 
реп 16 тлепгетеп(. 

Тоиз ]ез гезаЦа{з аае вочз ауопз оепиа з1Ъ3131епё Чапз 1е саз ой 
1е доташе де ]а уамайоп 4е х езё ип сопёомг гесмНае агЬ тайге 
Фа1 пе зе сопре раз ш-тёше; зеи]етепф ап Пей де заррозег 1ез уа]езгз 
В [в (\: —^,)] е В[<(м—^;)] Богпёез 4’ап сб4е, П {аа@га заррозег фие 
Е т ] её А о | 50п® Богпеез 4’ап с6(6, ой }(5) ез\ чипе 
Гопсбоп 41 гбаПзе 1е гергезев{айоп сопотгше 4’ап. сегбаа доташе 
ропг 1ечие] 1е сопфойг Ё езё ипе рагме 4е за {топ\ёге, 1а гергбзепка- 
Иоп 6апф 1еПе чае 1е сошомг Г а ройг ппаре 1е зестепь 0 Е=<& 
де |’ахе гбе]. 

Гез (В ботётез её 1е ]1етше, 46топ4г6з заза еть Чапз 1е саз ой Р, 
О её П зопё 4ез Тюпсйопз апа!уйаиез 4е х Бо]отогрВез дапз ап сегбашт 
доташте В. П Ча зеетепь гетр]асег 1’Вуро\ёзе де В [2 (М! — *,)] 
её В [< (№: — ^;)] 301% фогпбез 4’иап с646, раг ’Вуро!ёзе аа’ еп ез% 


а1п31 ропг в [«0.—^) 2] е В [2(=— м1] ‚ ой Г езё 1а Гопомой 


р й 
гбаИзапь а гергбзепфамоп сопогше 4и 4оташе В заг ип рагаПе]о- 
статше дае]сопаяе ауапё ип 4е зез зотптей А |’от1ете 4ез соог4опи6ез. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОБСГЕТТХ ОЕ Г'АСАОЕМТЕ ОЕ$З ЗСТЕМСЕ$ ОЕ 1085$ 


Серия математическая Земе та{пётаЧаце 


5 (1941), 85—94 


С. Н. БЕРИШТЕЙН 


О «ДОВЕРИТЕЛЬНЫХ» ВЕРОЯТНОСТЯХ ФИШЕРА* 


В статье зафиксированы и несколько развиты основные замечания, 
которые были сделаны автором на совещании по математической 
статистике в ноябре 1940 г. 


1. Предлагаемая статья имеет целью зафиксировать и несколько раз- 
вить основные замечания, которые были мною сделаны после докладов 
В. И. Романовского и А. Н. Колмогорова на совещании по математи- 
ческой статистике в ноябре 1940 г. 

Для лучшего выяснения принципиальной стороны дела я постараюсь 
быть возможно более элементарным и рассмотрю случай, когда «дове- 
рительная» вероятность основана на одном наблюдении. Но все наши 
замечания применимы и в более сложных случаях. 


Предположим, что производится одно наблюдение случайной величины х 
(давшее х=х,), подчиненной непрерывному закону распределения веро- 
ятностей, зависящему от одного параметра а. А именно, положим, что 
вероятность неравенства 


И а <. (1) 
12 
11 = 


равна \ (в @ (например О УЕ) 


Согласно классической теории, только в том случае имеет смысл говорить 
о вероятности, что неизвестный параметр а (после того как наблюдение 
дало значение х—=2,) удовлетворяет неравенству 


з. с 
а. (2) 
* Быть может, не лишним будет укззать. что подвергая здесь критике понятие 


«доверительности», я ни в какой мере не хотел бы умалить значение той части 
исследований Фишера и других английских статистиков, которая связана © зада- 


чей построения таких функций Р(2о, ..., у, арьи: ..., ав) от р -- 1 независимых 
величин 5, 21, ..., Я, (0 < р< К), подчиненных одному и тому же закону вероят- 
ностей Р(х, а,, ..., аз), законы которых при любых данных значениях 2—1 Л) 
не зависят от а1, ..., а,. Мои возражения относятся только к «доверительному» 


истолкованию результатов. 
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если и до наблюдения величину а можно было рассматривать как сто- 
хастическую. В частности, если р(а) есть априорная плотность вероят- 
ности а, то априорная плотность вероятности х равна 


Р(®) = \ р(а) /(— а) 44; (3) 


поэтому, согласно формуле Байеса, вероятность неравенства (2) равна 


х1 10 
\ р (4) | (х, — а) да : и 
Ф (т, 8, т тр ЗРЯ — Р(а) \ р(7,— 2) 7 (1) 4. (4. 
{ р(а) } (2, — а) да 15 


—©< 


Формула (4) дает, таким образом, вероятность неравенства (2), каков 
бы ни был рассматриваемый нами промежуток (7,1, 2, —&). К сожа- 
лению, обычно наши сведения о функции р(а) весьма неполны, а потому 
и формула (4) дает значение Ф(х,, #,,Ё,)) лишь приближенно, причем 
точность этого приближения зависит от степени точности наших знаний 
о функции р(а). 

2. Это неудобство, соответствующее существу проблемы, явилось 
причиной того, что английские статистики, во главе с Фишером, сочли 
нужным отказаться от формулы Байеса и ввести некоторое новое понятие 
или, вернее, некоторое новое слово «доверительность». 

в 

Рассматривается некоторая пара значений (,, Ё, таких, что \ ав 

10 
—=1—4(1,, #,) весьма близка к единице (например 2(&,, &,) =0,05); они 
обладают следовательно свойством, что вероятность неравенства (1) 
отличается от единицы на данную малую величину © (&, ,), и после 
того как наблюдение дало х=х,, отрезок (т, —&,2,—&) называется 
«доверительной» областью величины а, соответствующей «доверитель- 
ности» 1—2 (Ё, (,). 

Против введения нового термина «доверительность» можно было бы 
не возражать, если бы в это слово не вкладывалось содержание, отличное 
от того, которое принято при его определении, и кроме того, принци- 
пиально противоречащее первоначальному определению. 

Действительно, Фишер и его последователи считают, после того как х 
получило значение х,, величину 


[в 


=, в) 


то 


доверительной вероятностью (доверительностью) того, что а находится 
в промежутке (т, —1,, х, —&,). Но так как принципиально &,, {, могут 
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получать любые значения, то «доверительная» вероятность удовлетворяет 
всем аксиомам, характеризующим классическое понятие вероятности, 
и к ней применимы все теоремы теории вероятностей, а поэтому при 


каком-то выборе функции р(а) в формуле (4) «доверительная» вероят- 
ность должна совпадать с Ф(х,, &, Ё), т. е. мы имели бы 


п п 


7) 4 = Бит} Рф О а @ 


ь Г 


при любых значениях +, {,, (,. Отсюда следовало бы, что при любых 
значениях 1, ит, 


—В1 1 
1(е,) Е (=, м (1) к 


т. е. р(а) =Р(1) должно быть постоянным на всей действительной оси, 
что невозможно (так как равномерное распределение вероятностей на 
всей действительной оси невозможно). Кроме того нетрудно видеть, что 


равенство (4) ведет к тому же противоречию, если мы допустим его 
справедливость только при одном х, для данного &, и любого & > 4.. 


Нет надобности доказывать, что если доверительная область (т, —2,, 
х, —(,) окажется частью области, где нахождение а заведомо невозможно, 
то Ф( т, &, &) =0; если например известно, что 14а! < 3, то ни один 
здравомыслящий статистик не станет пользоваться доверительной веро- 


2 


ятностью \ 1(#) 4 для промежутка —2<5—а<2, если одно наблю- 


дение дало случайно т, =5. 


3. Равенство (4) может быть приближенно правильным при 


некоторых более или менее определенных допущениях относительно 
априорной вероятности р(а), означающих, по существу, что «довери- 
тельная область» является частью достаточно большой области, где р (а) 
более или менее постоянна. А именно, верна следующая 


ПРЕДЕЛЬНАЯ ТЕОРЕМА. Если для любых положительных г < 1 
и Г, можно указать такое п,. что при всех целых п > ть 


7, — 
[ и н- < Д-- а, 
= а) _ 
когда |1’ [., |1”. = Ё, и вообще Е «с, где с >= 1-е не завися- 
7% 


щая от п постоянная, каково бы ни было значение а, то при п —> © 
1 
1) 1 (0) а 1 
В ЫН йе . 
Феи) =- > \/(1)а 
р —1) 1 (1) @1 10 


(+ 
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Оля любых 2, 1,1. [Стремление к пределу равномерно, если довери- 
тельный промежуток (1,—&,1,—,) находится внутри произвольно 
данной конечной области. ] 

В самом деле, каково бы ни было наблюденное значение х,, можем, 
при данном произвольно малом = >> 0, взять число [Г настолько большим; 
что 


ха-+Ё 


(6 аг> 1-е 


х1-Ё 


и кроме того ЁБ>|2,—&|, С>|х,—&|. После этого, определяя п, 
согласно условию теоремы, имеем при п > п, 


1 1 1 


рн (27) \ (ай < вн (а, а < (19) р (2) \ (а, 
ха-+ Г ха + Г, ха Г 
в. (2') \ ое < \ рифа < А р) | 104, 
х1—Г х1-Ё х1-Ё 


где р, (х’) — наименьшее значение р,„(х), когда |х| < Г. Следовательно 


Р» 2’) (1—:) < \ Рл (1, — В) 1 (6) 4 < р» (2) [1 — = с] < р, (х') (1- =), 
откуда 
11 1 
= \ 71 (8) @ < Ф, (х,, , #,) < а 7 (2) 4Е, (5) 


7 


5 


что и требовалось доказать. 


4. Без сомнения, вообще у нас нет особых оснований надеяться, 
что на практике условия теоремы выполнены. Поэтому теория вероят- 
ностей определенно заявляет, что заключение, основанное на 
одном наблюдении, вообще, ненадежно; но если положить 
а=М. 0. х, то доказанная выше теорема будет применима для определения 
а/п после п наблюдений х,, ...,7„. А именно, из только что дока- 


занной теоремы следует, что вероятность неравенства 
Ан, (6) 
2-Е Е: = 
ы В “=Х, при достаточно 
т 


большом п, сколь угодно мало отличается от доверительной вероятности 


после того как было наблюдено 
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т 
этого неравенства * фз (#) 4: при единственном допущении, что р(а) 
5 


непрерывна вблизи а=Х, и 2 < <=, Мил а = 4 


Таким образом, теория вероятностей, без применения термина «дове- 
рительность», е давних пор пользуется ею, как предельной вероятностью, 
и дает совершенно точные указания, в каких случаях это законно; 
в частности, поскольку закон больших чисел, в широком смысле слова, 
является единственной основой изучения стохастических явлений, прин- 
ципиальное превосходство «доверительного» определения а из неравен- 
ства (6) при помощи п наблюдений (вместо одного) заключается не 


1. 


столько в том, что той же «доверительности» соответствует в И п раз 
меньшая область, как в том, что эта область при каждом Х, более 
надежна, так как с увеличением п доверительная вероят- 
ность приближается к действительной эпостериорной 
вероятности. 


5. Применение доверительной вероятности Фишера к определенной 
области (2, —(,, х, —&,) является практически приемлемым с классической 
точки зрения и в том случае, когда можно быть уверенным, что истинная 
вероятность неравенства (2) не может быть значительно меньше «довери- 
тельной», т. е. 


1 —@ (1, 4) 
Ф(х,, в, 8) > ИТ , (7) 


© 


где 6 невелико. 

Для этого достаточно, чтобы р (6) = (1-5) р(а), если а— любая 
точка внутри доверительной области (х,—1 <а< т, —&), между тем 
как 6— любая точка вне этой области (6 <, —& или 6>х-—&). 

В самом деле, в таком случае 


| 
р. — а 
Ф (21, 1, 1) 5 


—Ф 1 (0 у: т 
рано + Гры - 90а 
—© и 
$ 

(2 @ 
р: “о 
2’ в 


Гоа + Гоа 
[о 


о 


* См. 4-е издание моего курса «Теория вероятностей» (добавление 4-е). Как 
и пы 
т 1 2627 
известно, если существует М.О. (2 — а)* = с*, то Нт \ (= == \\ 97 
И—= оо с Иж 1 
10 0 


какова бы ни была данная функция ] (1 =} (1. 
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где & есть некоторая точка внутри промежутка (5, —#,, 2, —&5), п--неко- 


торая точка вне этого промежутка, поэтому, согласно принятому условию, 


© 


Р(1) = (1-8) р(Э. Следовательно 


(Чё) _Фыь ва) 1—а(% а) 


ПО, бо" 


и 
1—Ииа 
‘о 


откуда вытекает (7) (например, если %(, 2) ==,8=1,тоФ(х,, 4, &,) > 


20? 
2 1 


6. За [исключением указанных или аналогичных случаев примене- 
ние доверительной вероятности для оценки вероятности неравенства (2), 
после того как найдено определенное значение х=х,, может 
иногда приводить к грубым ошибкам. Правда, очевидно, что в случае 


%(1,,ё,)=0, при любых предположениях относительно р(а), мы будем 
иметь 


а потому чем меньше х(1,,#,), тем менее следует считать вероятным, 
и 

что разность между Ф (т,,(,, &,) — \ /1(:) 4& будет значительна. Точный 
10 

смысл этого утверждения вытекает из следующего замечания: интегри- 

руя равенство 


10 2, ОТ — << ДО <<, получаем 


э5 со 11 (1 
\ Р(х,) -© (х, ‚ 2, #,) ах, = \ ь Р (т, —#) 1 (2) а ах, = \ 7 (2) Е, (8) 


10 


или {иначе говоря, доверительная вероятность является математическим 
ожиданием апостериорной вероятности неравенства (2). 

Вполне естественно желание, когда мы ничего не знаем о р(а) 
(а следовательно и о Р(5)), воспользоваться для определения не- 
известной величины Ф (т,,2,,Ё,) известным нам математическим ожида- 
нием этой величины. Принимая во внимание, что дисперсия 
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| 


М. 0. [ Ф(л, 4,8) — ое м. № [ У я | 


10 


— = 7 (1, Ё,)) г | о (2, 2, <Я (2. 1) (1 РА (2, 1,) <Я (2, #,)), 


мы можем заключить на основании леммы Чебышева — Маркова, что 
вероятность неравенства 


Фа.) = \ /@ а Иа) (9) 


1 1 т, 
меньше, чем —; при любом 5 >> 1; полагая например _, = |“ *(1., #,), на- 


ходим, что вероятность неравенства 


1 


Фа) — \ 1) а 


2 (1,1, 


= 


С ЕЬ 
} 


5 


больше, чем 1— И «(1,,6), т. е. сколь угодно близка к 1, если (1, &) 
достаточно мало. 

Поэтому статистик может в каждом частном случае пользоваться 
доверительностью 0,999 только тогда, когда считается практически допусти- 
мым пренебречь вероятностью 0,1 (а не 0,001). Но вообще, если о р(а) 
ничего не известно, «доверительность» приобретает реальный смысл 
в соответствии с ее первоначальным определением лиить тогда, когда 
она применяется к большому числу независимых наблю- 
дений т,,х,,...,т„, а именно, в силу закона больших чисел, частота 
случаев, когда а будет находиться в соответствующих доверительных 
областях, будет близка* к доверительности (так же, как и средняя 
арифметическая из Ф(т,,2,,2,)). Однако если во всех наблюдениях а 
оставалось неизменным, то, как мы видели выше, определение а при 
аль... 


ь будет не только в Ул раз точней при той же 


помощи 


«доверительной» вероятности, но она будет уже весьма близка к инди- 
видуальной вероятности нахождения а в данном промежутке 


Е = 
п п п У т 


большого регулирующее действие закона больших чисел приводит 
уже к практически одинаковым значениям для апостериорной вероят- 
ности при любых предположениях 0б априорной вероятности р(а) 
(лишь бы они не были придуманы нарочно вопреки всякому здравому 


смыслу). 
7. Для выяснения недоразумений, которые могут возникнуть на прак- 


И у 1 ия Ва: 512 1 : 
@ Я - >» 1 ве пр а о о так как для п достаточно 
№ 


* Согласно сказанному выше, это утверждение было бы, очевидно, непра- 
вильно, если бы было нарушено условие независимости значений <; и рассматри- 
зались бы, например, только те из них, которые находятся в некотором данном 


премежутке. 
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тике при слишком большом доверии к «доверительной» вероятности, 
рассмотрим следующий пример. 


Предположим, что на складе имеется большое число ящиков 


(А, А,,.... А, ...), содержащих объекты, потребительная ценность 


_ (28 


которых 2х; рублей в ящике А; подчиняется закону Гаусса т ы 


с дисперсией 1 и центром а.. 


По техническим или экономическим соображениям в каждом ящике 
А; проверена ценность х,; только одного объекта. Полагая &, = — + *=2, 
получаем для каждого а; доверительную область (т7,;—2, х,:--2), соот- 
2 12 


в 1 а Е 
ветствующую доверительной вероятности —— \ Е 0—0. 


У2= _: 


2 


Продавец на всех ящиках наклеивает доверительные ярлычки: 
|@,—2,:|<2, и считая, согласно Фишеру, излишним предупреждать 
покупателя, что надпись ярлыка основана только на одном наблюдении, 
лишь честно объявляет, что имеется 5% ящиков с ошибочными отметками. 
Если покупатель пришел в магазин с тем, чтобы купить любой из ящи- 
ков, то лишь в одном случае из 20 содержимое ящика не оправдает 
своего ярлыка; но если покупатель желает получить один или несколько 
ящиков с определенным значением а;=а (с точностью до +2), то 
мы бы ему посоветовали обратиться в магазин, где сортировка товара 
производится более осмотрительно. Действительно, если покупателю 
нужны, например, ящики с объектами высокой ценности, соответству- 
ющими средней а,=а, которых сравнительно мало на складе (апри- 
орная вероятность р(а) мала для больших значений а), то весьма 
вероятно, что из купленных им двадцати ящиков с требуемыми дове- 
рительными ярлыками негодным окажется не один, а более десяти 
ящиков. 


Если техническая трудность или дороговизна выборки настолько 
велика, что из каждого ящика может быть исследован только один 
объект, в таком случае необходимо было бы знать (априорную) плотность 
распределения р(а) на складе. Тогда ярлыки, обеспечивающие не более 
5% ошибок, соответствовали бы промежуткам (х,; + &,) неодинаковой 
длины, но они гарантировали бы покупателю, что каков бы ни был 
определенный ящик, который он приобретает, вероятность ошибки 
действительно равна 0,05; {; определяется из равенства 


Ф(х 


в 
о 8, #;) те аа —= 0,95. 
[р(и - Це Аа 


—с 
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Я не буду останавливаться на вопросе о том, как практически 
определить р(а), на основании известного для всего склада распреде- 
ления Р(х,;) взятых из каждого ящика величин х,:; эта задача теоре- 
тически решается при помощи равенства 


12 


е 26, (#) =6,, (1), (10) 
где 6, (#) = \Р(2) е” ах, 6, (= р (а) е а — соответственно, характе- 
ристические функции х,; и а.. 


Равенство (10) полезно также иметь в виду для того, чтобы предо- 
стеречь слишком усердных сторонников Фишера от поспешного вывода, 
что поскольку при весьма большом числе опытов частота случаев, когда 


5 


Л 
х..—а;| < приближается к тому же самому значению —- 
ы У = 


„—м- 
© 
1 
55| 
>. 
< 


независимо от того, считаем ли мы данным а; или х,; (я надеюсь, 
что предыдущие страницы разъяснили читателю, что это утверждение 
ошибочно), — предельные частоты или вероятности р(а;) и Р(х,; 
должны бы совпадать * или по крайней мере должны быть связаны 
симметрично. 


Резюмируя вышесказанное, мы видим, что отказ Фишера от фор- 
мулы Байеса приводит к смешению статистической частоты с матема- 
тической вероятностью и к отожествлению случая, когда доверитель- 
ность весьма близка к действительной апостериорной вероятности, с тем 
случаем, когда она является лишь какой-то средней из различных апостери- 
орных вероятностей. \ Поэтому в последнем случае применение доверитель- 
ной вероятности может приводить к тем же ошибкам, которые связаны 
с рассмотрением общих средних для сложных совокупностей, как 
например применение среднего коэффициента смертности или грамот- 
ности стомиллионного населения данной страны к различным его 
группам. 


Математический институт им. В. А. Стеклова Поступило 
Академии Наук СССР 20 Г 1941 


ух 


* Если бы вместо 1; мы рассматривали! &„,; = г 


то при достаточно большом п распределение вероятностей &„„; действительно стре- 

милось бы кр (а,), так как, обозначая через 0, (1) характеристическую функцию <,,,, 
12 

мы имеем тогда вместо (10) равенство е Г: 0, (1) =8,„(1), из которого видно, что 

6, (2) >08, (2) при п ©. 
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Ух. ВЕВХУТЕМ. ОМ «ЕТО ССТА1» РВОВАВИАТТЕ$ ОЕ РЗНЕВ 


КОЕММАНУ 


Газвег’» гедесиой оЁ Ше Гоглу]а 01 Вауез 1еа45 10 ап ицегспаиее оЁ 
бе зфай$1са] тедиепису \Ий Ще ша\фетайса! ргофраБИцу ап № 
'‚ЧепийЙсамой оЁ (№е сазе, мпен Ше ИдисЦу 13 гаег с]0озе 10 4Ёе геа| 
а розетог ргораЪИцу. мин Ше сазе, мпеп Ц 13 оп]у зоше ауегасе о? 
ЧИТегевЕ а розёемоге ргорарИилез. т 118 1аз6 сазе {Ве аррИсайоп о 
Ффле Посла! ргораб у тау Теа 10 Ше зате сггогз, уВлеБ аге соппес- 
{е4 миЬ 1Ме соиз!Чега оп о{Ё хепега] ауегасез Гог сотрИсафе асргеса\ез, 
аз, Гог шЭаисе, 1Ъе аррИсапоп оЁ \Ше меап тшома]Шву ог \ЩегаП%у 
сое слет: оГ а пилагеЯ шИЦой роршШацоп оЁ а слуеп сошту 10 Из 
ЧИТегет{ сгоирз. 

ТБе ац\Мог ро!($ оц! фа! 11$ сгиаозт 1 по мау апиаз а! гедисшя 
Фе уаше о{ \№е туезисайопз оЁ Е1зВег ап о\Вег еп ИзЬ аи\Тогз, 
мае соаш а зег1ез о{ парогбапЕ гезаИз тАереп4еп{ о{ {Ве пойоп 
о! «диску». 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГТЕТ1М ОЕ 1'АСАРЕМ!Е РЕЗ ЗСТЕМСЕЗ$ РЕ 1/085$ 
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© КОЭФФИЦИЕНТАХ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 


В работе устанавливается связь между плотностью коэффициентов 
размножения в ряд Тейлора периодической целой функции и ее ростом. 


Как известно, не существует целой функции, имеющей два периода. 
Очевидно также, что периодическая целая функция не может иметь 
круговых симметрий за исключением простейших — четности или нечет- 
ности. Другими словами, если }(2)— периодическая функция, то 
равенство ] (=) =Ф (37), где ‹ (2) — целая функция и р 2, невозможно. 

Действительно, допустив, что }(2)=0 (22), р>2, и считая 1 перио- 
дом /(2), мы получим, что 


1 (=) = 1 (3) = 1 (о о) = 7 (0). 


где о? =1. Отсюда следует, что, кроме 1, / (=) имеет период хио-= +1, 
если р>2. 

Это последнее обстоятельство указывает на то, что у периодической 
целой функции коэффициенты ее разложения в ряд Тейлора не могут 
слишком часто обращаться в нуль. Действительно, можно установить 
связь между множеством равных нулю коэффициентов периодической 
целой функции и ее ростом. 

Пусть периодическая целая функция ](2) представлена своим раз- 
ложением 


со 


Я № Чиа". (1) 


п-=4 


Введем понятие плотности коэффициентов. Обозначим М (п) число 
коэффициентов а, +0, А=0, 1, 2,... п, и положим 


— 
=: 
= 
| 
| 
1 
. 
о 
[557 
= 


Тогда может быть доказана 


ТЕОРЕМА. Если /(з3)= У а, - целая периодическая функция 


=—. 
= 


й 
порядка ри плотность 0е коэффициентов а, равна у, то 15, . 


Для доказательства этого предложения будут нужны следующие 


леммы. 
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ЛЕММА 1. Положим = Ви 


п=со 
последовательности целых положительных чисел п <п,<п <... 


‚ где №(п) есть число членов 


со 
-2 
не м <... Менешатов. Гогда в @) = П (1 = на удовлетворяет 
Ё 


неравенству | и (Е т) | < е\""+° <) при действи тельном и положительном г. 
Для доказательства этой леммы нужно знать границу сверху чисел п. 
Из условия леммы следует, что если п, < р, то ® < (1-+:)р для любого 


2>0 ир=р(:). Значит, пку+:)р] > р, и заменив р на Е ‚ мы 


получим, что п, >, =>0, р> ро (=) Отсюда следует, что 


м (+291< Ц (1+ и Г) < 


Соне НЯ ен г> = (е) © 


Е. 
для всякого з, начиная с некоторого г. Этим лемма | доказана. 
ЛЕММА ИП. Если }(2) — периодическая функция с периодом 1 имеет 
порядок р и представляется рядом Фурьг 
со 


#(2) = > Ане?тата (4) 


то функции в, (2) и в, (2), 


= А„п:; 5:1) =>, р. (5) 


=. 71=1 
в полуплоскости Вё=0 удовлетворяют не равенствам при 2 = ге® 


1 
Ро гсоз фа ео (г созф г) 


|, (2) | < Се _ 5 5=1,2, (6) 


где С не зависит отли —-<9<-. 


Действительно, А„ и А _„ удовлетворяют неравенствам 


о 


—-6 


и" 
| А, | <е (7) 
для всякого 8 >0и |[п| >|п(5) |, так как из представления 
1 —®— 
т ) лы оно, (8) 
||[=6 
и неравенства 
Ш 2 (1 219* 
(| < Се $ 121» В(9), (9) 
верного для всякого =>0 при |2|> (=), следует, если положить 
1 
8-9 и \2- 18 
=. (=) ыы 
в формуле (8) з=е (п_> 0), или з=е (п< 0), чт 
о С 
|1, <е р 8> 0, (10) 


для всякого $ >0 при |п| > !п (8) |. 
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97 
Из неравенства (7) для функций 5, (2) и ь, (5) следуют неравенства 
со а 
у —п т с05 Ф 1$ 
|5. (2) < С Уе т Ре (11) 
П=1 
где $=1,2 иб>0 произвольно мало, С=С (5), или 
Ви 
Ре. 
—п' т с0озФ п п+2 шп 
15, (2)|=С, шах [е (12) 
1<п<оо 


Максимум в правой части этого неравенства может быть легко найден, 
и полагая, что он осуществится при п=лп,, мы получим, что 


пе т ` (43) 
И. 
откуда 
25 с0зх 1 г-о (7 с05$ п гс03 $) 
в, (=) | < Се ь (14) 
где С не зависит отзи —^ == - 


РЗ * 
Пользуясь этими двумя леммами, можно уже доказать нашу теорему. 
Без нарушения общности можно предположить, что период нашей целой 


функции / (2) равен 1. Сравним прежде всего представления целой перио- 
дической функции рядами Тейлора и Фурье: 


2 


сс со 
#(=) == у а," = я Азе?тиз; 
п=0 А=— с 


(15) 
откуда следует, что : 
гта © ть с 
в [ -е И А А" | (16) 
и И р а! . 
а, = (п); (= ия рН ИЖ У д 9) 
А ЙЕ 


5 т 
при 2 =7е? и — 


На основании леммы П и непосредственных оценок, для функции ф (<), 
Е 


х п 
= Ф = и й следует неравенство 
р—1 


а т с05 фт 310 фг-о (т с05 Ф шт) 
[$ (5) [< Сие 
где С, не зависит от 5. 


(18) 

Пусть. вое вр=Е О, ‘если рэп, в =1,2,..., ий, =0, если р=т,. 

Если у — плотность отличных от нуля коэффициентов а, в формуле (17), 
то по лемме 1 функция и (5), 


(19) 


удовлетворяет неравенству 


|ш (2) | < ет; Тот (20) 
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и кроме того: функция и(2)$(2) имеет нули при всех целых положи- 
тельных значениях и, другими словами и (2)$(2) =0, п=0, 1,2, ... 
(аа можно положить равным нулю бе? нарушения общности нашей 
теоремы). 

Допустим теперь, что 1 < $ ‚ где / — ранее определенная плотность 


отличных от нуля коэффициентов /(5), ар > 1— ее порядок. Тогда 
р 1 
р 


<1—24, и всегда можно найти В, удовлетворяющее неравенствам 


А ра: (21) 
Построим вспомогательную функцию Р (5): 
Е (=) = о е-вВ2 ш (1+2) (22) 


где и (2) определена равенством (19), а $(2) формулой (17). Эта функ- 
ция Ё(2) будет, по способу выбора функции и (2), регулярна в полу- 
плоскости Аз > 0 и в этой полуплоскости, благодаря неравенствам (18) 
и (20), будет подчиняться условиям 

1Е (+) < е(В-2у—1) го (г) (23) 


1 
(= -в) тп го (г|пг) 
й 


|Е (г) | <е (24) 
и при = Ф < г ==" 
|Е (2) < Ае* (25) 


где А ит не зависят от г. Но, как известно, условий (21); (23), (24) 
и (25) достаточно для заключения, что Е (2) ==0*. Отсюда следует, что 


и Ф(2) =0, а значит и } (2) =а,=0. Другими словами, 1 > 


Л 
5-, И наша 
Зо 
теорема доказана. 
Математический институт им. В. А. Стеклова Поступило 
Академии Наук СССР 30 ХПИ 19% 


А. СЕГЕОМО. ОМ ТНЕ СОЕЕЕТСГЕХТХ ОЕ РЕКТОПС ЕОМСТГО М5 
ВОММАВУ 
Тре ргезепь по\е сопашз \Ше ргооЁ о Ме !оПо\мушо ШФеогет: И 
1(2) 13 ап ицесга! регло41е апсйой оЁ ИпЦе ог4ег р, ап@ 1 13 Фе 4еп- 
бу оГ \Ъе соеМелеп( о! \Ше Тау1ог зеглез оЁ /(2) ппедиа| {0 хего, 


. . о АИ . : 
уПеге \] 15 АеЙпей аз у=Иш зы ‚ М (п) еше Ше пашЪег оЁ @1Шегепь 
со 
к а . В 5 х ый 1 п 
{го 26его соеМелет8 атойо в, @,..,. а Га)" Оо 


1 


* Если функция ](5) регулярна в полуплоскости В (5) 20 и в этой полупло- 
скости удовлетворяет условиям 
ю Погоду № по, 
г ШГ 
то / (2) =0 (см. @. Ро1уаи С. Влесб, АщваЪеп апа Бевтг2а42е амз ег Апа!узз, 
Ва. 1, а ег Арзсвп., 326 АШо., ВегПи, 1925). 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


ВОБГЕТ!М ОЕ ГАСАОЕМ1Е РЕЗ ЗСЕМСЕЗ$ ОЕ 1085$ 
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Л. 0. ГЕЛЬФОНД 


0 СОВМЕСТНЫХ ПРИБЛИЖЕНИЯХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ЧИСЕЛ 
РАЦИОНАЛЬНЫМИ ДРОБЯМИ 


В рабоге устанавливается точная связь между решениями задачи 
об одновременном приближении степеней алгебраического числа дро- 
бями с одинаковыми знаменателями и задачи о построении линейных 
форм от степеней этого же числа, достаточно быстро стремящихся к 
нулю. 


Пусть © будет корнем неприводимого уравнения 1 (2) =0 с целыми 
рациональными коэффициентами и старшим коэффициентом, равным еди- 
нице. Возьмем алгебраическое число высоты А 


р-1 
\ р Г 
= 4,2, шах |4,|=А, (0) 
т О3А<р-1 
где все числа А, 1=0, 1, 2,... , р- 1, целые рациональные, 
О (А.. А,. ..., Ари) =Т и рр степень уравнения /(2)=0, которому 


удовлетворяет в. Построим число &, союзное числу &. Тогда 


р-1 
он 2 (С ас (2) 


в-=0 


левое Си Саи (Сре 
единственным образом (с точностью до знака) и 


— целые рациональные числа, определяющиеся 


где ЛМ— целое число. Мы можем определить союзное число единствен- 
ным образом, положив С, > 0, если допустим, конечно, что ас 


= 


Относительно линейных форм & можно доказать следующую 
теорему. 


р 


ТЕОРЕМА. ШМусть имсется последовательность форм &,, высоты во- 
торых неограниченно растут, 


р! 


65 = я Аз 9”) шах | Ав з| =А,, (1) 


2 05 й«р-1 
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где х— алгеб раическое число, целое и степени р и Б(А,„., А... 


..., Ара) =1. Если существует такое Х., не зависящее от коэффици- 
ентов форм &, что для всякого $ выполняется неравенство 
й 
о | 
151 < рт › ЗЕЕ сво с (5) 
$ 
то можно найти такие целые рациональные числа Ч, --.›4риз) ЧТО 
для всякого $ будут выполнены неравенства 
й 
к 1 Е 
| Сразо И МР». Е =1, га д (6) 
2—1 
Ср 


где }., зависит только от в, а С, ; ; есть коэффициент при (р—1)-ой 


степени а в форме &, союзной форме Е. Обратно, если дана последова- 
тельность чисел С„,„, при которых выполняются неравенства (6), то 
можно построить последовательность форм ё‚, удовлетворяющих нера- 
венствам (5). 

Существование связи между линейными формами от степеней произ- 
вольного числа, в смысле нижней границы отклонения такой формы 
от нуля, и одновременными приближениями этих степеней рациональ- 
ными дробями было установлено еще А. Хинчиным (*). В настоящей 
работе эта связь дана для определенного класса форм от алгебраиче- 
ских чисел в точной форме. 

Для доказательства нашей теоремы мы покажем прежде всего, что 


если А, — высота формы &, а С,— высота формы &,, то 


р—1 = 
С.А, ‚ №20, (7) 
где )., зависит только от числа & и его сопряженных по уравнению. 
©—1 
Действительно, умножая & на форму Г, = » Во”, мы получим, что 
®—0 
р-+ р-1 р—1 
и 7: ВЕ- 1 
НИЙ № Аз 2 > Ву = х р, 
К=0 в=0 ®=0 
р-1 р-1 (8) 
р о Е 
п=0 1=0 


где все числа Ч.1,т— Целые рациональные, зависящие только от © и его 


сопряженных. Полагая 
о—1 
шах  |а 1 =а; Рик = № Чт т Ар, (9) 


0< Е, (, т<р—1 
<> |. 1—0 


мы получим, что |Ё„ „|= ра4А,; кроме того все числа Ё„, будут келыми 
рациональными. } 

Рассматривая величины О,, А =0,1,..., р—1, как линейные формы 
с целыми рациональными коэффициентами РГ„)„, относительно перемен- 
ных Ви, мы можем, с помощью принципа Дирихле, выбрать числа В» 
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целыми, зв совокугности отличными от нуля и удовлетворяющими нера- 
венствам (*) 
Ви < 1+ (р’аА, + (10) 
и притом так, чтобы 2, =2,=...=0)„,=0. Но &« удовлетворяет непри- 
водимому уравнению, и поэтому форма Г, может отличаться только цело- 
численным множителем от формы Ё. Отсюда и следует неравенство (7). 
Введем в рассмотрение полиномы 


р-1 р! 
Р; (2) == » д 0. (=) = я ба (11) 
®=0 Е=0 


где А,, и С,„. будут соответственно коэффициентами форм & и &. 

Обозначим &,, #,,...,@›, числа, сопряженные целому алгебраиче- 
скому числу ©. Тогда, по свойству симметричных функций корней алге- 
браического уравнения, мы будем иметь, что 


р! 
|, | ПР, | =1, (12) 
1=1 
откуда следует, что 


ГР, (2) [2 - 


р И (13) 
|Р, (а) | ПЕР» (ак) | 
Е 

Но пользуясь неравенством (5) и непосредственно оценивая сверху 

|Р, («,) |, мы получаем из неравенства (13) неравенство 


ГР, (&) [> \,А.. [== 1, 2 ни, РИ (14) 


где ^, зависит только от %. 


Форма Ё- союзная форме $. иоэтому 
ВОО А Е (15) 


Отсюда следует, что 


м, ся 
| 95 (в) [= ры р [. (16) 
Но из неравенств (5) и (7) непосредственно следует, что 
- в’, о 
АУТ < ГР, <), (9 | < пер №4" =, (17) 


Из неравенств (14), (17) и соотношения (16) непосредственно следует, 
что 


|6 (в) | < = 4’, рыбе: рак. (18) 
Кроме того мы непосредственно имеем, что 
в — Лон = 1 рь 
ГО. (2) | РЯ (а) | Е А, ' (19) 
Обозначая корни полинома 0,(2) через В,„, К=1,...,й, р -1, 


и принимая во внимание, что коэффициенты полинома О, (2) целые рацио- 
нальные, мы из неравенств (18) получаем неравенства 


| Ро 
1 


= Известин АН, Серия математическая, № % 


У Вых (20) 
8 
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Эти последние неравенства, так как они верны при сколь угодно боль- 
их А., показывают, что {=р—1 и 


В = Я Е Тв,вз Пт Тв,в = 0. (21) 
#00 
Более точно 
.. ий 
АА Е д } 
Перв 7 ЕЙ — я. : (22) 
з ы 
ГП — 3%.) | 
В=1 
а=ЕК 
где ), зависит только от %. Поэтому мы получаем, что 
|1 Оз (а) | - др-х : 
яя >^, А (23) 
ПП! — 3,1] 
1 


где ^ зависит только от 9, так как х не равно ни одному из +%,, 


1=1,2,..., р 1и |0, (&)| удовлетворяет неравенству (49). 
Из неравенств (18) и (23) следует, далее, что 


р— 1 
О, (ах) | _ ‹ 
С, < 4*. (24) 
В==1 и 
Отсюда следует окончательно, что 
|8 | = А, — (25) 


где ^, зависит только от 4. 
Пользуясь неравенствами (7) и (25), мы можем дать новое представ- 
ление полиному 0, (2), именно 
р-1 р-\ 
О; (= ее 1 ЕЕ — В») == брт П (2—@, — ьл) = 
=1 #=1 
о р-2 
1 К Эд 
== И 1. 2—9) НЕ УЬ В, к ы (26) 
А=1 я =0 
где 
ль ма, КО, 2 а: (27) 
Так как х корень уравнения / (2) =0, то 


8 


р 
Об, ГУ в = 


®—0 
р? р-А-1 _2 
аы 50- 1 —А—п—1 
р Ст, к С 1,5 У (75 р аи = РЁ У 6, 42 ) (28) 
#=0 = й=0 
где положено } (5 =, г", а,=1. Из этого последнего соотношения 


следуют соотношения 
р-к-1 
С.» = ие У, ие" -}- Ь, КО... ра. ' 29) 


п=9 


СОВМЕСТНЫЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ЧИСЕЛ 


> 

Так как а, =1, то решая эту систему равенств относительно о, а?,... ‚яР-1 
и замечая, что детерминант этой системы равен 1, мы получим, что 

С О =... р, (30) 


где все 4», — целые рациональные числа, а 6,, вследствие неравенств (27) 


и (23) удовлетворяют неравенствам 
1 
о ь ве РЁ, р (31) 
где ^, зависит только от &. 
Это и доказывает первую часть нашей теоремы. Обратное утвержде- 
ние можно доказать легко. 
Допустим, что мы имеем последовательность неравенств (6) с Х,, не 


зависящей от С, ,‚„,, и неограниченно растущим С„_,„. С помощью чи- 
сел 9,; мы можем построить числа 


р-В-—1 
_ @ р „Чр-—к- п-а,з › К =0, 1, вр 2. (32) 
п=0 
Тогда 
р-—1 
0. (2 ) = о тре 7 = = бен хь ть (33) 
к 0 к=0 
где, на основании неравенств (6), 
ОВ Ао, (34) 
(РЕ 


и ^, не зависит от С.. 
С помощью принципа Дирихле мы можем теперь выбрать целые 
числа ОР, К =0, 4, ::.,р—\1, так, чтобы 
Во 
= 
[Ра з®^ | < А1оСр-1,; |Дьв| < к | ‚8 (35) 
где »^,, будет зависеть только от 2. 
р—а 
Полагая К, (2) = И" мы непосредственно получаем, что 
и=0 
р-! 
Па 2) 0, (3) = Уре Ни (2) 1 (2), (36) 
к =0 
где все #‚.— целые рациональные. С Е те 


(2) 0. (2) Е М. (2) С р-1,8 5. == у Ь,, В, (2 2) = 


^=о 


В, В, ( 
С а (*) А - 6, 22) $ В, (2) = Сы 9 ты ее. а - #(2). (37) 
Сравнивая соотношения (36) и (37) и пользуясь неравенствами (34) 
и (35), мы сразу получаем, что 


Пр, 3-06.., (38) 
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где /.,, зависит только от %. 
р-1 


и .. 
Построив форму, союзную форме &, = о. и замечая, что ко- 
®—=0 


эффициенты этой формы & будут иметь верхнюю границу, зависящую 
только от &, мы положим 


1 ©—1 
ве -еы УБ а о (39) 
в=0 &=0 
р—1 
Очевидно, что форма, союзная форме У быю может отличаться от 
®=0 
формы & (*) только множителем, не превосходящим 1. Поэтому форма, 
р—1 
<оюзная форме 2 С,.2, удовлетворяет условиям нашей теоремы. Теоре- 
&=0 
ма доказана полностью. 
Математический институт им. В. А. Стеклова Поступило 
Академии Наук СССР 30 ХИ 1940 
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Б. А. РОЗЕНФЕЛЬД 


ТЕОРИЯ КОНГРУЕНЦИЙ И КОМПЛЕКСОВ ПРЯМЫХ 
В ЭЛЛИПТИЧЕСКОМ ПРОСТРАНСТВЕ 


(П редставлено академиком А. Н. Колмогоровым). 


В работе изучаются системы прямых эллиптического пространства. 
Находится строение окрестности прямой в конгруенции, комплексе и 
во всем четырехпараметрическом множестве прямых. На основе ‚этого 
проводится изучение частных типов конгруенций и комплексов. 


Множество прямых нашего трехмерного пространства является не 
только одним из простейших наглядно представляемых пространств 
с числом измерений больше трех (оно четырехмерно), но также и про- 
стейшим анизотропным пространством, т.е. таким пространством, свой- 
ства которого не одинаковы по разным направлениям в окрестности 
жаждого его элемента. Поэтому представляет интерес изучать строение 
прямой в множестве прямых. В чем может заключаться изучение этого 
строения? 


Всякие две прямые в любом пространстве постоянной кривизны 
имеют кратчайшее раестояние, оэсуществляющееся ло их общему пер- 
пендикуляру. Если: две прямые приближать друг к другу каким-нибудь 
способом, то и кратчайшее расстояние и угол между двумя плоско- 
стями, проходящими через общий перпендикуляр, по которому осуще- 
ствляется кратчайщее расстояние, и, соответственно, через одну из на- 
ших прямых, будут стремиться к нулю, но отношение кратчайшего' рас- 
стояния к углу между построенными плоскостями будет стремиться 
к определенному пределу. Если приближать наши прямые друг к другу 
разными способами, по разным направлениям в множестве прямых, то 
этот предел будет принимать разные значения. Поэтому этот предел 
можно. назвать параметром прямой в данном направлении в мно- 
жестве прямых. При нашем сближении прямых оба конца общего пер- 
пендикуляра сливаются в одну точку, так же как обе построенные нами 
плоскости сливаются в одну плоскость. Эта предельная точка и пре- 
дельная плоскость тоже зависят от пути, по которому мы сближали 
прямые, и поэтому их можно назвать горловой точкой и горло- 
вой плоскостью прямой в данном направлении в множестве прямых. 

Картина строения окрестности прямой в множестве прямых будет 
выяснена, если мы будем знать зависимость значения параметра и поло- 
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жения горловых точек и горловых плоскостей на каждой прямой от 
направления, исходящего из данной прямой в множестве прямых. Эта 
задача в эвклидовом пространстве рассматривалась только для конгру- 
енций прямых (конгруенцией прямых в трехмерном пространстве назы- 
вается двупараметрическая система прямых, так что через каждую пря- 
мую пространства проходит одна и, вообще говоря, только одна пря- 
мая системы), где решение этой задачи было дано известными форму- 
лами Гамильтона и Мангейма. В этой работе мы будем решать эту 
задачу для эллиптического пространства, причем найдем не только строе- 
ние элемента конгруенции прямых, но и строение элемента комплекса 
прямых (комплексом прямых в трехмерном пространстве называется 
трехпараметрическая система прямых), а также строение элемента всего 
множества прямых пространства. 


1. Предварительные замечания 


Трехмерное эллиптическое пространство, как известно, можно опре- 
делить как трехмерную сферу в четырехмерном эвклидовом простран- 
стве, причем диаметрально противоположные точки сферы надо считать 
за одну точку эллиптического пространства. Будем называть наше 
эллиптическое пространство А*. Точки сферы, радиус которой (радиус 
кривизны эллиптического пространства) мы будем считать равным 1, 
будем характеризовать единичными векторами четы рехмерного эвкли- 
дова пространства х (1*, 2*, 1, 1“). Расстояние ® между двумя точками 
д и у пространства А* очевидно найдется по формуле 


608 ® = ху = 21" + х* у? - 23 ху". (1) 

Прямые пространства А* мы будем характеризовать плюккеро- 
выми координатами, т. е. числами 

р 2 хи 955 жи (2) 


где 2' и У координаты двух точек, лежащих на этой прямой (в даль- 
нейшем для определения прямой мы будем выбирать пары ортогональ- 
ных точек Н*, т. е. таких точек, что ху=0, и следовательно ® по фор- 


к 
муле (1) равно =). Каждой прямой соответствует шесть существенно 


различных плюккеровых координат. Если умножить плюккеровы коор- 
динаты на одно и то же число, то они будут определять ту же прямую. 
Шесть чисел г’, являющиеся плюккеровыми координатами какой-нибудь 
прямой, связаны соотношением 


ааа раза Ц ра4а3 — (), (3) 


Совокупность шести чисел г’ мы будем сокращенно записывать г, 
а уравнения (2) так: 


г = [59]. (2’) 
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В эллиптическом пространстве две прямые всегда имеют наименьшее 
расстояние «, и наибольшее расстояние ®,, осуществляющиеся по общим 
перпендикулярам (они также имеют минимальный и максимальный углы 
между проходящими через них плоскостями, которые равны тем же 
числам ®, и о,). А. П. Норден (*) предложил ввести метрику в множе- 
ство всех прямых А* (это множество прямых мы будем называть Р“), 
причем «расстоянием» между двумя прямыми он предложил называть 
число ®, связанное с инвариантами ®, и ®, этих двух прямых по 
формуле 


60$ ® = 605%, - 603%. (4) 


Таким образом наше многообразие Р* стало метрическим простран- 
ством. Оно допускает шестичленную группу, преобразующую его в себя 
с сохранением метрики (это группа движений Аз). Как нашел Норден, 
в пятимерном эллиптическом пространстве можно найти четырехмерную 
поверхность, метрика на которой, индицируемая эллиптической метри- 
кой пятимерного пространства, в точности совпадает с метрикой мно- 
гообразия Р*. Поэтому мы можем считать, что наше многообразие Р* 
погружено в некоторое пятимерное эллиптическое пространство А?. 


В качестве А° можно взять введенное И. Люротом и Ф. Клейном 
[см. (2), $5 19—23, стр. 79 —105] пятимерное проективное пространство, 
точки которого характеризуются шестерками однородных координат. 
Тогда те точки этого проективного пространства, координаты которых 
удовлетворяют уравнению (3), лежат на некоторой четырехмерной по- 
верхности 2-го порядка. С этой поверхностью мы и отождествим наше 
многообразие Р*, и всюду в дальнейшем будем считать, что многообра- 
зие Р“ является поверхностью с уравнением (3) в построенном нами 
проективном пространстве А°. Как поверхность пространства А? мно- 
гообразие Р“ имеет прямолинейные образующие и два семейства пло- 
ских образующих. Как нашли Люрот и Клейн, прямолинейные обра- 
зующие многообразия Р“*--не что иное, как плоские пучки прямых 
пространства А*, плоские образующие одного семейства — связки пря- 
мых пространства Аз, асимптотические линии многообразия Р“- раз- 
вертывающиеся поверхности в пространстве А®. 

Точки пространства А° мы будем характеризовать шестерками чисел 
р ирор ((, /=4, 2, 3, 4), вообще не связанными соотношением (3). 
Если для определения тех чисел, которые связаны соотношением (3), 
мы будем пользоваться уравнениями (2), в которых координаты точек 2* 
ну будут нормированы, а сами эти точки будут ортогональны, то, 
как легко проверить, и наши числа г’ окажутся нормированными 
соотношением 


712 ИВ 73° 5 14” 2 784" ву 42" р 728" —4. (5) 


Потребуем, чтобы координаты и всех остальных точек пространства 
В° были нормированы этим соотношением. Чтобы получить на много- 
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образии Р“ метрику Нордена, надо, как он нашел, ввести в простран- 
ство А° эллиптическую метрику с абсолютом 


т ла рые ие ре 28° — 0. 


Тогда расстояние « между точками пространства А*, координаты кото- 


рых Ги 5", ввиду условия (5) будет находиться по формуле 


60$ ® = Г$ = > -- 713513 + ое + 731534 + с о ео: (6) 


Формулой (6) установлено скалярное произведение точек простран- 
ства А°. 

Нормаль к многообразию Р* в пространстве А? пересекает Р* в двух 
таких его точках, которые (не забудем, что каждая точка многообра- 
лия Р* есть прямая пространства А*) являются абсолютными полярами 
в пространстве Аз. Как нашел Норден, линии кривизны многообразия 
р“ — такие линейчатые поверхности пространства А*, что все их прямо- 
линейные образующие параллельны между собой в смысле параллель- 
ности Клиффорда. Из каждой точки многообразия Р“ выходит не 
четыре взаимно-ортогональных линии кривизны, как это вообще имеет 
место для четырехмерных поверхностей в пространстве А°, а в каждой 
точке многообразия Р“ существуют две вполне ортогональные плоские 
площадки, каждое направление в которых соответствует линии кри- 
визны (является главным направлением). Эти две площадки мы будем 
называть главными площадками в точке многообразия Р“. Если 
линейный элемент длины 4$, исходящий из какой-нибудь точки много- 
образия Р“, имеет проекции 4$, и 4$, на главные площадки в этой 


точке, то очевидно первая дифференциальная квадратичная форма мно- 
гообразия Р“ равна 


1 = 45° — 45° | 43. (7) 


Норден доказал, что вторая дифференциальная квадратичная форма 
многообразия Р“ равна 


1 = 48° — 45. (8) 


В нашей работе (*), посвященной геометрии многообразия Р“; мы 
доказали, что в пространстве А° существуют две двумерные плоскости 
(абсолютно полярные между собой), которые можно назвать осевыми 
плоскостями многообразия Р“ и которые обладают тем свойством, 
что каждая точка многообразия Р“ отстоит от каждой из этих пло- 


ж 
скостей на расстоянии -_. Там же мы показали, что многообразие Р“ 
можно двумя способами расщепить на со° (т.е. на двухпараметриче- 
и 
ское множество) двумерных сфер, которые имеют радиус — и центры 


4 
которых лежат на осевых плоскостях многообразия Р“. Эти сферы 


в ‘многообразии Р“ — не что иное, как конгруенции клиффордовых парал- 
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лелей в пространстве А*. Касательные площадки к двум таким сферам, 
проходящим через какую-либо точку многообразия, — главные площадки 
в этой точке. Там же мы показали, что многообразие Р* можно оо? 
способов расщепить на со’ двумерных клиффордовых поверхностей, 


которые имеют радиус г и оси которых лежат на осевых плоскостях 


многообразия Р*. Эти поверхности в многообразии Р“- не что иное, 
как конгруенции всех перпендикуляров к одной прямой. И наконец, 
в этой работе найдено, что геодезические линии многообразия /2* — 
линейчатые геликоиды пространства А?. 


2. Общая задача 


Будем изучать окрестность прямой г, на которой лежат две орто- 
гональные точки гиу. Поляру этой прямой обозначим г, на ней 
выберем ортогональные друг другу точки и иг. Точки х, у и, о— 
четыре вершины автополярного тетраэдра пространства Аз — выберем за 
базис координатной системы в нем. Направление в многообразии Р^, 
исходящее из точки г этого многообразия, будем характеризовать гео- 
дезической линией многообразия Р*, проходящей в этом направлении, 
т. е. линейчатым геликоидом в пространстве А*, содержащим прямую Г 
этого пространства в качестве образующей. 

Рассмотрим какой-нибудь из этих геликоидов. Легко видеть, что 
параметр р этого геликоида и есть параметр нашей прямой в данном 
направлении в многообразии прямых. Мы всегда можем считать пара- 
метр не большим, по абсолютной величине, чем 1. Обозначим расстоя- 
ние от точки пересечения одной из осей геликоида с прямой г до точки 
х через $. Тогда расстояние от точки пересечения другой оси гели- 


® < 
—-— 4, и координаты этих 


коида с прямой г до точки т будет равно > 


двух точек, в сокращенной записи, будут 
1 с08$ + узт$, — хзт9 | усо$$. 


Обозначим расстояние от точки пересечения первой из осей гели- 
коида с прямой г до точки и через 09. Тогда расстояние от точки пере- 
сечения второй оси геликоида с прямой г до точки и будет равно 
п 


о — 0, и координаты этих двух точек будут 


и соб сз В, — из 0-0с050. 


Легко видеть, что точка хс039 + узш $ есть горловая точка нашей 
прямой в данном направлении многообразия прямых, определяемом 
нашим геликоидом. А полярная плоскость к точке и 080 - оз1т $ есть 
горловая плоскость нашей прямой в этом же направлении в многообра- 
зми прямых. Иногда рассматривают точку - хзт$-- ус033, которую 
называют второй горловой точкой в данном направлении в многообра- 
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2ии прямых, и плоскость полярную к точке —изт8--06088, которую 
называют второй горловой плоскостью в данном направлении в много- 
образии прямых. Мы в этой работе не будем о них ничего говорить, 
так как они вполне определяются первой горловой точкой и первой 
горловой плоскостью. 

Если обозначить через ‹ угол между горловой плоскостью прямой г 
и такой же плоскостью некоторой образующей г($) нашего геликоида 
(обе плоскости берутся в том же направлении многообразия прямых, 
которое определяется нашим геликоидом), то очевидно, что прямая 
т ($) имеет плюккеровы координаты (записанные по сокращенному 
способу (2’)): 


т (<) = [(1 с03 9 узи 8) с0з ре - (и со оз 8) зи рф, 
( — хзш $ -Р усоз $) созе -+ ( —изт В -- 2 с03 0) зт 3]. (9) 


Составим выражение 
(7) ЕРШ со озшб, — хэш $ --усо$3] 
т а 
+ [х со + узт3, — ит 0с03 6]. 


В этой формуле в сокращенном виде записано шесть чисел. Если эти 
шесть чисел нормировать условием, чтобы сумма их квадратов равня- 
лась единице, мы получим шесть чисел 


и с0$ 0 + озю 0, — хам $ - и с0$3]--[5 с0$ # Г уз 3, — из 0 -— ©со$ 0 
де Р е у 


УТ и 


Эти шесть чисел являются координатами одной из точек простран- 
ства В°. Если брать все ос* геликоидов, которые можно провести через 
прямую г пространства А*, и для каждого из них находить по опи- 
санному здесь способу точку / из пространства А, то легко видеть, 
что все эти точки заполнят трехмерную плоскость в пространстве В?®. 
В пространстве А? для точки г из многообразия Р“ имеется касатель- 
ная четырехмерная плоскость, касающаяся многообразия Р* в этой 
точке (мы будем называть ее В* (г)). Нетрудно проверить, что трех- 
мерная плоскость точек [, построенная для точки г многообразия Р“, 
целиком лежит в А* (г) и притом расположена так, что является абсо- 
лютно полярной илоскостью точки г. Значит, каждая точка / опреде- 
ляет направление в многообразии Р“, исходящее из его точки г. 

В трехмерной плоскости точек { можно выбрать четыре взаимно 
ортогональные точки. Например: 


[м1 + [26]. [29] [2]. 
ее з з я ) 


о у? у? * узо 


е 


Рассмотрим теперь соприкасающееся эвклидово пространство к мно- 
гообразию Р“ в точке г. Будем обозначать его Е“ (г). Оно же будет 
соприкасающимся эвклидовым пространством и для пространства А“ (г). 
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В бесконечно малой окрестности точки г геометрия пространства Е“ (г) 
совпадает с геометрией пространства А“ (7). Всякое направление в мно- 
гообразиях А“ (г) и Р*, исходящее из точки х, можно характеризовать 
вектором 1 в Е*(г) (будем считать ] единичным вектором). В частности, 
тем направлениям в пространстве А“ (7), которые определяются точками 
ее, ее. в Е* (г), соответствуют четыре взаимно ортогональных вектора, 
которые можно обозначить е,, е,, е,, е,. Так как точки е,,с,,е,, ©, обра- 
зуют базис плоскости точек /, то всякая точка / может быть предетав- 


лена в виде 


[= [Пе + Ре, Ре, Ёе,, 


где ‚Г, Г, #--числа ‹ суммой квадратов, равной 4. Вектор в про- 
странстве Е“(г), касательный к тому направлению в пространстве 
В* (г), которое определяется точкой [, очевидно, разлагается по векто- 
рам е,,е,,е,, е, с теми же коэффициентами Г. Мы будем обозначать 
этот вектор 1. 


Итак, всякому направлению в многообразиях Р“ и В* (г) соответ- 
ствует единичный вектор | в соприкасающемся к ним эвклидовом про- 
странстве /“ (г). Чему же равны компоненты этого вектора в базисе 
е,, е., е,, е,, если соответственное направление в многообразии Р* харак- 
теризовалось параметром р, горловой точкой с координатой % и горло- 
вой плоскостью с угловой координатой 9? Компоненты [ этого вектора 
равны компонентам разложения точки /, соответствующей этому напра- 
влению (выражение координат этой точки через значения р, $, 8 дано 
формулой (10)) по точкам е,,6,,6,,е, (выражения для которых даны 
формулами (11)). Эти компоненты разложения ввиду ортонормирован- 
ности точек е; равны скалярным произведениям (6; (скалярное произ- 
ведение точек пространства А? мы установили формулой (6)). Нри со- 
ставлении этих скалярных произведений учтем правило 


[46] [с4] = ас: 6а--а4 - 6. 


В результате вычислений находим: 


ЕЙ < В ЕЛ < 

= С03 (0—9), 0 == — т (#— 95), 

о ПУЗУГЕ жит) АВР КТ (12) 

з ен 4 ый 3 

[9 — [= 60$ (9-19), А, == —— зщ (8-5) 
ЗОНЫ ИТР 


Первая главная площадка, как ото видно из приведенных выше резуль- 

татов Нордена, соответствует переходам от прямой г к бесконечно близ- 

ким прямым, параллельным ей (по Клиффорду) в каком-нибудь (напри- 

мер правом) смысле. Соответствующие геликоиды очевидно — клиффор- 
п к 

довы поверхности (радиуса га: их параметр равен |1. Вторая глав- 


ная площадка соответствует переходам от прямой т к бесконечно близ- 
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ким лево-параллельным к ней прямым. Соответствующие геликоиды 
(опять клиффордовы поверхности радиуса =) имеют параметр, равный 
—1. Сравнивая выражения (11) для е,,6,,е,,@, с общим выражением 
(10) для 1, видим, что е, и е, соответствуют геликоидам параметра м 
т.е. е, ие, направлены по первой главной плошадке. Также ев, ие, 
соответствуют геликоидам параметра — 1, т.е. е, ие, направлены по вто- 
рой главной площадке. Площадки в пространстве Е“ (г), определяемые 
этими парами векторов, естественно называть главными площадками 
в пространстве Е“ (г). 

Из формул (9) видно, что если обозначить угол вектора 1 с первой 
главной площадкой через р (тогда угол вектора | со второй главной 


площадкой равен -; —5), то о определится по формуле 


1 ==р 
{о == 
ср ЕР й (13} 
х. е. угол наклона вектора | к главным площадкам определяется только 
параметром соответствующего ему направления в многообразии прямых. 
Обратно, легко найти, что 
_— ©08 р — пр 
Е ©0509 + Чтв” С 
Если какой-нибудь линейный элемент длины 4$, исходящий из 
точки 7, имеет проекции 45, и 45, на главные площадки в этой точке, 
то очевидно 
05, возр а ' 8, == 091, 


так что 
о А (15) 


С другой стороны, нормальная кривизна этого линейного элемента 
равна отношению дифференциальных форм многообразия Р*, и по фор- 
мулам (7) и (8) 

п 48—45 
Г 4 таз ` 


Г? (16) 


Из формул (15) и (16) выводим, что нормальная кривизна А линейного 
элемента многообразия Р“ связана с параметром р этого элемента 


соотношением 
7 е 
А = т (17) 
рае 
Р 


"Г 

Гогда из (14) и (17) следует, что иормальная кривизна К линейного 
элемента многообразия Р“ связана с углом р наклона этого элемента 
м первой главной площадке соотношением 


Е = с0$ 20. (18) 
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Если мы проведем через точку г многообразия Р“ двумерную ило- 
скую площадку и если эта площадка составит с первой главной пло- 
щадкой экстремальные углы р, и р., то нетрудно найти гауссову кри- 
визну многообразия Р* в двумерном направлении, определяемом этой 
площадкой: гауссова кривизна К в данном двумерном направлении 
в какой-нибудь гиперповерхности эллиптического пространства (много- 
образие Р“— гиперповерхность эллиптического пространства А?), как 
известно, выражается 


К=кк,+К,, 


где А, и К, — экстремальные значения нормальной кривизны гиперпо- 
верхности в данной площадке, К, — кривизна объемлющего эллиптиче- 
ского пространства; в нашем случае К, = +1. Следовательно, поль- 
зуясь (18), имеем 


К =1- с03 2%, 03 26.. (19) 
Если ввести в Е“ (г) полярные координаты 
[1 = с08 $ с03 Х с08Ф, ЁГ==31щ 9508 (608%, ЁР=зщ) 008%, А =зшто, 


то для линейного элемента многообразия Р“, выходящего из точки г 
под углами ох, у, ф, как показывает несложное вычисление, 


60$ у с05 + — И1— ©0327 ©0524 (20) 
— 6087 с08$ + ИТ — с03 у с0з › 
К =2 с08* Хх с03* ф— 1, (21) 
Я | =. у | и р: Е 
9—5 (2748 ту — 9), = (970 ШУ). (22) 


3. Теория конгруенций 


Конгруенция прямых в пространстве А* является’ очевидно двумер- 
ной поверхностью в многообразии Р*. Элементом конгруенции естествен- 
но называть двумерную площадку в многообразии Р*. Вместо такой 
двумерной площадки, проходящей через точку г многообразия Р*, мы 
будем рассматривать касательную к ней в точке г двумерную площадку 
из пространства ЕЁ“ (г). В этой площадке существуют два направления 
(соответствующие этим направлениям векторы обозначим 1, и 1,), кото- 
рые составляют наибольший и наименьший углы с первой главной 
площадкой. Эти направления мы будем. называть главными ‘направле- 
ниями в плошадке. Векторы 1 и |, ортогональны друг другу. Произ- 
вольное направление в площадке, исходящее из точки г и составляющее 
с вектором 1 угол $, характеризуется вектором 1=1, соз о -{ 1, зп $. 
Для ‘нашей площадки применима формула Эйлера из обычной теории 


поверхностей 
К =А, 08 < РК, (23) 
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где А— нормальная кривизна многообразия Р“ в направлении вектора 
1, К, — нормальная кривизна многообразия Р* в направлении 1,, А, — 
нормальная кривизна многообразия Р“ в направлении 1,. 


Из формулы (23), благодаря соотношению (17), следует формула 


(ро еоалы Рае ие а а 
п ВЕР Бр У О: > (24) 
/ Ир) 2.1 (1 Р) ,, и (1 — р} 52 И Буи 
у ТЕ ра 03$ Па $102 $ + - ем т 5104 


где р параметр в направлении 1, р, -— параметр в направлении 1,, р, — 
параметр в направлении |.. 

Пусть наша прямая г «в направлении вектора 1,» (т. е. в том напра- 
влении в многообразии прямых, которому соответствует вектор 1, из про- 
странства Е“ (г)) имеет горловую точку с координатой $, и горловую 
плоскость с угловой координатой ,; пусть эта же прямая г «в напра- 
влении вектора 1,» имеет горловую точку с координатой $ и горловую 


плоскость с угловой координатой 5. Так как векторы | и 1, имеют 


наибольший и наименьший из углов с главными площадками среди 
всех векторов нашей площадки, то и проекции этих векторов на каждую 
из главных площадок ортогональны. Проекции векторов 1, и 1, на пер- 
вую главную площадку составляют. с вектором е, углы 8, —$, и 9. —$., 


и. так как эти проекции ортогональны между собой, то 


6, — 9. =, ет (25) 
Проекции' векторов |, и 1, на вторую главную площадку составляют 


с вектором е, углы в, $, и 6, {+ 3., и так как эти проекции тоже орто- 
гональны между собой, то 


б--9 = 3, 


| я 


(26) 


Составим четыре проекции векторного равенства 1=1, со +1, зтФ 


п 
на оси е,, е,, е,, е, в случае, когда знаки перед > оба плюс: 


р с0з (8—3) == ен 0$ (0,—53,) с0зФ— у тп (8,—3,) зап > 
т 1 (8—3) = р з1т (8, —3,) созФ- их —$9,) яп ®.| 
ИИ с0з (0-9) = у’ 35 оз (0, --9,) с0$Ф— А 3) зто, 
р т (9-8) = уг» 1 (8,--3,) соз Ф- т 


Деля второе равенство этой системы на первое и четвертое на третье, 
получаем 


(27) 


0$ (8, --3,) чт Ф. 
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их (6 — 8) с Ума (9% — 8) у НЕ АА, 0$ (8% — 8.) ш? 
УТ-А, соз (0 —- 9-1 Е Е $11 (8% — 3) © з (28) 
о У № К 3 (6 + %) И Г — 3 08 (6, + 84) 83. 
уче 1 — Х, оз (6, р 1 — эт (бо + 9) № - 
Отсюда несложным С И о и 
д ым вычислением найдем значения производных о Ы 
$ Ф 
ат А 
ах 2 п 
у! Е Я ово + И 
+ № А: 
1 
Е 7 
г 1 05? 9 - ИЗ зв о 2 
оСЙ, Е 
а _1 р ь (29) 
4о — о х 


г = ы А 
Если бы в формулах (25) и (26) мы взяли перед —- в обоих случаях 
знак минус, мы получили бы такое же самое условие. Отсюда полу- 


49 
чаем, что условие для -,- =0 есть 


4 
ь т: г 
Ор Зри Изя (30) 
а3 
условие же для. —=0 есть 
1 — А Е 


п жи ь 
Если бы мы задались разными знаками перед > в формулах (25) 
и о. то мы точно таким же образом получили бы, что условие для 


-—- ==0 есть (31), а условие для —— есть (30). Отсюда как следствие 


ме известный (см. например (*)) факт, что если любая плоскость, 
проходящая через прямую г, — горловая для какого-нибудь направления 
конгруенции, то горловые точки заполняют ограниченный отрезок с 
серединой в точке с координатой $,; если же любая точка прямой г— 
горловая для какого-нибудь направления конгруенции, то горловые 
плоскости заполняют ограниченный угол, средней плоскостью которого 
является плоскобть с угловой координатой 6,. 


4. Теория комплексов 


Комплекс прямых в пространстве А? является очевидно трехмерной 
поверхностью в многообразии Р*. Элементом комплекса естественно на- 
зывать трехмерную площадку в многообразии Р“* Вместо такой трех- 
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мерной площадки, проходящей через точку многообразия Р“, мы будем 
рассматривать касательную к ней в точке г трехмерную площадку из 
пространства Е“ (г). Эта площадка пересекается с каждой из главных 
площадок по прямой. Легко видеть, что именно эти два направления 
и направление ортогональное к ним обоим и есть те три взаимно орто- 
гональные направления, по которым осуществляются стационарные 
значения нормальной кривизны этого трехмерного многообразия. Векторы 
из пространства Е“(г), касательные к прямым, по которым элемент 
комплекса пересекается с главными площадками, мы обозначим Ё и 1, 
(1 лежит в первой главной площадке, 1, —во второй и следовательно 
перпендикулярен 1,). Обозначим через 1, вектор ортогональный к и ф.. 
Нормальная кривизна А и параметр р, соответствующие вектору &, 
очевидно равны +1; К и р, соответствующие вектору 1,, очевидно равны 
— 1. Значения этих величин, соответствующие третьему вектору, обо- 
значим А’и р’. Число Ё’ или р’ вполне определяет характер элемента 
комплекса. Произвольный вектор | элемента комплекса может быть раз- 
ложен по векторам 1, , 1,, Ё,: 


1 2 з. 
1= 24-Е 21, + 2%. 
Введем в элемент комплекса полярную систему координат: 


й = с05  608$Ф, Ё=6с0зузшое, Р=аах. 


Проекции вектора | на главные площадки очевидно равны 


возр = И со Х с03° Ф-Е Ня ту 


мтр= И с03* у 311" а, в 


Отсюда по формуле (14) 


Е - и. м = 
Ио Х с05° а т узи 8102 Х — -И со за Ф + РЯ 3117" 

Реж (ЕР ее. 
И со Х 60$ ф ЕР” зу * 8108 у + И = зо ЗА Р”) 3108 Х 


и по формуле (18) 
К = 0$ 29 603* У-- А’ ма? Х. (33) 


Пусть наша прямая г «в направлении вектора 1», т. е. в том на- 
правлении многообразия прямых, которому в пространстве Е“(х) соот- 
ветствует вектор 1,, имеет горловую точку с координатой $, и горло- 
вую плоскость с угловой координатой 0,; пусть г «в направлении 
вектора 1,» имеет горловую точку с координатой 9, и горловую плос- 
кость с угловой координатой 0,, а в направлении вектора 1, пусть она 
имеет горловую точку с координатой $, и горловую плоскость с угловой 
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координатой 0,. Проекция вектора 1, на первую главную площадку. 
Ортогональна вектору Ё,, т. е. 


о; (34) 


проекция этого вектора на вторую ‘главную площадку ортогональна 
вектору 1,, т. е. . 


6—5 =0,—9, Е. (35) 


‘ < . к 
Если в каждой из формул (34), (35) перед > стоит знак плюс, то 
таким же способом, как мы это делали для конгруенций, найдем, что 
если произвольному вектору 1 комплекса с угловыми координатами ф и у 


соответствует горловая точка с координатой 3 и горловая плоскость с 
угловой координатой 09, то эти значения $ и 0 можно найти из формул 


з1 (0, — 8) с08 усозз + ИТ” с05 (0, — 8.) ту 
0$ (0, — $,) с0$ у созз — ИТ- К’ за (6, — 81) эту 


5 


| ет (36) 
И 25 (0, -- %,) с05 / 05 < -И1 — К' с0$ (05 + 9.) т у 
У> сов (0, + 3) с0з у созз — УТ (ши 


Такой же вид будут иметь формулы, если в каждой из формул (34) 


и (35) перед — будет стоять знак минус. Нетрудно вывести аналогич- 


к 
у) 
У 


ные формулы для случая разных знаков перед -- в формулах (34) и (35). 


5. Простейшие специальные конгруенции и комплексы 


Прежде чем перейти к рассмотрению частных типов конгруенций п 
комплексов, мы должны сделать несколько замечаний. 

Всякой точке г многообразия Р“ соответствуют на каждой из осевых 
плоскостей многообразия Р“ точки пересечения нормали к многообра- 
зию [?* в точке г с этими плоскостями. Эта нормаль перпендикулярна 
к обеим осевым плоскостям. Нетрудно подсчитать координаты точек 
пересечения. Пусть точка г имеет координаты (т““, 7'?, г'*, 7®*, г4?, уз). 
Легко проверить, что точки пространства А? 


поЖеО, Пе омо у боай ОРЫААО 59070,52 500, 21а 
ео 9 У. И? ),( У? У? 


лежат на первой осевой плоскости, где и составляют ортонормирован- 
ный базис. а также что точки пространства 


она ЛиОноу Е м 


№2 из 


3 Известия АП, Серия математическая, № 2? 


118 Б. \. РОЗЕНФЕЛЬД 


лежат на второй осевой плоскости, где тоже составляют ортонормиро- 
ванный базис. Зная базисные точки этих плоскостей, нетрудно найти 
проекции точки г на эти плоскости. Если найти эти проекции, а затем 
в каждой из осевых плоскостей установить координацию так, чтобы 
найденные нами базисные точки на каждой из осевых плоскостей полу- 
чили координаты (1, 0, 0,), (0, 1,0) и (0,0, 1), то мы убедимся, что коор- 
динаты проекции точки многообразия на первую осевую плоскость есть 


(и га, мета, АЕ (37) 
а координаты проекции точки г на вторую осевую плоскость есть 
(7—7, < то- — 723). (38) 


Каждую из этих осевых плоскостей можно осуществить независимо 
в виде двумерной эвклидовой сферы в трехмерном эвклидовом простран- 
стве. Вектор г с компонентами (37) (этот вектор, в силу того что его 


компоненты удовлетворяют формулам (3) и (5), единичен) является 
радиусом-вектором сферы, которую можно обозначить 5; вектор 1 с 


компонентами (38) (тоже единичный в силу (3) и (5)) опишет сферу 5%. 
В сферах 5* и 5%, пары точек на которых изображают, как мы видели, 
прямые эллиптического пространства А*, легко узнать открытые еще в 
конце прошлого века сферы Фубини [(°), $ 80, стр. 319 — 324]. Следова- 
тельно сферы Фубини — не что иное, как осевые плоскости многообра- 
зия Р*. 

Пара точек — по точке на каждой из осевых плоскостей — изобра- 
жает не одну, а две точки многообразия Р*: две «диаметрально противо- 
положные точки», являющиеся (опять-таки не забудем, что каждая 
точка многообразия Р“ есть прямая пространства Аз) абсолютными 
полярами пространства А. Чтобы получить однозначность при переходе 
от пар точек на осевых илоскостях к точкам самого многообразия Р*, 
надо считать осевые плоскости двулистными, а при переходе 
осевых плоскостей к сферам Фубини не отождествлять диаметрально 
противоположные точки сфер Фубини. 


Для наглядности представим себе, что при переходе от первой осевой 
плоскости многообразия Р* к первой сфере Фубини 5* первый лист 
осевой плоскости переходит в верхнюю полусферу сферы 5%, а вто- 
рой лист—в нижнюю, и так же при переходе от второй осевой плос- 
кости к сфере 5). Но тут появляется неоднозначность при переходе в 
другую сторону: если на каждой из сфер Фубини мы имеем по точке, 
то этой паре точек соответствует прямая пространства А?. Если мы 
одну из этих точек заменяем на диаметрально противоположную, то, 
как видно из выражений (37) и (38), этой паре точек будет соответ- 
ствовать полярная прямая к первоначальной прямой. А если обе точки 
на сферах Фубини заменить на диаметрально противоположные, то. 
как видно из тех же выражений, мы получим снова первоначальную 
прямую (сам Фубини выходит из этого затруднения тем, что снабжает 
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прямые ориентацией и считает, что при замене обеих точек на его 
сферах на диаметрально противоположные он получает ту же прямую. 
но с обратной ориентацией). Так как нас интересует инфинитезималь- 
ная теория, то эта неоднозначность не причинит нам неудобств. 


Всякая конгруенция прямых пространства А? определяет отображе- 
ние одной осевой плоскости на другую (причем мы будем считать осе- 
вые плоскости двулистными) или, что то же, отображение одной сферы 
Фубини на другую. Для конгруенций это отображение, вообще говоря, 
взаимно-однозначное. Во всех работах по теории конгруенций в эллип- 
тическом пространстве конгруенции классифицировались но типу ото- 
бражений сфер Фубини, которые они определяют. Мы сохраним эту 
классификацию и те типы конгруенций, которые здесь введем впервые, 
будем классифицировать по тому же принципу, но вместо слов «сферы 
Фубини» будем всюду говорить «осевые плоскости». Комплексы прямых 
пространства А? тоже определяют отображение одной осевой плоскости 
на другую, и хотя это отображение неоднозначно в общем случае ни 
в одну сторону, для некоторых частных типов комплексов это отобра- 
жение может быть охарактеризовано простыми способами. 


Элемент конгруенции в окрестности прямой г пространства А* также 
определяет отображение главных площадок пространства Е“(г) друг на 
друга: всякая точка на плоской площадке, изображающей в Е“(г) элемент 
конгруенции, определяет основания перпендикуляров на каждой из 
главных площадок и этим определяет, вообще говоря, взаимно-одно- 
значное отображение одной из них на другую. Так как первые глав- 


ные площадки — это касательные плоскости к сферам радиуса т с цен- 


трами на первой осевой плоскости, вторые главные площадки — каса- 
тельные плоскости к сферам того же радиуса с центрами на второй 
осевой плоскости, то отображение главных площадок, определяемое 
элементом конгруенции, в бесконечно малом совпадает с отображением 
осевых плоскостей, определяемым конгруенцией в целом. (То же, за 
искяючением взаимно-однозначности отображения, относится к отобра- 
жению главных площадок, определяемому элементом комплекса.) 

Теперь можно перейти к рассмотрению частных типов конгруенций 
и комплексов. 


Изотропная конгруенция (*“›”) может быть определена 
как конгруенция, устанавливающая конформное отображение между 
(двулистными) осевыми плоскостями. Значит, ее элемент определяет 
соответствие подобия между главными площадками. Различают два типа 
изотропных конгруенций — собственно-изотропные и псевдо- 
изотропные. Две конгруенции одного типа обладают тем свойством, 
что если построить с их помощью отображения первой осевой плоскости 
на вторую, то результаты этого отображения на второй осевой плоскости 
можно перевести один в другой с помощью конформного отображения 
первого рода; если же конгруенции разных типов, то построив с их 
помощью такие же отображения первой осевой плоскости на вторую, 


3* 
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результаты этих отображений на второй плоскости можно перевести один 
в другой с помощью конформного отображения второго рода. Конгру- 
енция одного типа может быть превращена в конгруенцию другого 
типа абсолютно-полярным преобразованием пространства Аз. Для того 
чтобы двумерная плоская площадка, изображающая в Е“(г) элемент 
такой конгруенции, определяла соответствие подобия между главными 
площадками, все углы нашей площадки с каждсй из главных площадок 
должны быть равны между собой. 

Известно, что в четырехмерном эвклидовом пространстве через одну 
точку на двумерной плоскости можно провести двумерную же плоскость, 
все углы которой с первой плоскостью будут равны между собой. Из- 
вестно также, что через каждую прямую, проходящую через эту точку, 
можно провести две таких плоскости, так что всего существует два 
семейства по с’ плоскостей, удовлетворяющих поставленному условию. 
Так как Е“(г) — четырехмерное эвклидово пространство, то таких пло- 
щадок в нем, которые проходят через точку г и все углы которых с 
первой, например, площадкой будут равны между собой (это и есть те 
площадки, которые соответствуют элементам изотропных конгруенций), 
существует два семейства по сс* площадок в каждом. Площадки одного 
семейства соответствуют элементам изотропных конгруенций одного типа, 
площадки другого семейства — элементам изотропных конгруенций дру- 
гого типа. Так как все углы площадки, изображающей элемент кон- 
груенции с первой главной площадкой, равны между собой, то по 
формуле (18) А=А, =^А,. Тогда формулы (27), выведенные для того 


= к 
случая, когда в формулах (25) и (26) перед -- стоят одинаковые знаки, 


дают нам $ =%,, (=0, |0. Изотропные конгруенции такого типа явля- 
ются прямым обобщением изотропных конгруенций эвклидова простран- 
ства (на каждом луче у них лишь одна горловая точка); они представ- 
ляют собой один из двух типовизотропных конгруенций; конгруенции с этим 
свойством естественно назвать собственно-изотропными конгруенциями. 
Формулы тина (27), выведенные для того случая, когда в формулах (25) и (26) 


перед -;- стоят разные знаки, дают нам $=9,- $, 0=0,. Такие изотроп- 


ные конгруенции естественно назвать псевдо-изотропными. У них очевид- 
но на каждом луче единственная горловая плоскость. 

Нормальная конгруенция (“›“›°) — конгруенция ‘нормалей 
к системе параллельных поверхностей в пространстве АЗ. Она опреде- 
ляет такое соответствие осевых илоскостей, при котором сохраняется 
площадь. Но кроме нормальных конгруенций этим свойством обладает 
еще один класс конгруенций; так называемые писевдо-нормальные 
конгруенции, которые могут быть получены из нормальных абсо- 
лютно-полярным преобразованием пространствх А?. Если с помощью 
двух конгруенций одного из этих типов построить отображение первой 
осевой плоскости на вторую, то два изображения одной ориентирован- 
ной окружности из первой плоскости будут иметь на второй. плосно- 
сти одинаковую ориентацию; если же брать конгруенции разных типов, 
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то два изображения одной ориентированной окружности на первой 
нлоскости будут иметь на второй плоскости разные ориентации. Дву- 
мерная площадка, изображающая в Е“ (г) элемент такой конгруенции, 
очевидно тоже определяет соответствие между главными площадками, 
сохраняющее площадь. Для этого экстремальные углы двумерной пло- 
щадки, изображающей элемент такой конгруенции, с каждой из главных 


площадок должны быть дополнительными до —: Формула (18) показы- 


вает, что в таком случае №, = —А.. 

Из каждой точки многообразия Р* очевидно исходит круглый трех- 
мерный конус асимптотических направлений многообразия Р“. По этим 
направлениям обращается в нуль форма (8), следовательно для линей- 
ного элемента длины 4$, выходящего из точки г в этом направлении, 
будет: 45, = 45,, векторы в пространстве Е“(г), соответствующие этим 
направлениям, наклонены к каждой из главных площадок на угол с. 
Площадка, экстремальные углы которой с каждой из главных площа- 


док — дополнительные до пересекает асимптотический конус по двум 


п 

292 
ортогональным его образующим. То-есть асимптотические направления 
на площадке пространства Е“(г), изображающей элемент нормальной 
или псевдо-нормальной конгруенции, ортогональны между собой и сле- 
довательно делят пополам углы между главными направлениями в этой 
площадке. Направления площадки, обладающие тем свойством, что 
горловые точки (или горловые плоскости) «в этом направлении в мно- 
гообразии прямых» — граничные, можно назвать граничными направле- 
ниями в элементе конгруенции. Угол х между граничным направлением 
и ближайшим к нему главным дается формулой (31). Условие К, = ^, 


в" 
показывает, что оба эти угла равны так. т. е. граничные направления 


тоже делят пополам углы между главными направлениями в площадке, 
изображающей элемент конгруенции, и следовательно совпадают с асим- 
птотическими направлениями в элементе конгруенции. 

Конгруенция нормалей к поверхности нулевой га- 
уссовой кривизны (*>*»?) определяет соответствие между линией 
на одной осевой плоскости и линией на другой осевой плоскости. Двумер- 
ная площадка, изображающая в ЁЕ“(г) элемент такой конгруенции, пере- 
секается (ортогонально) с обеими главными площадками. Конгруенция 
‘может быть расщеплена на семейство линейчатых поверхностей, состав» 
ленных из правых клиффордовых поверхностей, и семейство таких же 
поверхностей, составленных из левых параллелей. Как показывает фор- 
мула (19), гауссова кривизна многообразия Р* в двумерном направле- 
нии, определяемом касательной площадкой к этой конгруенции, равна 
нулю. Частный случай ее — конгруенция перпендикуляров к одной 
прямой (конгруенция нормальна к семейству коаксиальных клиффор- 
довых поверхностей). 

Параболическая конгруенция. Эта конгруенция определяет 
такое соответствие осевых плоскостей, при котором: система‘ со‘ кривых 
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на одной плоскости переходит в такую же систему на другой плоскости 
с сохранением длин кривых. Если линия на одной осевой плоскости 
переходит в линию на другой плоскости с сохранением длин, то та 
линия многообразия Р“*, которая определяет это соответствие в каждой 


и" г > 
точке, составляет углы р с каждой из главных площадок этой точки. 


Но направления, составляющие угол т. с каждой из главных площа- 


док, — асимптотические направления многообразия Р“. Линия, в каждой 
точке касающаяся асимптотического направления, — асимптотическая ли- 


ния многообразия Р“, т. е., как мы уже знаем, развертывающаяся 
поверхность пространства А?. 


Параболическая конгруенция расщепляется на одно семейство раз- 
вертывающихся поверхностей. Двумерная площадка, изображающая в 
пространстве ЁЕ“(г) элемент такой конгруенции, должна касаться асими- 
тотического конуса данной точки; одно из экстремальных значений 
параметра (и следовательно нормальной кривизны) должно равняться 
нулю. Гауссова кривизна многообразия „Р“ в двумерном направлении 
определяется площадксй, касательной к этой конгруенции, и как пока- 
зывает формула (19), равна 1. 


Изометрцческая конгруенция. Эта конгруенция опреде- 
ляет конгруентное отображение осевых плоскостей. Такая конгруенция 
должна быть одновременно изотропной, нормальной и параболической. 
Все значения параметра этой конгруенции равны нулю. Все углы, 


п 
которые ее элемент составляет с главными площадками, равны в Дву- 


мерная площадка, изображающая в пространстве Е* (г) элемент такой 
конгруенции, есть плоская образующая асимптотического конуса в дан- 
ной точке. Легко доказать, что всякая такая конгруенция — связка 
ирямых. Псевдо-изометрическая конгруенция определяет 
зеркальное отображение особых плоскостей. Такая конгруенция должна 
быть одновременно псевдо-изотропной, псевдо-нормальной и параболи- 
ческой. Элемент такой конгруенции есть плоская образующая другого 
семейства асимитотического конуса в данной точке. Легко видеть, что 
всякая такая конгруенция — плоское поле прямых. 


Необратимая конгруенция определяет такое соответствие 
осевых плоскостей, что двумерная область на одной из них переходит 
в линию на другой. Двумерная площадка, изображающая в простран- 
‹стве ЁЕ*(г) элемент такой конгруенции, должна пересекаться с одной 
из главных площадок, а значит, одно из экстремальных значений па- 


раметра равно | 1. В этом случае, как следует из формулы (28), ни 
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д? НИ т не может обратиться в нуль, и нет ни граничных точек, ни 
граничных плоскостей. Конгруенция может быть расщеплена на семей- 
ство линейчатых поверхностей, составленных из правых или из левых 
клиффордовых параллелей. 
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Необратимый комплекс определяет соответствие осевых пло- 
скостей, однозначное в одну сторону (в общем случае это соответствие 
не однозначно ни в одну сторону). Трехмерная площадка, изображаю- 
щая в Е“*(т) элемент комплекса, содержит целиком одну из главных 
площадок. Комплекс состоит из со' конгруенций одноименных паралле- 
лей. Стационарные значения параметра для направлений в этом ком- 
плексе: |1, Е1и —1 (или +1, —1, —1). 

Параболический комилекс определяет соответствие осевых 
плоскостей, при котором система <’ кривых на одной плоскости пере- 
ходит в такую же систему на другой плоскости с сохранением длин 
кривых. Следовательно комплекс состоит из со’ развертывающихся по- 
верхностей пространства А. Элемент комплекса касается асимптотичес- 
кого конуса в данной точке многообразия Р*. Стационарные значения 
параметра для направлений в этом комплексе: -1,0, —1. Частные 
случаи: комплекс всех касательных к поверхности (<<° пучков), ком- 
лекс всех прямых, пересекающих кривую (со‘' связок), и комплекс 
всех прямых, поляры которых пересекают кривую (со‘ плоских полей). 


Институт математики Поступило 
Московского гос. университета 19 ХИ 19409 
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В. ВОЗЕМЕЕГО. ТНЕОВТЕ РЕЗ СОХСКОЕМОЕУХ ЕТ РЕЗ СОМРЬЕХЕУ 
ФЕ ОВОТТЕУ АМ ОМ ЕЗРАСЕ ЕШЛРТТО ОЕ 


ВЕЗОМЕ 
Еп зи!уат А. Мог4еп (*) шгоди1зотз Чапз 1а шаШарИеце 4ез 4гоцез 
Че 1’езрасе е!ридае а 3 анпепзорз А* иле шёаие еп поттапь 
«41зфапсе» епите Чех Чатоцез а 41зфапсез ех{тета]ез «, ео, 1е потаЪге ® 
ЧеЙпл раг 1а !огти]е 


03% == С03%, : 608%. 

А. МогЧев а аётотиге дие ]а шаШарИсие солз1Чегёе (помз 1а пот- 

топз шиарЦене Р“) ашз! шёичз6е езф 1зотётаие А ипе заг{асе ди 

зесоп@ ог4ге А 4 4ипептз10ютз зИиёе Чапз |’езрасе еШридие а 5 4теп- 
3101$ А. 
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Рапз 1е ргёзепь агйсе }’ёиад1е 1а зиасфаге 4и уо1зтазе 4’ипе Агоце 
г дапз ипе сопогиепсе, ип сотарехе, её Чапз 1още 1а шиарИеце Р*. 

А сВадае Яшесмоп Чапз 1а шаНарбсиё 4ез дгоцез И соггезроп зиг 
]а агоце г пе уа\еиг авегитбе да рагашё\{ге её 4ез розИ1отз Аёфе- 
шп6ез да ро1пф Че з6г1с6ё1оп её 4 р!ап Че з4г1еф тот. 
О’аш\хе раг, 1е уо1зтазе Ча ]а Агоце г езё гергёзепё раг 1е уо1зштазе 
4’ип ро1пё заг цпе загРасе А 4 аоерз1опз Чапз 1’езрасе А”. Сопзимиз01п8 
заг сейме загРасе ап роль соггезроп4ать & Па агоце г ип езрасе еисИ@1ей 
{апзепф Е“ (г). А свадае 4 тгесмоп зиг 1а зитЁасе & 4 41тепз1отз 15з0е Ча 
ро1пф а1 гергёзепе 1а Чгоце г И соггезроп@ ип уеслеиг ипНаше Чапз 
|’езрасе Ё* (). 51 Гоп ©в0131% сопуепа етепь дапз Ё* (г) ипе фазе {огтее 
Че 4 уесбеигз огПопогтаих е,,е,,е,,е,, 1ез сотрозапфез П, №, №, & а’ап 
уесеиг агЬИгате |1 ропг сейе ТЪазе зегопь, Ш6ез ауес 1а узеиг р Чи 
рагатё\те, 1а соог4оппёе $ 4и рошё 4е зи1еоп её Па соог4оппёе апоа!а1тге 


) ди р!ап Че зылейоп 4е 1а Чтесмоп соггезропаап(е 4апз 1а шаЦарИеце 
Чез Чгоцез раг 1ез ога] ез 


р ит а соз (8—3), = Е т (6—8), 
Я а = 
пут 389), й = УТУ зшт (9-3). 


П еп гёзаЦе дие з1 рошг ипе сегбаште 4гесмоп 4апз 1а шаИарИсиеё Чез 
Чтоцез ]а уа!еиг 4а рагашёге езф 6са]е & р её рог 1а Ч тгесмоп соггез- 
роп4ап\фе заг 1а заг{асе А 4 аптепзяаопз 1а уа!епг 4е Па соагБаге пог- 
та]е 4е сеще загГасе езф ёса]е & А, оп а 

г 
Р+— 
р 


П соггезроп@ & ип @16тепь 4е 1а сопогиепее 4апз Е* (г) ап 616 еп 
р!ап а 2 анпепз1отз. [лез уесбеигз Че сеф @6тепь соггезропдазь апх 
уа]еитз ех\тёта]ез Чи рагашёте зегопь 46310п6з раг 1, её 1.. А1огз ап 
уесфеиг агЬИтгалге Че сеё 616 тепф езё 1 =1, созо |+ 1, зто. №е рагаштёте 
соггезропдать & се уесфеиг з’ехргийе раг 1’апа]е х её 1ез уа\епгз ехтб- 
па1ез р, её р, Чиа рагашёге зи1уапфь 1а Гогри]е 


(1 + р:)? а (1+ р»)? . и Ир } и 
———_ 605 2 а а, 
А 1 р? ФР Тр 311? © Е в 608% © -- Е ра $10? 2 
ПЕНУ ЕЗУЛОИ ПРИ ос р 

И ПЕР оне ПНА ино + ЕР сое + ЕР зий р 


Га соог4доппбе $ 4и рошф 4е зилейоп её 1а соог4оппёе 9 ди р|ап 4е 
зычейоп соггезропдапь ам уесцеиг 1 з’ехргитепф раг Гапо]е ф, 1ез уа|еитз 
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0, её 9, Чи уесфеиг 1, еб 1ез узейтз ехг6та|ез 4е 1а соптфаге погта|з 
К, её К, залуаиь 1ез Гогтиез 


ЕЕ ИТ, т (6, — 8.) + УТ- А, соз (6, — 8.) во 
с м = 
УТ-А, с03 (6, — 8%) УТ № эт (6% —) ше’ 
и | — Кизи (05 + 8.) Е У1 — &, с03 (6, + %,) 48 о 


Ни + №) Ут — № (6 + 8) ще 


А]огз 1ез уайеигз де ’апое © соггезроп4ап{ ах Ятесыоиз дапз |’епзеш е 
Чез Чгойез ропг 1ездаеез 1ез роймз 4е эи1емоп ой еп 1ез рЙапз 4е 
землемоп 3016 {гоп ф1ёгез, з’оБеппепу 4е Па Гогтпые 


5-Е 
ше-И та. 


П соггезропа а ип 616 тепф 4л сотр]ехе 4апз Е“ (г) ип 6]6тепф р!ап А 
3 аипепзлотз. Гез уесбеитз 4е сеё 6]6тепф соггезроп4апф аих уаеигз 
амоппалгез Чи рагашёте (дат зопф 6са]ез а +1, —1 её р’) зеготи 
96519165 раг 1, 11.. А1огз ип уесцелг агЬИгаше 4е сеф 6]6тепф езё 


1 =1, с0$ 7 с0з® -- 1, с0; узшо-- Ь зу. 


‚Те рагашётге соггезропдап\ А се уеслеиг з’ехргите раг 1ез апз]ез © 
ег у е 1а уайеиг р’ зилуапь 11а огище 


Е И с и (1 РИ 
2. 2 РА 2. 2 2 2 
Ис 7 с0$ ТИР?) э11? 7 с08 о о Ру 


Зы МР ИР 
И == у 088 в -- ие ру 3 $12 у -- УД 510 о -- ЗИ”) $102 у 


Та соог4опп6е 8 Чи рош\ф 4е зил1ейоп её 1а соог4оппёе апаШаше 9 
4и р!ап 4е зычсыой соггезроп4ап аи уебеиг ] 5’ехргипеп раг 1ез апз]ез 
фо её Хх, 1ез уа1епгз 6,,$,,0,, 8, ромг 1ез уесбеигв 1, её 1, её 1а уэеиг 


амоппазте 4е 1а соптЬаге погта]е А’ зи1уапть |ез Гогти]ез 


40 (0—9) = У? эт (6, — 8) с03 7 с0зе + УТ” с03 (6, — 9) эту 
о У? соз (0, — 3,) с08 / созо Е УТ К’ за (6, Саня " 


ИУ? яп (6, + 3,) сов узте = ИТ — К’ 08 (6, + 85) ту, 
У? соз (6, + 3.) созузт о ИТ — Аза (6, + 9,) яп у 


(0+8) = 


Тез гёзаЦа цз оБепиз з’аррИаиеть а сефашз 1урез рагысаегз 4е 
сопотиепсез е\ 4е сотр!ехез ди’оп реаё с1аззег зшуапь 1ез уайеигя 
ехы-6та1ез е\ займоппатез Чи рагатёте. Папз поте агисе поиз с0пз1- 
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46гопз 3 сопогиепсез соппиез раг 1ез тпётпо1гез (2›*,?): а сопагиепсе 1з04горе 
(р. =р,), 1а сопогаепсе погшае (р, = —- р,) ей Ла сопргаепсе 4ез погтаез 
& ппе зигРасе А соигЬате 4е Саизз пиПе (р, = 1, р, = —1). Э’аШеигз 
поиз с0п316гопз 1ез сопогиетсез: рагафоНаяе (р, ом еп р, =0), 1зотё- 
гапе (р =р,=0), поп шуегиЫе (Рипе 4ез уаеигз р,, р, = Е 1, Гаште 
А), 1е сошр!ехе поп шуегНЫе (р, = +1, р.=—1, р,=- 1), 
сошр!ехе рагафойаце (р, = +1, р, = —1, р. =0). 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОЕТЕТ!М ОЕ ГГАСАРЕМЕ РЕЗ ЗСЛЕМСЕЗ РЕ 1.0855 


Серия математическая 5 (1941). 129—158 Земе та\пеёта «це 


Н. А. АРТЕМЬЕВ 


ИССЛЕДОВАНИЕ ОСУЩЕСТВИМОСТИ ПЕРИОДИЧЕСКИХ 
ДВИЖЕНИЙ 


{// редставлено академиком ©. Н. Бернштейном) 


Устанавливается достаточный признак неосуществимости для одного 
класса периодических движений. Этот признак ирименяется к исследо- 
ванию осуществимости точки равновесия консервативной системы и к 
двум задачам небесной механики. Исследуется осуществимость либра- 
ционных точек Г., Ё, в ограниченной задаче трех тел и осуществимость 
круговых орбит. Первая задача тесно связана с вопросом о движении 
Троянцев, вторая задача--с воиросом о распределении астероидов. 


В своих предыдущих работах я ввел понятие осуществимых движе- 
ний и траекторий и провел исследование осуществимости в случае, когда 
все характеристические показатели невозмущенного движения имеют 
отрицательные вещественные части ('), и в случае, когда один из харак- 
теристических показателей равен нулю, а все остальные имеют отрица- 
тельные вещественные части (*). Обе полученные в этих работах теоремы 
не могут быть применены к исследованию осуществимости периодичес- 
ного движения консервативной системы, так как в случае консерватив- 
ной системы сумма характеристических показателей о, ,..., о, периоди- 
ческого движения 


СИЕ ЧЕТ 


где / — целое число или нуль, и следовательно даже для устойчивости 
необходимым условием является равенство нулю вещественных частей 
всех характеристических показателей. 

Между тем исследование осуществимости периодических движений 
консервативной системы имеет больигое значение для приложений— в част- 
ности для небесной механики. 

В $1 этой работы я устанавливаю достаточный признак неосущест- 
вимости одного класса периодпческих движений, затем применяю его в 
$ 2 к исследованию консервативиой системы, в $$ 3, 4—к исследованию 
осуществимости либрационных точек [.., Г, в ограниченной задаче трех 
тел и наконец в 5$ 5,6—к исследованию осуществимости круговых орбит. 
Эта последняя задача тесно связана с задачей о распределении асте- 


роидов. 
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1 
Рассмотрим динамическую систему четного порядка 
ах; > . Ры 
— = ХУ, т, ›..., Фи), Ве, (1) 


правые части которой — периодические функции { периода 2=, удовле- 


творяющие условиям 
9Х) 


1, е Бк=1,..., п, — вещественны, однозначны и непрерывны 
т: 
— РЕ ГО. со — 
в области С: и + ) где С„- область п-мерного пространства 
=} ЕС, 
т: ? ? би, 
в ие Я = 
о —. ‚,К=1,..., п, удовлетворяют в области С1,„ относительно 
х,,.... я, условиям Липшица 
п 
Х) ЭХ; , : 
|= вы ей Узи»! 
Эту х ть х| м 


Пусть* {1(#)} — периодическое движение системы (1), периода 2м. 
Исследуем осуществимость этого движения по отношению к возмущениям 
У; (6,9, ,..., 9), /=1,..., п, периодического характера, периода 2= 


ау; в ь 
в Ут 5+: Уп) -- 3У); (8, У: пак Езда 1=1 эн) 8, (2) 


предполагая пока, что функции У; также удовлетворяют условиям 15, 2. 
Полагаем 


и=Л(И+=(, 7=1,....п (3) 
и составляем уравнения возмущенного движения: 
т 
45; 9Х; зе 
Е => ‘дух | 2, В, (&, 21 а Де, рама Ты + 2) == 
#=1 
Е (4) 


Уравнения (4) можно представить также в виде 


Ш 7% 


453 _ О а ОУ; Ч С 
о дук" 28-Н® “д, |, Зь-Н =; (6 Та +. + 
®—=1 


У 
В-=1 


Я Бои уе, ге (5) 


Рассмотрим теперь уравнения в вариациях 


@ № Ри и] уе у 78 (6) 


451 — 9Х) р $ 97; а 
44 ди: |7 г Эк |!’ 9? = аа М. (7) 
в=1 В=1 


* Не поясненные в тексте обозначения даны в предыдущих работах ( ). 
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Предположим, что характеристические поназатели системы (6) все раз- 
личные и притом чисто мнимые, попарно сопряженные. Обозначим их 


ыы Вт | 
“== о 1=т-1, . ..) 2т. в 


Таким образом, матрица Д (#) фундаментальной системы решений в кано- 
нической форме имеет вид 


О о И д (2) 
| ь 1 
вало О 9 
м Й ев: (2), а В О ефьвко (2) и 
ПИ: К 
мн, с, ее | 


где 0;, (#) — периодические функции # периода 2. 
Матрицу 2(#) фундаментальной системы решений можно представить 
также в вещественной форме: 


9,, (2) соз®. Е, ‚..; $, эт (2) в08®:Ё | 
А 9: (2) соз®тё, --.› Эт, эт (8) с05Ф,ё | 10) 
( са СНЕ (2) и %., о Читы (2) чип О ( 
тт (2) 91т 616, на 9: т.т (2) и ие | 


где %,;, (2) — периодические функции { периода 2*. 

Характеристические показатели системы (7) суть непрерывные фун- 
ции г вблизи = =0, причем при = =0 они обращаются в характеристи- 
ческие показатели системы (6). Действительно, имеет место следующая 

ЛЕММА. Пусть задана система линейных однородных уравнений 

т 
Ч = м о Я, Ян Й, (11) 


а 
1 


коэффициенты которой удовлетворяют условиям: 
А. А (Е, 3, ,..., =т) — вещественные однозначные и непрерывные фун- 


кции своих аргументов в области ®, 


ы И И 


(= 


| 2 
13| == 


2. Аз» (6, 1, +) Зт) = Аж (ЕЁ 2%, 3, ее ‚ ат)» )й=1,...,П. 


Тогда матрица любой фундаментальной системы решений, а также 
являются непрерывными * 


ее характеристические показатели 9:,..-, 5 


функциями параметров =;, .-.-› Ет ‘в области 9. 
* Матрицу А = | аж || мы называем непрерывной функцией з, если каждый ее 


элемент есть непрерывная функция 3. Мы предполагаем в лемме, что начальные 


условия не зависят от 31,... ‚т. 
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Доказательство. °В силу сделанных предположений прежде 
всего мы можем утверждать, что система (11) имеет решение, удовле- 
творяющее любым начальным условиям. Обозначим через 5, ‚..., 5» ха- 
рактеристические показатели решения системы (11), а через © (#) матрицу 
фундаментальной системы решений. 

На основании теоремы о непрерывной зависимости решения от пара- 
метров непосредственно следует, что каждый элемент матрицы 9, а сле- 
довательно и сама матрица © есть непрерывная функция з:,, ... ‚ем. 
Чтобы доказать, что характеристические показатели з,,...,5„ суть 
также непрерывные функции параметров :, ‚...,®„, мы рассмотрим ха- 
рактеристическое уравнение, соответствующее матрице В интегральной 
подстановки фундаментальной системы 9. Имеем 


2 ое = В.О м вн (12) 


Полагая в (12) 1=0и замечая, что определитель Р (9) матрицы 9 отли- 


чен от нуля в области о, находим 
В 0 Оз. Оба вы (13) 


Так как в силу сказанного 0 (© (0,=,, ...,=т))- 0, то правая часть равев- 
ства (13) есть непрерывная функция параметров :,,..., м, следовательно 
и матрица В есть непрерывная функция этих параметров. Таким обра- 
зом коэффициенты В,,..., В, характеристического уравнения 


ЕВ ОЕ В, = (14) 


являются непрерывными функциями параметров :,, ...,:„. Отсюда по 
известной теореме алгебры вытекает, что корни характеристического 
уравнения (14) р,,...,р, являются также непрерывными функциями 
2,,... ›2т. Но характеристические показатели связаны с корнями р, ...,р 
формулами 


п 


1 
= 8, ЕЕ АЕ 


Так как ©, суть непрерывные функции :, ,...,г„ в области 9 и так как 
ни один из них не может быть равен нулю ни при каких значениях 
параметров, взятых из этой области, ибо тогда В, =0, что невозможно, 
то отсюда вытекает непрерывность 3,,...,5„ по отношению к парамет- 
рам =,, ..., ее, что и требовалось доказать. 

Обозначим характеристические показатели системы (7) через 


5, (г) =^, (=) &, (=), К=4,..., 2. (15) 
Таким образом 

№ (0) =0, Аа Эа | 

«, (0) =®,, К, ме ; (16) 


в, (0) = —® „, ЕЕ, 2. 
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Предположим, что при 0< <» хотя бы одна из величин Х, (г), напри- 
мер /., (г), является положительной 


^, (=) >0 при О% =. (17) 


Докажем, что в этом случае невозмущенное движение системы (5) 
{3} == {0}, соответствующее :=0, будет положительно неосуществи мым. 
Иными словами, имеет место следующая 

ТЕОРЕМА. Пусть функции Х;, У; удовлетворяют условиям 15°, 2% 
и являются периодическими функциями & периода 2. Пусть характе- 
ристические показатели (15) системы (7) удовлетворяют условию (16). 
Тогда, если функции У; таковы, что хотя бы одна из величин Х\, (®), 
К=1,...,2т, или несколько из них положительны при 0«е<а, то 
периодическое движение {}(1)} системы (1) положительно неосуществимо 
по отношению* к возмущениям У. 

Доказательство. В силу (15) общее решение линейной однород- 
ной системы (7) имеет вид 


— 


2, (#) = С, оба 6, ан ых ео)! р =) | 
(18) 


== ве = 6. 


24 (=, оба, (6 ыу ее обв ., и (Е, ®), | 


где 0,, (Е, г) — периодические функции { периода 2л при О<е< а. 

Пусть теперь соблюдается условие (47). Выберем постоянную С, по- 
ложительной, а все остальные постоянные С.,... ‚С, равными нулю. 
Составленное таким образом решение 


2% (#) =С, е61+811 6, (&, г), К=А,...,п, (19) 


будет при г —>-+ < неограниченно возрастать по модулю. 

Так как система (7) — линейная однородная и притом с веществен- 
ными коэффициентами, то как вещественная, так и мнимая части реше- 
ния (19) также являются ее решениями, т. е. {Ве 2(2)} и {т 2 (#)} суть 
ее решения. Имеем 


12, (#) | = Се 6, (=)ь А=Ь,..., п; (20) 

в частности 
О СИ ОО) Вани (21) 
* Всякую функцию У (ву ,..., У»), периодическую относительно & периода 


2т, удовлетворяющую условиям 190, 20, назовем функцией класса 5. В этой работе 
я считаю функции У; вполне определенными заданными функциями 
класса 5. Но можно считать функции У; какими-либо произвольными функциями 
класса 5. Если при каком-либо выборе функций У, из этого класса 5 хотя бы одна 
из величин АД» (3), К =1, ...,2т, или несколько из них окажутся положительными 
при 0 << а, то периодическое движение {1 (#)} системы (1) будет положительно 
неосуществимым по отношению к возмущениям класса 5. 
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Нормируем функции 8, (1, =), Ё=1,..., п, следующим образом: 


Ув» 0,0 Р=1 Ио 
Е 
Положим 
В ) 
зир У Ин, =) =6 
о ет 
<= <а0 = : 
О им (23) 
10 Ув (=) " =у, где, < @. 
0<1<9т 
0<=<а0 И ) 


Числа Хи 0 в силу (22) будут определенными постоянными = 0 и не 
зависящими от С, сиё. В самом деле, если бы у=0, то решение 
{2} =={0}, ибо при некотором 2, Е [0, 2=] и =, Е[0,®,] оно удовлетворяло 
бы нулевым начальным условиям. Ввиду (20) и (23) среди чисел 1, ...,;п 
найдется при всяком 26[0,2=] и всяком <6[0,%*,] такое число у, что 


1 (#1 =С, ее, (24) 


ъ 


Замечаем теперь, что если модуль комплексного числа |5| = я--иу | = 


=‘, то имеет место одно из неравенств: либо |Ае2 |=, либо 


Ит2| > Е. Поэтому из (24) вытекает 


у? 
либо | Вет, (1): >С, И е2а(в) 1 ] 
| рев ет 
= 1 р : г (25) 
либо | [п 2, (2) = С, еж (=) 
у 2" 


Из неравенств |2, (#)| > Вез, (0). 2% (#) | > | №02, (В | и (24), (23) вы- 
Вводим 


‚Вет, (0) | = С, | Кей,» (0, =)! = С, 16,1 (0, ) | = С,6, | (26) 
пп 51 (0) | = С, о 9,» (0, =) = С, | 9, (0, =) = о 9. 
Переписываем (25) следующим образом: 
либо ' Вес, (2)! = С,60 А — о! ] 
бу 2” И (27) 
либо‘ [т 2, (#) | = С, 8 —— ©! 
бу тж 


Усиливаем неравенства (27), заменяя С, в правой части первого 
‚неравенства через | Ве 2, (0) и в правой части второго неравенства 
через | [лм 2, (0) |; находим: 
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либо | Ве 2, (2) | = | Ве, (0) ' А ем)! 
| | | ( ) 1 9/2 
1 


либо ' п 2, (#) | = Па 2, (0) | —— ем! 
`0 


(28) 


()бозначим для удобства 
Во, (Й, А=1- п, 
или 
1 2, (#) =2(0, К=1,... п, 


смотря по тому, которое из неравенств (28) имеет место. Допустим 
для определенности, что имеет место первое из неравенств (28). Введем 
также обозначение 


п 
В ар (И =г(0. (29) 
1 
Из (28) и (29) выводим оценку 
123 (0) "у 
Им = 
Формула (30) показывает, как быстро возрастает расстояние г [{2` (#)}, 0]. 
Чтобы доказать неосуществимость невозмущенного движения, надо оценить 
снизу расстояние х[{2(#)}, 0]. Для этого мы сравним решение {2(1)} 
системы (5) с «соответствующим» (*) решением {2”(#)} системы (7) и затем 
воспользуемся теоремой треугольника. Имеем 


г[{2” (8)}, 0] > [2 (8) | > (30) 


(Ааа, .,2,)— ВИ, оз) + 
0 
1 { 
+ (еее Уре инд Я, РА ..,т. (84) 
0 о 
Введем обозначения 
Г: ЭХ, со |5 КА бя 0 } 32 
В ое аи 7 | ду р т | бу» |, + * ду, | |. 
0<1<2® 
Р= зар {1 У, (&, Да, и) еее УЛ №) (33) 
0<1:<2® 


Составляем усиливающую систему уравнений по отношению к си- 
стеме (7) 


45; а = : 
<= У, Аь, ЕЯ) . 5 И. (34) 
В=1 


Решение системы (34), удовлетворяющее начальным условиям о; (0) =” (0), 
}=1,....п, имеет вид 
8 (в) =” (0) А; уу, ут (35) 


4 Изнестия АП, Серия математическая, № 2 
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Из (35) выводим 
РЕ) Г о (ОЕ, (Оо 0] ОЕ. (36) 


С помощью леммы, доказанной мною ранее ($), из (31), (32), (33) и (36) 
выводим 


1 
аа |2, (9) — аа ет, (37) 
0 


ге р=ий, г[2`(1),0], г[2(1), 0] << 1, число { есть коэффициент 
Липшица для функций 


9х) 
дук 


р — 7; К=1..:. нае Вах 


в условии Липшица относительно переменных у,, ..., Ул. 
И? неравенств (37) выводим * 


оао =ьго т Г бам < 
= | вт” (0) р +:ЭТ ] е(АюоТ (38) 
ее ее НО 
где 1 — любое число большее 1. Наконец из (38) выводим 


ПАТ 1 


[2 (0), =" (= тв” ©) ет | пз еачют, отт. 139 


На основании теоремы треугольника имеем 
г [2 (8), 0] >72” (1), 0] —х[2° (8), = (6)]. (40) 


Покажем теперь, что можно выбрать число # =Т так, что как бы 
ни было мало =, будет соблюдаться неравенство 


г(Г),®] =5 (44) 


где 4— произвольное, но достаточно малое число. Этим самым будет 
доказана неосуществимость движения {/()}. 

* Мы пользуемся здесь следующей леммой: 

Пусть задана система п функций $ (1),..., в» (1), непрерывных при ца + А 
и удовлетворяющих в этом промежутке неравенствам 


ти 
Те (18+ У [9 (<) 14, 7=4, ..4ьл. 
10 А=1 


Тогда функции Ф, (1) ый в промежутке ц<1=—<% + неравенствам 
19) (1 < та, ура, 
Эта лемма заимствована мною из лекций, читанных проф. А. А. Марковым. 


ОСУЩЕСТВИМОСТЬ. ПЕРИОДИЧЕСКИХ ДВИЖЕНИЙ 135 


т (0 * 
Заметим предварительно, что между числами . и |2: (0)[ суще- 
ствует соотношение 


О | 25 (0) ре), (42) 


где р(г) — некоторая функция е, ограниченная. при 0 = = —< в, <“. Точно 
так же имеет место соотношение 


в =91|2, (0) |, (43) 


где 4 при г'` (0) —>0 либо постоянная, либо бесконечно малая вместе 
ст (0) (Т при этом фиксировано). 

Чтобы вывести неравенство (41), мы воспользуемся теперь неравен- 
ствами (30), (39) и теоремой треугольника (40). Пусть 8 — произвольное, 
но достаточно малое число. Покажем, что можно выбрать число Т так, 
что при любом достаточно малом = будут одновременно соблюдаться 
два неравенства 

[20] =-28, °°т [2 ), (Г) = 8: 


тогда из них будет вытекать (41). 


Итак, надо выбрать 7 таким образом, чтобы при любом достаточно 
малом => 0 


.® № (=)Т 
ОНА 
у? у ДА 
пАТ Ь ( ( ) 
у [ в" (0) +ерТ ] ПЗ е(АЗтт = 8. | 
Вполне достаточно вместо (44) удовлетворить неравенствам 
поет ] 
ыы пАТ 1 (45) 
? [ О — +г0Т ] п? е(Аит)тТ — $, 
Выбираем | 2* (0) | =е и заменяем р, г” (0) с помощью (42) и (43): 
ве А1 (Е) Т 
= 2%, 
И? | (46) 
у [Р=* е”АТ -- гОТ] е(А+"тТ 8, где Р=ар(:). | 
Из (46) выводим и 
Е м зе`1 (8 
И ТАУ 11) и ту . 
откуда 
2 17 ОТеА+та"т =ем®т—2 И? уРе”Ат е(А-+-тт)тТ в. (47) 
Рассмотрим две кривые: 
О О (4) 
у, =ем@®Т —2/2Р те"АТ е(Ачит "Те. 


Возьмем весьма малое положительное значение г, из промежутка 0 < в, < 4». 
4* 
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Построим при этом значении =, кривые (48), имеющие вид, указанный 
на фиг. 1. За Т, принимаем абсциссу ОВ их единственной точки пере- 
сечения. По взятым в, и ТГ, определяем из (46) число 8,. Если теперь, 
наоборот, задать это самое число 8,, 
то найдутся е=в, и Г =Т, такие, что 
неравенства (45) будут соблюдены. 
При уменьшении =, семейство кри- 
вых у, стремится к прямой у=А, 
поэтому как бы ни было мало 6,, выб- 
рав достаточно малое =,, всегда най- 
дем точку пересечения кривых у, и 
у, и следовательно сможем подобрать 
Т, так, чтобы (45) соблюдалось. 
Пример. Рассмотрим в виде ил- 
фига люстрации к этой теореме элементар- 
ный пример *. 
Дано дифференциальное уравнение 1-го порядка 


Чо 


ее (49) 


Уравнение (49) имеет точку равновесия х=а. Исследуем осуществимость. 
этой точки равновесия а по отношению к возмущениям вида 


"аи 


3: = (у— а)* | ®9.- (50) 
Полагаем у=а--2 и составляем уравнение возмущенного движения 
а 
= 2 22 + ва. (51) 
Уравнение в вариациях имеет вид 
4: 
ш= 0. (52). 


Линейное уравнение, аналогичное в этом частном случае системе (7), 
имеет вид 


4: ыы 

и: (53) 
его решение 

& = (ем. (54) 


При сколь угодно малом положительном в решение (54) неограни- 
ченно растет по модулю при ё —>- со. Очевидно, на основании сообра- 
жений, аналогичных тем, которые были приведены при доказательстве 
предыдущей теоремы, можно утверждать, что точка равновесия а поло- 
жительно неосуществима. И действительно, в этом легко убедиться, 


* Этот пример не вполне соответствует теореме, так как в теореме порядок 
системы был четный и т. д. Однако аналогичные рассуждения применимы и в этом 
случае. 
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непосредственно интегрируя уравнение (54). Пусть = >0 и достаточно 
мало, тогда решение уравнения (51) при а > 0 имеет вид 


$ Е 5? 
= -+И м-Ф4И м-$ (0), ” 


где С — постоянная интегрирования. При а < 0 решение имеет вид 


8+ . —т = (2+ : = т) ет -с), (56) 


б : = — к ъ 

где т = У -; — 9. В обоих случаях (55) и (56) при надлежащем вы- 
боре начальных условий, соответствующих моменту 1, и достаточно 
малом е, 2(1) в промежутке &, < {< + со будет по модулю неограничен- 


ным. 
2 


Приложим доказанную выше теорему к случаю консервативной 
системы *. Пусть задана консервативная система 


ар; _ Но ] 

(и 94; ’ у | 

44) _ ОН. Е ыоаний (1) 
а др’ 


где Н. (ра... а) -ТР- О, (9.4. Пусть а. а 0.0. 
точка равновесия системы (1), так что 


Исследуем осуществимость этой точки равновесия по отношению ** 
к возмущениям консервативных же сил, функция Гамильтона которых 


Н (1, р, ..-›Рьз 4,›---›Чв; №›.::..№5) является заданной периодической 
функцией времени { периода х и зависит кроме того еще от » пара- 
мегров в.,...,№,. Уравнения с возмущениями имеют таким образом вид 
4ру ЭН ЭН 
Но (3) 
44) ЭНо ЭН 
4 др; “др; 


Полагаем, как обычно, ру =а, Ри, 49) =В,-0); и составляем уравнения 
возмущенного движения, выделяя линейные члены: 


* Имея в виду следующий параграф, я изучаю здесь точку равновесия си- 
стемы (1). Аналогичные рассуждения применимы, разумеется, и к тому случаю, 
когда Н. является периодической функцией { и рассматривается осуществимость 
периодического движения (того же периода) консервативной системы. 

** См. сноску на стр. 131. 
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т 
аи 9*Но 9*Но 9*Н 
а (© дар бору оБроринюмиа = - 9) Рек 


п 
45; _ _@Н. 9Н г» 
а х `да1 дак и 50а; 5) 5. — Ге ‘дал дак а и 55-1 и ] 


Е .) 


Предположим, что линейная система с постоянными коэффициентами 


р* т 
и) __ НТ ТН у 
д (ве и бк 9505 5» ) | 
кт Е # = ==4,.:., № (5) 
во м 18) Но = Но 
о (ее бай база, 5» ) 
&=1 


имеет все характеристические показатели чисто мнимые; тогда они 
будут попарно сопряженными * 


=1%,, ..., 6. = 


с = т т? в (6) 
$ 


о — Ш. 


Характеристические показатели системы 


—” 


Гы ОН = Но = 
=> ‚Базы дах Ч к Р`обудьь бк 


45} _ ( 9?Н, 9*Но - 
вЫ й да] да» ик Зато» ЗЫ 


ОН = и 
г——— 2а—__о 
Уй да; да» ив да} ЭВ, 9) 
по доказаннои выще лемме являются непрерывными функциями = 


и превращаются при ==0 в характеристические показатели (6) си- 
стемы (5). 


Заметим теперь, что система (7) сама является канонической. 
В самом деле, если ввести обозначения 
Но 9*Н Е: 7 9Н | 
Эа) да + Загаак Г АВАЛЬ вор ОБИ ор ба — бА О 


эн, |, дн 


баз 96 1 да) 9Ъ, =Ву; Л, К=\,..., п, 


п ий б 
г 1 = > 1х вая я 
Н =- 9 о (Аль и ди р А (Авин Сиб) — 
1—1 1=1 


К—=1 


* В силу вещественности коэффициентов системы (5). 
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то систему (7) можно представить в виде 


4и; _ ЭН" 


Чаи по 0” 
Ги. 95) АС? ди; 


цы (8) 


А. М. Ляпунов показал [см. (*), $54], что в этом случае характеристич- 
ное уравнение системы есть возвратное. Поэтому каждому его корню 


1 
г» будет соответствовать другой корень ыы Но характеристические по- 
к 


казатели с связаны с корнями р зависимостью вида р=е*", поэтому 
характеристические показатели решений системы (7) будут связаны 
соотношениями 


в, (=) =, (е) -Н 2%, (=), ..., 5, (2) =). (=) 2%, (=), 


$, (е) = —^, (2) — 1, (г), ..., 5» (=) = — Х, (#) — №, (=). 


(9) 


Поэтому, если вещественная часть хотя бы одного характеристического 
показателя, при всяком сколь угодно малом = +0, окажется отличной 
от нуля, — найдется хоть один характеристический показатель с поло- 
жительной вещественной частью. А тогда, по теореме предыдущего 
параграфа, точка равновесия {а,,..., а»; 6,,...,6,} будет положи- 
тельно неосуществима. 

Таким образом необходимым условием осуществимости точки 
{а,, .... аи; 6,,.... 6} является выполнение равенств 


О ое О И. 9 В (10) 


Заметим теперь, что для приложений, которыми мы будем зани- 
маться в следующих параграфах, задачу об осуществимости интереснее 
поставить несколько иначе. Именно, во многих конкретных задачах 
коэффициент = в уравнениях (3) не может изменяться, он имеет 


вполне определенное значение, также и параметры 1, ..., в, вхо- 
дящие в Н. Поэтому интересно рассмотреть вопрос об осуществимости 
точки равновесия {а,,..., а»; 6,,..., 6}, предполагая параметры цв, ..., 1, 
и = фиксированными, равными соответственно ру,..., №», &, и считая, 
что лишь начальные условия могут изменяться внутри пределов 
| — В . 
|; (0) |= | ру (0) —а;| < 5, Г 14 
а Х И. (11) 
1; (0) |=! 9; (0) — 68; < 8, 
Характеристические показатели зависят от е, р,,.... №. Условие (10) 
при фиксированных е,, №, ..., № имеет вид 
> о о О 
^ а в, НКь) в») = 0, > а (о) № › #3 ву) =0. ( 12) 
Следовательно, если система уравнений 
о О АВ ны) = 9 (13) 
имеет решение (или несколько решений) з,,.... №, то точка равно- 
весия ({а,,.... аи; 6,,....6,} может при этихф значениях параметров 


оказаться положительно осуществимой. 
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Во многих конкретных задачах бывает возможным получить нервые 
члены разложений величин ^,,...,^, По параметру <, тогда удается 
приближенно вычислить корни уравнений (13). 


3 


Существует группа малых планет, известных под именем Троянцев. 
движение которой обратило на себя внимание астрономов. Планеты 
эти образуют вместе с Солнцем и Юпитером приблизительно равно- 
сторонний треугольник, они находятся таким образом вблизи одной 
из либрационных точек. Известно, что задача о трех телах имеет 
строгое решение Лагранжа, когда три тела с массами т,, т,, т, во все 
время движения образуют равносторонний треугольник, вращаясь 
вокруг общего центра масс. 

Можно поставить вопрос: как будет двигаться астероид Р с нулевой 
массой, помещенный вблизи либрационной точки [.,, начальная скорость 
которого близка к скорости либрационной точки Г[,? Останется ли 
астероид навсегда внутри некоторой окрестности точки Г, или рано 
или поздно будет выброшен из этой окрестности? 


На этот вопрос можно ответить, исследовав устойчивость в смысле 
Ляпунова либрационной точки Ё,, что представляет собой трудную 
задачу. Действительно, характеристические показатели уравнений 
в вариациях для точки [,, как мы увидим дальше, суть две пары 
чисто мнимых сопряженных корней. Поэтому исследование уравнений 
в вариациях не позволяет сделать каких-либо заключений об устойчи- 
вости либрационной точки Ё,. Только исследование нелинейных членов 
могло бы дать ответ на этот вопрос. 


Однако легко показать, что если поставить задачу более правильно 
с физической точки зрения, то в новой постановке она решается 
до конца и притом сравнительно элементарным математическим аппа- 
ратом. На самом деле в условиях солнечной системы на астероид Р 
действуют кроме Солнца и Юпитера также возмущения других планет. 
Следовательно с физической точки зрения было бы правильнее иссле- 
довать не устойчивость либрационной точки [,, а ее осуществи- 
мость по отношению к возмущениям остальных планет. Здесь мы 
ограничимся пока исследованием осу- 
ществимости точки [., по отношению к 
возмущениям только одной планеты 
(четвертого тела) — «Сатурна». 

Составим уравнения движения ас- 
тероида Р, находящегося под действием 
тяготения со стороны Солнца 5, Юпи- 
тера / и Сатурна й. Примем массу 
«Солнца» 5 за единицу и обозначим 
массу / через 1», массу й через г. Центр 
Фит. 2 массе 5 и 1 обозначим С (фиг. 2). 
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Единицу расстояния выберем так, чтобы 
мт, =1, (1) 


где г, = С5, г, =С[. Начало координат поместим в С. Так как С есть 
центр масс 5 и /[, то 


7 — Вл, =. (2) 


Единицу времени выберем так, чтобы постоянная тяготения равнялась 1. 
Обозначим расстояния 


Ро: РА -0; Р-р, 


Уравнения движения астероида Р, находящегося под действием тяго- 
тения со стороны 5, Ги Й, отнесенные к неподвижным осям &, т. 
имеют вид 


в 640) 9и , 
те ее (3) 
где 
: Л $ 
ИЕН о. (4) 
1 ба 73 


Уравнения движения (3), отнесенные к подвижным осям хСу, вращаю- 


щимся с постоянной угловой скоростью п= УТ ь, имеют вид 


- и 120 
— тут = о., 
ыы — (5) 
1 2пт — Пу = -— р 
ме Г... 
Положим 
рае иг, 
з 2 п (6) 
ты "-6 
тогда (5) примет вид 
и ь 
&—2пу=-., 
: ь 
у 2пх де | 
Введем обозначения 
о ано 
о 21 2.’ > 2 о: 
тогда 
Ом. О. (8) 
0 03 
Наряду с системой (7) рассмотрим систему 
э. . 90 .. . 9% 
х—2пу=-.; + 22 = ду. (9) 


Предположим, что при =0 5 и / равномерно вращаются вокруг С 
с угловой скоростью п. Обозначим координаты 5 через х,, у,, коорди- 
наты / — через х,, у,; тогда соответственно (см. фиг. 2) 
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у, =0; 
2, = Го: = 0, 


Уравнения (7) обладают точкой равновесия (либрационная точка [,,) 


10) 
| ( 


Пусть теперь на астероид Р, помещенный в начальный момент 
в «точку» Г.,, т. е. удовлетворяющий условиям 
х (0) =а, у(0)=6, \ 
200, “у (0) =90;°) 
действует еще кроме 5 и Г третья планета «Сатурн» ® массы е. Для 
упрощения задачи мы предположим, что «Сатурн» не оказывает ника- 
кого действия на 5 и / и движется по кругу радиуса А вокруг центра 


масс С с постоянной угловой скоростью п, (в осях &Ё, 1) и начальной 
фазой $,. Тогда 


(1) 


1, = В с0з [ (п, — п) ная (12) 
= Аз [(п,—п)Ё-+$.]|. 
Подставим (12) в (7): 


2—2пу= 7% + 


9 1 
Е. ; 
У — вооз (ть — п) ё+ 9} + (у— А ма (ть — п) +9] 3) 
.. р) $ _ 9% | ( 

а бы г 


д 1 
29/2 — Нооз ть ты + у Вю пе]. ) 


Уравнения (13) при е=0 имеют решение (10). Исследуем осуществи- 
мость точки равновесия (10) по отношению к возмущениям «Сатурна». 
Положим 


х=а-1,, у=Ь-,, (14) 
х=0--2,,. у=О-Н 2 
и составим уравнения возмущенного движения $ 
42 | 
а 
Ч. 
^^ 
423 и 
Я = 2п, | 
9% д 1 15) 
ие аа е 9х : и = г 3 
р У [5 В оо (поп): + о (— 
(= — 215, + 
9%; д 1 
у 
нь У Вся (попе о] + {К (попе + в} | 
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Выделим в (15) линейные члены относительно 5,›....24. Дия этого 
предварительно находим 


д®, 99, д*9, 
дх а О | Е + | 
905, ибо 1900, | 
ЭУ в. 2 — д=ду | гы Е. И: 
Л 1 
02 ( р д | >) ) 
к 4 9 1 Те а. . 5 -- № С + | 
9х рз [в — дл мк 0х? й г дх ду |, ых \ 
г. ( 1 й 
91 =). о | 
но ЕЕ ее 
ду рз [а+ = _ ы- дх ду | т в. Ми ы 
Подставляя эти выражения в (15), получаем 
ал. \ 
Не 
425 __ 
р Вх 
423 _ 985 9*®, _ 
ей — пл, Баз 21 не да 96° 
1 т 
а] (в 
Е _Рз. бз бз тт 
да да? а, да 96 и о» 
42 928 
а —2п2, 558 ды + “ды 2» 
ее ы > а) :8 | 
и - ИЯ ) 


р 2з› 
т | 
Ч А? С (17) 
О Е, я 
ар ПЕ и 
За — 22 ке Е 
д 73 т ”, в 2 
и при (°) 
(+ы)* > 27ь, (18) 
имеют две пары мнимых сопряженных характеристических показателей 
520, > == \ (19) 
Я: = —%,, = — 1%, 9 ] 
являющихся корнями биквадратного уравнения 
4о* + 4 (1-Е в) в? 27 =0. (20) 
Общее решение системы (17) имеет вид 
Й 125 — —102( 
= = А, её! -- А, -|- А,е и Ае 102 \ (21) 


== Ве"! —- Ве Е ее! - Век } 
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где А,, А,, А,, А, — произвольные постоянные, а постоянные В,, В,, 
В., В, связаны с ними соотношениями 


р. 9» -—— Эа а р _ Я - — дп 71 
са © +, 5 9. А,, Ы = «8 Я г (22) 
В о. м аа: 4 В 2 -- 204, А 
т ры РИ ИЕ 
Л 1 
{= 9*( — 
ро) Е 92, - —. ( а) — ) 

где ©, = = = в в = . Коэффициенты ба =: он 


входящие в уравнения (16), являются периодическими функциями вре- 
2 
мени Е с периодом Т=———. 
п. — По 
Согласно теореме $ 1 вопрос об осуществимости точки [., сводится 
к исследованию характеристических показателей системы однородных 


линейных уравнений с периодическими коэффициентами 


да ь) 


Г 1 1 о 
у 9 ( — д“ $ (23) 
9 -о +: .. ) ы 2, _ 4: МЕ 2.2 пд: | 


Заметим прежде всего, что система (23) легко может быть приведена 
к канонической форме путем линейного преобразования 


5, =9,; 3, =9.; 2, = р, |+ п4,; 2. = р, —п4,. (24) 


Функция Гамильтона Н будет иметь вид 


Н=-5 [(*— В) 4+ (т—В ати (- Вы99, — пр, | п9.Р,), 


В. = 4-4, В. =@ Ел В, =, ей 


о а 


тия , А,, = — да _ ) А 9? з 


[5 


Определитель преобразования (24) равен 1, следовательно преобра- 
зование (24) удовлетворяет всем условиям, указанным в $ 10 диссерта- 


ции Ляпунова (“). Поэтому к преобразованию (23), переводящему си- 
стему в каноническую, применимо замечание Ляпунова на стр. 226 его 
цитированной книги (последние строки). Можно утверждать на основа- 
нии этого замечания, что характеристичное уравнение для системы 
(23) есть возвратное, т. е. оно имеет вид 


ИА АР Ари. (25) 
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1 
Поэтому каждому корню р, будет соответствовать корень р ТАК 90 
[3 


корни уравнения (25) будут иметь вид 


а следовательно характеристические показатели системы (23) будут 
5, °.. —5,, —в,, или подробно 
А, (=) 4, (&), 3, =, (е) +, (®), | (26) 

5, = —^, (=) -- 2% (2), в, 
Для решения воироса об осуществимости точки [, нужно выяснить 
теперь только одно: будет ли при О<е.<а одна из величин Х, (®) 
или ^, (=) отличной от нуля. Если, например, окажется, что \, (г) + 0, 
то каков бы ни был знак ^, (=), один из характеристических показа- 
телей (26) будет иметь положительную вещественную часть, а тогда 
по теореме $ 1 либрационная точка Г, будет положительно и отрица- 
тельно неосуществимой. 

В следующем параграфе мы выясним, при каких условиях одна из 
величин ^,(=) или »,(=г) может оказаться отличной от нуля при 
0О<=< а. Самое вычисление }, и \, мы дадим в другой работе. 


4 


Пусть В — матрица интегральной подстановки системы (23) $ 3, 
соответствующая периоду Т. Обозначим ее характеристические числа 
через р,, р,, р, р.. Они выражаются через характеристические показа- 
тели с,, с,, с,, о, следующим образом 


р, (#) == 9, &=6 2, 3,4. (1) 
В силу формулы (19) $ 3, при е=0 
ры (бет; р, (0) = ее; р, (0) -=е-мат; р. (0) =е-т. = (2) 


Составим характеристическое уравнение матрицы В; в силу консерва- 
тивности системы (23) это будет возвратное уравнение 4-й степени 


р“ 2 Вр + 2В. р’ + 2Вр-+1=0. (3) 


В силу теоремы Ляпунова [см. (“), $ 48] коэффициенты этого уравне- 
ния являются голоморфными функциями е вблизи е =0 (в нашем случае 
даже целыми трансцендентными функциями =). При е=0 в силу (2) 


В, (0) = — (соз®,Т - соз ®,Т), } (4) 
В, (0) =1 + с03 (®, + ®,) Т -+- 00$ (®, —‹,) Т. 


Решение возвратного уравнения (3) сводится к решению квадрат- 
ного уравнения. 


(+7) +28, (в+;)+28,-2=0 (5) 
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и затем к решению квадратного уравнения 


0* == 2ар- 1—0: (6) 
где 


ВИ В. (7) 


Для того чтобы оба корня квадратного уравнения (6} обладали 
модулями равными единице, необходимо и достаточно, чтобы х было 
вещественным и 


== 11. (8) 


Отсюда вытекает следующее: чтобы корни возвратного уравнения 
4-й степени с вещественными коэффициентами обладали модулями рав- 
ными единице, необходимо и достаточно, чтобы величины 


а. =—В,-У В -2—2В,; а, = —В,—У ВЕ —2В, 
были вещественными и удовлетворяли неравенствам 
о (9} 
Чтобы а, и ©, были вещественными, необходимо и достаточно, чтобы 
В-- 2—2 В, > 0. (10) 


Вычислим теперь значения ©, и %,, соответствующие г=0. Из (4) 
и (7) находим 


В: (0) + 2—2, (0) = (соз®, Г — созе, Г)?, ‹14) 
а, (0) =соз®, Т, о, (0) = созъ, Т. (12) 
Из (14) видим, что если 
с05 ®, Г = соз®, Г, (13) 
то 
В! (0)+2— 28, (0) > 0, (14) 
а из (12) — что если 
|[с03®, | 1, |с08®,7| 1, (15) 
то 
1, (0) < 1, |, (0) | <1. (16) 


Допустим теперь, что неравенства (413) и (15) действительно соблю- 
даются. Тогда соблюдаются и неравенства (14), (16). В силу непрерыв- 
ной зависимости коэффициентов В, (=) и В, (=) от в, неравенства (14) 
и (16) будут соблюдаться и в некоторой окрестности точки в =0, т. е. 


В; (3) +2—2В, (=) >0 
|, (=) | < 1, [4, (=) [< 1 | придет < (17) 


А это значит, что при |=| <6 линейная система (23) будет иметь хара- 
ктеристические показатели с вещественными частями равными нулю, 


т. е. необходимое условие осуществимости (10) $ 2 будет 
соблюдаться. 
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Следовательно неосуществимость движения может обнаружиться 
из исследования линейной системы (23) лимь тогда, когда уже при е =0 
имеет место одно из равенств (18), (19) или (20) 


В: (0)-+2—28, (0) =0, (18) 
[, (Ол, (19) 
|а, (0) 1=1. (20) 


Равенства (18), (19) и (20) позволяют определить те критические 
п 

значения отношения частот «Юпитера» и «Сатурна» „› вблизи кото- 
о 


рых может обнаружиться неосуществимость. 


Вычислим в действительности эти критические частоты. Из уравне- 
ний (18) и (11) находим 


с05 ®, Г = 003%, Т, (21) 
откуда 
9 Г-о,Г=2Ак, Ё=0, +1, +20.... (22) 
Величины ®, и ®, суть корни биквадратного уравнения 
Аа Р-Р =0, (23) 
т.е 


ор у Е ГЕРА (24) 


2 


Далее 
2" 
= , 25) 
ИТ -— т 
Как мы видели раньше, величина № заключена в пределах +* 
О<ь< 0,0401, (26) 


иначе корни уравнения (23) имели бы вещественные части, отличные 
от нуля, и точка Г, была бы просто неустойчивой по Ляпунову. Для 


случая солнечной системы масса Юпитера в = т. е. она удовле- 


1 
1047 › 
творяет неравенству (26). 


Подставляя ®,, ®, и Т из (24) и (25) в (22), получаем 


М 
Че ДЕТ ТЕТ Ин. (27) 
Так как в величина весьма малая по сравнению с единицей, то удобно 


ввести вместо нее новую величину у 


И Е 28 
Е — 


* То, что р > 0, вытекает из физического смысла задачм. 
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Принимая во внимание, что И1+ь=п, можем представить уравнение 


(27) в виде зом 4 
й и Е. Е. |-к (29) 


п — то \ 


Исследуем теперь уравнение (29). При А =О0 оно дает у=1 или, что 
то же самое, (1 в)? =27ь, а этот случай несовместим с неравенством 
(26). Считая А = 0, представим уравнение (29) в следующем виде 


а ть , 
О ЬЫ РЕ не наиб 
п — 7 


Полакаяь» сроьень со рщеОмЫ 
$ ИУ ЕЕ 
(31) 
у 1 Е 5 Л 
И ок, (32) 
уу Л и л Е 
и 
В случае Юпитера 
у = 0,0243, (33) 


поэтому мз (30) и (32), полагая приближенно у = 0, получаем следующие 
критические отношения частот *: 


Е А оО о. 
=, =. ==0; К = — |1 2 ==2; к о. ее | (34) 
М: ка ое абы | 
К = —2, И К = ее} ит. д 


Из уравнения (30) видим, что при очень больших значениях А, м, 
почти равно п. Рассмотрим плоскость п,, И (фиг. 3). В силу неравен- 
ства (26) нас может интересовать лишь 
часть плоскости, заключенная между 
прямыми (1, 1) и (с, с). (Точка с на са- 
мом деле лежит весьма близко к 1, так 
как ее абсцисса равна 1,04; чертеж сде- 
лан без соблюдения масштаба.) 

Задавая определенное значение п вну- 
три промежутка (1; 1,04), мы получим 
для каждого значения п спектр крити- 
ческих значений 1й,, соответствующих 
различным значениям А. Таким образом 
внутри полосы мы имеем бесчисленное 
Фиг. 3 множество кривых, соответствующих зна- 


1 с Г 


С И овдетееые значения К соответствуют случаю, когда «Сатурн» является 
внутренней планетой, а положительные — случаю, когда он является внешней пла- 
негой. 
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чениям А= 1, +2, + 3,... Отрезок прямой п=п, является кривой 
сгущения для этого множества кривых. 

Критические частоты, которые мы до сих пор получили, вытекали 
из условия (18). Мы не использовали еще уравнений (19) и (20). Эти 


уравнения дают 
УМЕ 
или 
605% Г=- 1, 008%, =- 4. (35) 
Из (35) находим 


ов о, ий, | 36 
2х, Г =к-- 2х, ЕВЕ АеЫУ (36) 


Подставляя в уравнения (36) вместо Т, ®,, ®, их значения, получаем 


о ивы 
аква с риа (37) 


| 1 АЕ Е я ИУ! 
МЕ 5 бинт а В, 


Подставляя в (37) приближенные значения функций Ф, (у) и Ф, (у) из 
(32), находим 


(38) 


й 

Оу хе 
Ета 1 5 Е 

ты ара наи УГ че ) 


Перзые три уравнения дают критические частоты, близкие * к преж- 
ним (34), последнее же уравнение дает другие критические частоты, 


именно: т 
‚9 
КСВ Ат ) 


Ма а 

Е=1, т а К —2, п 5 
Наше исследование показывает, что неосуществимость ТОЧКИ 78 мо- 
жет появиться вследствие параметрического резонанса, ыы Ко изучаемый 
случай вполне аналогичен той картине, которая имеет место для урав- 


нения Хилла или Матье **. Подобно тому как в уравнении Матье 


+ (9.6052) 2=0 


области неосуществимости появляются на плоскости ^, з вблизи критиче- 
ских частот ^Х =4, 2, 3, ... ‚ также и в этой задаче, можно думать, области 
неосуществимости появятся вблизи критических частот (34). Это исследо- 


* Если принять приближенно у = 0, то они совпадают с прежними. 
** См., например (5). 


0 Известия АП, Серия математическая, № 2 
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вание мы дадим в следующей работе. Заметим, что в случае критиче- 
ского значения частоты точка з =0 является точкой разветвления кор- 
ней характеристического уравнения (3), рассматриваемых как функции 
от =. Поэтому для вычисления характеристических показателей надо 
применять либо метод Ляпунова, либо соответствующим образом видо- 
измененный метод Линштедта. Вопрос о том, какие заключения можно 
сделать из наших рассуждений для конкретного случая солнечной 
системы, мы исследуем в следующей работе. 


5 


Наблюдения над движениями астероидов показывают, что если вы- 


числить оскулирующие элементы * п, е, |, ® орбит всех известных 
астероидов, отнесенные к одной какой-либо эпохе, и расположить их 
в таблицу ** по среднему суточному движению п и по числу астерои- 
дов №, то распределение астероидов оказывается неравномерным. Именно, 
соответствующая эмпирическая кривая имеет два резко выраженных 
минимума и два резко выраженных максимума. Минимумы находятся 
вблизи соизмеримости 1:2, 1:3 среднего суточного движения Юпи- 
тера (п-*- 300”) с средним суточным движением астероидов (600” и 900”). 
Максимумы находятся вблизи 640” и 780”. Само собой напрашивается 
предположение, что эти пустоты или «люки» в кольце астероидов есть 
результат влияния Юпитера. Было бы действительно довольно странным, 
если бы факт существования люков именно вблизи соизмеримости 1:2 
и 1:3 объяснялся случайной игрой чисел. 


Строго доказать, исходя из уравнений движения (или может быть 
опровергнуть), что эти пустоты есть результат возмущающего действия 
Юпитера (своеобразный «резонанс»), и составляет математическую проб- 
лему распределения астероидов. Исследования, проведенные разными 
авторами ***, как будто подтверждают это предположение. Однако стро- 
гого и полного решения этой задачи до настоящего времени не суще- 
ствует, вследствие чего она представляет большой интерес как для 
небесной механики, так и для математики ****. 

Мне представляются два возможных пути исследования этой 
задачи. Первый путь состоит в исследовании осуществимости круго- 
вых и эллиптических орбит по отношению к возмущениям Юпитера. 


* п_среднее суточное движение астероида, е—оксцентриситет, т—долгота пери- 
гелия, ®— долгота планеты в орбите. Для упрощения мы говорим о плоской 
задаче. 

** Таблица приведена в книге Тиссерана (7). Там же можно найти и другие 
сведения относительно этой задачи. Из новой литературы см. Клозе (3). 

ж***= (См. , (8. °), и. др. 


***+* Строгое исследование необходимых условий устойчивости для круговых 
орбит было дано Цайпелем (1). Он получил те же критические частоты, кото- 
рые и я получаю в этой работе, однако весьма сложным путем. Это наилучшим 
образом подтверждает целесообразность исследования осуществимости. 
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Второй путь состоит в изучении плотности распределения элементов 
орбит в фазовом пространстве. 

Здесь мы ограничимся пока исследованием осуществимости круго- 
вых орбит относительно возмущающего действия Юпитера. 

Составим уравнения движения астероида Р с нулевой массой, нахо- 
дящегося под. действием тяготения «Солнца» 5 и «Юпитера» Г. Примем 
массу «Солнца» за единицу, массу «Юпи- 
тера»х обозначим и. Начало координат 
&, у поместим в 5 (фиг. 4). Единицу вре- 
мени выберем так, чтобы постоянная тя- 
готения равнялась 1. Обозначим расстоя- 
ния Р5 =г, РГ=р. Уравнения движения 
астероида, отнесенные к неподвижным 
осям & п, имеют вид 


мые 56 
где 
1 | б 
О 2 
— (2) 


Составим теперь уравнения движения астероида Р в полярных коор- 
динатах, вращающихся с постоянной угловой скоростью п в направ- 
лении движения астероида Р. Напишем для этого уравнения движения 
астероида Р относительно вращающихся прямоугольных координат х, у: 


С 90 
ей 
х— 2пу пт=-., 


‚1 3) 
ами заш 
униа—ту90. | 


Положим 


тожа иг, 


у ОИ И. . 
Тогда уравнения (3) примут вид 
ту =5, 25. 6) 
Введем обозначения 
И, беомЕОь 


тогда 


=. +, в=9, +. (6) 
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Возьмем теперь полярную систему (координат, ось которой совпа- 
дает с осью 5х. Уравнения (5) в полярных координатах имеют вид: 


и , 
‚ВА диаиуимьеия (7) 
го - 2го - 2пг — 55 Е 
где 
о Е 8 
У а: Е а . (8) 


| т т — тт, 608 ( е— в) 


Уравнения (7) можно написать в виде 


д 1 
та — Эпир — пт =в5 (>), 


9 
го 2 Ф ттт = Е (>) ь “ 
Предположим теперь, что при ь=0О астероид Р равномерно вра- 
чцается вокруг 5 с угловой скоростью п; угол ® примем равным нулю. 
Таким образом при в=0О астероид Р находится все время на оси х 
на расстоянии г=А=0сопз( от 9. Подставляя в (9) г=В, е=0, 
находим 
1 


п=-5- 


ет (10) 


Пусть теперь на астероид Р с начального момента { =0 действует 
еще «Юпитер». Исследуем осуществимость круговой орбиты г=А, 
Ф =0 по отношению к возмущениям «Юпитера». 

Если круговая орбита осуществима, то она должна лежать 
в сколь угодно узком кольце, образованном концентрическими окруж- 
ностями А—:, Н-+: при ш достаточно малом. Это значит, что вели- 
чина |7(1)—А| при всех {>00 будет оставаться сколь угодно малой, 
при в достаточно малом. 

Составляем уравнения возмущенного движения, полагая 


о О (11) 


Уравнения возмущенного движения имеют вид 


й 


2) с т 
и—2п ф_Зти. 


к" т. и дг до | Т, | 
. и” 
ф-+ 2и°зи--... = | 
| Е ты 
что]. | 
0 
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Здесь выписаны лишь линейные члены, а В выражено через п. Урав- 
нения в вариациях, получаемые из (12), при „=0 будут 


ты 2ил/з 9 Зиги =, 
р (13) 
м 27513 тм () | 


Предположим теперь, что «Юпитер» совершает круговое движение 
вокруг 5 с постоянной угловой скоростью п, (в осях &, 1) и начальной 
фазой $. Примем за единицу расстояние 5/. Имеем 


ф, = (п — п) ё- $9, г, =1, \ 
р) 0 й (14) 
р=У1-!* — оз [94 (п—п,) #91], ) 
2" 
т. е. р есть периодическая функция Е периода Т=- а: 
аи: 


Согласно теореме $ 1, вопрос об осуществимости «точки равновесия» 


г=А, 9=0, г=0, о=0 сводится к исследованию характеристических 
показателей системы однородных линейных уравнений с периодическими 
коэффициентами 


Фи аа > 
т" 2п: `а Е (] и—ьА,,(ЙФ=0, 


а 9 4 4 (15) 
р 2 © я ри 
Общее решение системы (13) имеет вид * 
и=С,: 2п симс. 30 \ (46) 
ф=С,. (—ЗЭ- С, . ожвеви — е- 218 2-ти, - 1 | 
Напишем систему (15) в нормальной форме 
аа 2:' 4 & 
м АРАлЫ 
9% — (Зи Чайный ия $, (17) 
А А . 
Е Азар ть 
* Величина м | при малых |С.|, |С»|, |Сз| останется малой при всех #. Это 


понятно, если вспомнить, что круговое движение устойчиво в смысле Ляпунова 
по отношению к величине радиуса-вектора (см. замечание Ляпунова в его диссер- 
тации {*),: стр. 13). 
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Матрица фундаментальной системы решений (16) в каноническом 
виде будет иметь вид 


2 


2 5 
ети, 21п3 ей, тети, -% 913 ети 
2 5 
—пй о ЕН рН — 973 рт 
ат. 2113 еп", Пе, 2п3е (18) 
еб-й. 0, еб-й. 1, еб". 0, 50-е. 0 
ео 
| ее. 28, 01. (—30, е01.0, 01. (3) 
6 


Вычислим теперь критические частоты для случая круговых орбит. 
Пусть В — матрица интегральной подстановки системы (17) $ 5, соответ- 
ствующая периоду ТГ. Характеристические числа матрицы В, при в =0, 
равны 


ра (0) = ет, р, (0) =е т, р, (0)=1, р. (0) =1. (1) 
Вычисляем коэффициенты В, и В, характеристического уравнения 
В, (0) = — (1 + созпТ), В, (0) =1-+2созпГ. (2) 


Уравнения 
В (0) +2—2В, (0) -=0, | “, (0) |=4,|*, (0) |=14, 
в данном случае будут 


(1 — созиТ)* =0, (3) 
1%, (0) [==|4|=4, |, (0) | ==|с08 ®Т | = 4. (4) 
Уравнение (3) и второе уравнение (4) дают 
созиТ =1, созпТ = — 1, (5) 
откуда 
пГ=2Ак пТ=к- 2, К=0, +1, +2... (6) 
Подставляя в (6) вместо Т его значение, находим 
п 2п 
тЫ =— о 
откуда 
п 1 п 2—1 
ее ть (7) 


Из (7) получаем критические отношения частот: 


п 1 п 1. 
ит, р и 
о у о ь 
п п 5 
КЕ. г - ор ВР 
п 2 п 3 8 
=—2, Л-а, Па, (8) 
о 0 
3 п 7 
[== а о 
3, 7 и о 


Первое из уравнений (4) показывает, что при любых значе- 
ниях частот один из корней характеристического уравнения, при 
& > 0, может дать характеристический показатель с вещественной частью 


ВЕАШЫЕВВАВКЕ!Т РЕВ РЕВОР!ЗСНЕМ ВЕМЕСОМСЕМ 45 


ал 


отличной от нуля. В этом нет ничего удивительного, если вспомнить, 
что круговое движение, даже в обычном смысле Ляпунова, неустойчиво 
по отношению к полярному углу ©. 

Исследование областей неосуществимости, а также и вопроса о том, 
в какой мере применима эта теория к конкретному случаю солнечной 
системы, мы дадим в следующей работе. 

В заключение считаю своим долгом выразить глубокую благодарность 
В. В. Степанову, сделавшему ряд ценных указаний. 


Научно-исслед. институт математики и механики Поступило, 
Ленингр. гос. университета ЗХИ 1940 
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э Эсва ве К., Обег Фе зАКи]агеп З&бгипоеп ег К1ештеп Р1апефеп ш 4ег МасВЬаг- 
зсва ег ремо@1зсвеп Т.бзапреп шеаг1ехаВИеег Котштепзигар 1484, Азг. 
Масрг., В. 233, №. 5580 (1928). 

10 Де: ре] Н. у., Зиг 1а за 146 4ез зол 00$ рег1о914иез 4е 1а ргепиёге зог{е дапз 
1е ргоёте 4ез рез р1апёез, АтК. {. Маф., Азйг. ось Кузк, В. 10, Н. 4 (1915). 


Х. АВТЕМТЕЕЕ. ПТЕ ВЕЗУММОМС РЕВ КЕАШЗУЕВВАВКЕТ 
РЕВ РЕВТООТУСНЕМ ВЕУЕСОМСЕМ 


РОЗАММЕМКАЗОМС 


1 4ег уогВегоеепаеп Агрец ("*) БаБе 1сВ 4еп ВезтИ{ ег «геаПзег- 
Багеп» Вемехипаеп ип Чег «геазлегЬагеп» Тгадекфотепт елпоеАВ те ипд 
{аг еше К]аззе рег1од1зсвег Вемесипсеп ет Влигелсвепаез Кгиегтат 4ег 
Веа1з1егЪагке!{ апхезефеп. ш 4ег уогПезепаеп АгЬей Беууелзе 1сВ ет 
Б1огелсьепдез Кецегаш 4ег КНеаПзегЪагке ег ТгадеК1омеп {г еше 
ап4еге К]аззе уоп реглод1зсвеп Ве\мезипсеп. 

2 ешеш Безсьг&пКеп беые! С„ дез и-4ипептз1ота]еп Каитез х,, ..., и 
ипа Ё@г аПе #>0, зе1 ет Зущет уоп ОШегепиа ев ипсеп 


4х; 


“= Ху (Ь т, ..- 9»), еп (1) 
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пезереп. Пе Кипкмопеп Х; шбреп еп {10]чеп4еп Вей тхипаеп зепйяеп: 
9х; . - . - Эру 
5 65 ты Е =1,...,п, за гееЙ, етдеиих пп@ ешо ш 4ет 


аБоезсВ]оззепеп Селе! 


ых } = 
71 ЕВ, 
И. Ре рагиеЙеи АШецаисеп с, КА, за.» оеамеба та С 
Чег ТарзсВ и Бейтеито 
с п 


Е 
\о Г, еше Копзбате ределцек. 


Вегасв4еп уг 2аг 0е { = 0 тоепдеш РипКке Е С„. ш!0]ое 4ег сетасЬ(еи 
Уогаиззейтипоен м4 1езеп Апапозре4еиптоей ете се\улззе Т.бзапх 
4ез Зузетз (1) 


{2} = {$(0)} (2) 
еп{зргесвеп. УУ1г зе4леп уогамз, Фазз Че Гбзапе (2) г аПе { > 0 ехзперь 
ип {г д1езе УУеме уоп { дет Семеь С„ апзейбии. 


Мг уегапзсВаиоеп Фе ТГбзапе (2) ш 4ет (п- 1)-аппепзюпва!епт 
Ваит шЦ еп Коог@1тацеп Е,х,,...,2,. О1езеп 10зипе з@ еше 
(п-- 1)-@птептззопа1е ПместаЙкигуе епзргесвеп. Оле ч-Отеефапо Ч1езет 
ИцестаШигуе, Че 4еп пло -пезайуеп 2-УУемщеп еп(зргасВ&, БехетсВптеп 
\г ши О, ({° (1)} *). Рае ч-Отвефато 4ег розилуеп НаПтаекюоме К* 
Ч1езег Вемезипое Безесвпеп маг ши 0,(К*). 

СЛесвео ши дет Зузет (1) БетасВеп хит поп аз уагнеме 
оузет 


ау; . ы 
9 = ХФ» зу, =) (В У, ве › Ув)› ТИ (3) 


шт \есвет Фе Капкйопеп У; 4еп 10]сеп4еп Ве4теипоеп сепйоеп: 
У; (Е, у:, ...›9и) 81 тгееЙ, етдечих ила цей г #>0, (ЕС, 
ил шт 41езет Сеыеф 
| У; (Е, Ул»... › Уи) | < 1. (4) 


Апззег4ет зоПеп 41е ЕипкИопеп У; ш детзе!феп Семеб 4ег Гараев и2- 
Бефприпе 


п 
| У; (6 Уз ++. › Ут) — УЕ, Ув +. › у) 5 У [Ук Уь| (5) 


=1 


хепйсеп, мо Г еше Копзапце Бедетце6. 
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Ре! 1п 14101. Ре Вемезате {9(1} 4ез Зузетз (1) 138 розу 
геа] 1з1егфаг, уепи Г@г ]фе4ез пос зо Кетез 5 > 0 еме Ха = (3) >0 
сеГап4еп уег4еп Капп, 4егаг(, Чазз Фе Ве\уесипе {$ (!)} Цез уагиемеп 
Зузиетз (3), Ч1е деп АшапозЬедтсипяен {4 (0)} = {© (0)} + {а}, мо |а;| = з, 
1=1,...,п, 181, хепае{, Гаг аПе #=0 ехзиег! ипА 4еп Опо]е1с\ипоей 


|9 (В — 3; (0 | =5, И = чека» 


сепо(. 

Ре! 1114101. Пе На! тгаекКюге К* 4ег Вежезипо 1 (1)} 1 
роз!ф1у геа]1з1еграг, \мепп !г ]е4ез пось зо Кешез 8 > 0 еше 
ГаЪ1 = (5) > 0 сешпаеп \ег4еп Капп, 4егагф, Чазз 41е НаШитгадеконе Г.“ 
4ег Ве\мезиис {%(1)} 4ез уагиемеп Збуцетз Чег Оштзерипе (,(К*) 
апоербг(. 

шт 4ег уогПесеп4еп Атрец сефе 161 еш Бшгеспен4ез Крцега Че 
Ме {теаПз1еграгКе16 Ёаг еше К]аззе уоп регодазсвеп Вемесипзеп. О1езез 
Кгцегнит уг аоЁ 2мег Ашареп Чег Нипте]зтеслав1к апоемене(: 


1. У!ш 2е1сеп, дазз Фе ТльгайопзрийКе [.,, Г, ш Чет БезейгАйтк(ей 
Отгекбгрегрго ет ЪезхазЙсв Чег Збгапоеп 4ез уещеп Кбгрегз «Забиги» 
пас теа Излеграг зша, #а113 ш ег ши\Легей Тарезреуесиия уоп «ТарЦег» 
ип «Забаги» Коттепзагар И&(еп уогпап4еп зш9. 

2. Ут Бемезепт, 4азз КгелзраВиеп ш 4ет Имекбгрегрго ет п1еВ- 
геа]1з1еграг зт@, {аз ш 4ег шиегеп Тасезре\муесипо 4ез АзЦего1$ ип 
Тарцегз Коттепзигар 1 8{еп уогВап4деп з1п4. 

Пуе егзе Ашжаре 131 епо шц 4ег Аи®аре цег @е Вемерапо ег 
Тго}апег уеграпдеп. Пе меце АзЁ!аре 131 епо шЦц 4ег Ашаре Чек 
Уеге по Чег Азбего14еп уегрип4еп. ш Бееп Е&Пеп 13% Фе Фес теай- 
злеграгкей Чег Вемесипоеп Чагсв аз Уогпап4епзет Чег рагатлеазсвеп 
Везопапя егК1&г (°).! 

Ез зе Чаз бузет (1) уоп сегафег Ог4пипу п=2т. Ез заеп @е 
Еипкиопеп Х,, У; реглод1зсве ЕипКкиопеп уоп { шт 4ег Регю4е 2х, Че 
4еп Ведтеипсеп 1, П сепасет. УУ1т Ваъеп 4еп {01]сеп4еп За: 

ЗАТА. Ез зеё {1(1)} ете ретофзейе Г.бзипа 4ез буяетяз (1) гоп Регго4е 
2*. Ез заеп @е спатакетзизсйеп Ех ропете (15) ($ 1) 4ез бузетз (Т) Бер е=0 
($ 1) ет гтазтатг ип4 рааг‹уетзе Копуивтет, 4. №. еп Вефтвипвеп (16) $1 
веписепа. И’епп 4апп @е Еипкиопеп У; 4етатй эта, 4а5$ тевяеп5 
епте ъоп 4еп Стоззеп №, (г), К=1,2,...,2т, о4ег еиве соп птеп г 
0<=<а рожно ят4, 30 158 фе ретозейе Ветевитв {}(1)} 45 буяетя 
(1) $1 розёшо тетеайяетфат безивИсй 4ег У1дтипзеп У. 

ш $2 миг @л1езег ба хат Эааций 4ег №Мор\тгеайзегагкей 4ез 
СЛезсвоеуле рип ез ешез Копзегуамуеп Зузетз БехйзИсй Чег Э{бгит- 
еп рег1о91зсвеп Свагакцегз апзе\уеп4е(. 

Ез зе п 91е шиеге Тасезремуезиия уоп «Ларцег» ип@ п, @е шиЦеге 
Тасезремехийх уоп «За!иги». Пе рагатейчлзсве Везопапе 18: ш Че 


Маве ег Кгилзереп УУег(е уоп р ‚ Че Чогсь 41е Когте (34) ава (39) 
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Чез $4 рези \ууег4еп, шос. ПО1езе Когте] Капп Пес аиз Чег 
Оцегзисвипо ег Уегхмеюипозрапк(е ег УУиг2е]и ег геглргокеп С1е!- 
сВипо (3) $4 егваЦен \мег4еп. 

ш ег АшюаБе 4сг ВеаЙзлегЬагкец уоп Кгезрабптеп \мег4еп д1е 
КгилзсЛей Кгезравпер Аигей @1е Еоглае! (8) $6 Ъезтоф; ш @1езег 
Когте] редещеё п @е шиИЦеге ТавезЬемесипо 4ез Азего14з ип п, 
че ши еге Тавезре\уесипо Чез Гаркегз. 

Рае Ощегзаслипо ег Вегесве 4ег Мис \теаЙзлеграгке ут@ за 4ег 
Го]реп4еп Агреш ресеъев. 

бот, егК1АгЕ Че ТВеотме Чег геаЙзлегЬагеп Вемериисеп шие 
епег з\тепоеп пи зевг е]етещагеп Мефоде, \уеплезвепз хи Те, деп 
рьузазсвВеп Эши Чег Бега ицен Геегеп 11 дет Аз{его14ептио, зоуле 
Че Егаое пЪег Че Вемесипо Чег Тго}апег. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГГЕТ1М ОЕ ГАСАРЕМ!Е ОЕЗ. $С1ЕМСЕЗ БЕ 10833 


Серия математическа» 5 (1941), 150—164 Зее ша\Мёта!аие 


А. Я. БОЯРСКИЙ 
О ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ КОРРЕЛЯЦИИ 


(П редставлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В работе изучаются соотношения, характеризующие режим связи 
яля случая стационарного стохастического процесса на плоскости. 
Решается задача выделения одного класса таких процессов, аналогич- 
ных цепям Маркова, в которых связь между двумя точками исчезает, 
если становятся известными значения величин на замкнутом контуре, 
содержащем внутри себя одну из точек. 


1. Геометрической корреляцией будем называть корреляцию мея.ду 
значениями переменной и в случайно выбранной точке (или ее средкей 
величиной по области, на контуре и т. п.) и в другой точке, находя- 
щейся на определенном расстоянии от первой или на конце определен- 
ного вектора, начинающегося в первой точке (или средней величиной 
по области, расположенной относительно этой точки определенным обра- 
зом, ит. п.) 

Простейшим случаем геометрической корреляции является корреля- 
ция между двумя точками линии, по существу рассматриваемая в теории 
стационарных процессов. Математическое ожидание и мы, как и там, 
будем в дальнейшем считать равным нулю, а дисперсию равной 1. 

Если вместо линии задана плоскость, то каждая точка определяется 
не одной, а двумя координатами т, и х,. Значение и будет тогда пред- 
ставлять собой функцию двух переменных 

1 (т, 2,). 

Коэффициент геометрической корреляции между «точкой», случайно 
взятой на данной плоскости (т. е. значением в ней и), и другой точкой, 
имеющей определенные координаты в отношении первой, может теперь 
зависеть не только от расстояния между этими точками. Если обозна- 
чить через Х, и Х, координаты второй точки в отношении первой 
(выбранной случайно), то коэффициентом корреляции между ними будет 
среднее значение 

инь: (=, ЕХьт,-ЕХ,). 
Отсюда видно, что он представляет собой функцию двух переменных 
Х, и Х,, т.е. некоторую функцию г(Х,, Х,). 
Из определения ясно, что 
ие. Х,) =г(-—Х,, О, 
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Вообще говоря, коэффициент корреляции может быть зависящим не 
только от расстояния между парой точек, но и от направления соеди- 
няющего их вектора. Но мы будем его в дальнейшем считать зависящим 
только от расстояния между точками А, и притом некоторой непрерыв- 
ной функцией г (А), причем г (0) =1. 

Установим следующие определения и обозначения: 

т— коэффициент корреляции между двумя точками; 


`к — средняя величина коэффициентов между ‘всеми парами точек 
контура или области К; 
`лк— средняя величина коэффициента точки А и всех точек А} 


ткк, — средняя величина коэффициента между всеми точками двух 
контуров К и К’; 

Влк — коэффициент корреляции значения и в точке А и среднего зна- 
чения и на К; 

Вкк, — коэффициент корреляции между средними значениями и на 
двух контурах К и К’; 

В лк совокупный коэффициент корреляции значения и в точке А 
по значениям во всех точках контура (или области) К (пре- 
дел совокупного коэффициента корреляции по п значениям 
в п точках, взятых на каждой из п частей, на которые раз- 
бит А, при п-—> 5); 

а — дисперсия среднего значения на К. 

Легко устанавливаются следующие основные соотношения (и. ниже 
есть значение и в точке А; и, и,,..., И, значения и в п точках кон- 
тура К; гл; — коэффициенты корреляции между ними и точкой А, и 
( — среднее значение и на контуре К): 


РАК == М 4. — пт = 
и—со (1) 
= (им = ДАЙ — Ве. 


т ОРША 1 Е ак 
п п 


Далее, отличая штрихом величины, относящиеся ко второму контуру 
К’, от таких же величин первого, имеем: 


м И ‚о УЕиде. 
ы КР нета 
к ре ыл у Кх 
ИАкк. = Им — Е == о ине 9 (2) 
И-оо Ив (2 ЗЕ (=) КЧК КПА 
п }® 
И наконец 
й Уи; ? . _ УЕил = 
Е ОМ — Е о. 
ХК ие Е ( ь р Пиз =7К. (3) 
Ик ®, ©) ` 


С помощью этих основных соотношений можно например найти 
следующие величины для окружности К радиуса а и ее центра А (что 
для нас представляет интерес не только как пример, но и в виду даль- 
нейших целей): 


и 1}, (аш () 
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Здесь интегрирование достаточно вести до п, так как при прохо- 
ждении второй половины окружности те же коэффициенты будут повто- 
ряться в обратном порядке; 


ТАК = (а) (5) 

в виду равноудаленности точек К от центра; 
= и] о 
Пак — еее (6) 


Если возьмем 2п точек в вершинах вписанного правильного 2и-уголь- 
ника, то в уравнении регрессии ил по и,, и,, ..., им 


НА=С И, с, и, +... Роли (*) 


все с, =с в силу симметрии. Поэтому 
ИА = ко п 
иА=С Уи, = =. Эй, 


Ум; 
=, так как 
п, 


есть в то же время уравнение регрессии ил по средней 5 

если коэффициент регрессии в таком уравнении должен быть некоторое 
Ь 

Ь = 2пс, то заменив в (*) все с; на 5„› мы получили бы исправленное 


уравнение, лучше удовлетворяющее условию способа наименьших ква- 
дратов. А по заданию (*) уже есть уравнение регрессии. 

Но если уравнение регрессии по и,,..., и,„ совпадает с уравнением 
регрессии по их средней, то совпадают и соответствующие коэффициенты 
корреляции. Переходя к пределу при п —> <> и принимая во внимание 
(6) и (4), имеем для окружности и центра 


ВАк =: Вдк =* ты ; (7) 


\ т (2 о) 40 


„Эта формула подтверждается и непосредственным расчетом. Коэффи- 
циент корреляции между и; и и; в случае окружности зависит (при 
данном п) только от абсолютной величины |/—#|=$. Обозначив его 


г‚, имеем для совокупного коэффициента А,„„ корреляции ил по И,,... , И, и: 

1 Ла п фоны Фа онйва елиейто 27а 

Г. арх, ны Вы ы 7 

— |", г 1 а о РОМА, 

а АИ ЧАН ЧЕ г (а) 

г (а) г(а) г(а) ... г(а) г(а) ... г(а) 0 

В? ы 

2п М»» 


где М,„— минор последнего элемента определителя ‚ стоящего в числителе. 
Благодаря особенностям взятого случая, мы в знаменателе имеем 

циркулянту. Это позволяет вычислить без 0с0бого труда, что 

г (а) 
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._ 8 
где т, = г (2 вт) . Переходя к пределу при п — сс, получаем уже 


приведенную выше формулу (7). 
3. Добавим теперь вторую окружность К’, концентрическую первой, 


радиуса та > а. Пусть и,,..., и.» суть значения и в точках К’ на про- 
должении тех же 2п радиусов. В уравнении регрессии 


АО отв 
о а 


все с; =с и все с, —=с’ по соображениям той же симметрии. Следователь- 
но оно превращается в 


зи 


— Ум; Уи 
2% АЕ ЕЕ = Не 
на=еи, с’ Уи, = 2. | 2те' 57, 


М №. 
т. е. в уравнение регрессии по двум средним >, и 5.7. Следовательно 
совокупный коэффициент и. по чц,,..., ии, и,..., и.» равен совокуп- 


ному коэффициенту и по этим двум средним. Переходя к пределу при 
п—> <<, имеем 


НА (кк) = ВА(к, к», (8) 


где Вл(к, к) обозначае: совокупный коэффициент и. по двум средним 
величинам Ик и ПОк.. 

4. В виду практических целей, а именно, различных расчетов, с 
которыми мы встречаемся при отборе проб на площади и т. п., пред- 
ставляет интерес исследование характера функции г(А) при некоторых 
ограничительных условиях. Если вместо плоскости имеем линию (како- 
вой можно представить себе ось времени, что целиком приводит всю 
проблему к стационарному процессу), то условие равенства нулю част- 
ного коэффициента корреляции между любыми двумя точками (отделен- 
ными расстоянием А) при исключенной некоторой промежуточной точ- 
ке легко приводит к 


(А (=. (9) 


й 


Отсюда для двух отрезков линии величиной $ с расстоянием о > 9 между 
их ближними концами имеем 


о” (8 — 1 я 
Вкк, = ета УТ №, а для девиаты средней на таком отрезке 


92 = ы 
$ 52 |702 А 


(№ —1 —з№шл^). 


Эти формулы позволяют сделать ряд практических выводов о коли- 
честве, размере и расположении проб, дающих лучшие результаты. 

То же условие поглощения связи на плоскости означает необходи- 
мость равенства нулю частного коэффициента корреляции между двумя 
точками при исключенных значениях во всех точках разделяющего их 
замкнутого контура. Если этот контур — окружность радиуса а с цент- 
ром в одной из точек (А), а вторая точка лежит на концентрической 
окружности радиуса та > а, то это условие эквивалентно условию 
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равенства нулю частного коэффициента корреляции между центром и 
всеми точками внешней окружности при исключении всех точек вну- 
тренней. В самом деле, при исключении всех точек внутренней окруж- 
ности должны превратиться в нуль коэффициенты корреляции ‘между 
центром и каждой отдельной точкой внешней окружности. Но тогда 
будет равен нулю и совокупный коэффициент центра по всем этим 
точкам вместе. В силу предыдущих соображений [(7) и (8)] можно со- 
вокупные коэффициенты по точкам одной или обеих окружностей за- 
менить коэффициентом со средней на внутренней окружности и сово- 
купным коэффициентом по средним на обеих окружностях. 
Наше условие следовательно сводится к 


ИИ = ВАцк, к’ (10а) 


или Ндк’.(к)=0, т. е. к равенству нулю частного коэффициента между 
ид и О’к. при исключенном Ик. Но это приводит к Вдк, = Влк- Вкк, 
или если воспользоваться (6) и (2), к 


\ 


г (та) _г(а) РКК” 
ак’ Е ак Е ак О ак’ ) 
т.е. к 
т (та) 2х =" (а)гкк’; (105) 


к имеем по формуле (4), а гкк. находим непосредственно интегриро- 
ванием: 


т: 
— 1 —- — = 
(= — — 3 *) 49. 
ТКК = (ий 2т соб т?) а 
0 
Подставив это в (10Ъ) и приняв во внимание (4), получим после про- 
стых преобразований условие 


1/2 т 


т (2азт 8) 48 = (а) \ г(а}/(т— 1) 4т вт 8) 48. — (14) 


< 


о 


=>. — 
-2 


Положив здесь г(5) =} (21°), а’=2, дифференцируя обе части по т, 
сократив на 22, положив т=1, приведем наше условие к виду 


| (2) (2) =, (12) 


где 


Ф (2) = \ / (42 зт* 5) 46; (13) 
(12) м (13) вместе с условием }(0) =т (0) =1 приводят к 
п/> 
\ 1 (бл зти 6) 8 = == [1 (2). (14) 


Будем искать решение уравнения (14) в виде степенного ряда 


1 (у) =а, ау-а,у’-... 
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Подстановка этой суммы (при соответствующей замене у) в обе части 
(14), интегрирование и сравнение коэффициентов при одинаковых сте- 
о а 


пенях 2 позволяет методом полной индукции доказать, что а; = в т. ‘©: 


п!п! ? 
Ре РУ РУ 
и (положив р= —1*, чтобы было }’ (0) < 0) 
2.2 ; [> 
г (2) = (а) А-а -...=2\ 003 (2% 03 1) 44. (15) 


>. 


Вообще следовало бы проверить, дает ли это решение уравнения 
{11), так как в наших преобразованиях мы заменили его вытекающим 
из него следствием. Но уже полученный результат показывает, что в 
рамках положительных коэффициентов корреляции, т. е. при условии, 
что г(2) убывая остается больше нуля, задача неразрешима. Чтобы в 


2 
эт, № для ко- 


торого сумма членов ряда меньше нуля. Нам кажется, что вне рамок 
положительных г задача имеет меньше практического интереса. Вопрос 
же о возможности или невозможности решения задачи при любых г, 
как полсжительных, так и отрицательных, остается открытым. 


этом убедиться, достаточно подставить в (15) значение х = 


Институт народнохозяйственного учета Поступило 
7 т 19451 
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А. В. ГРОШЕВ 
ОБЛАСТЬ ПРИТЯЖЕНИЯ ЗАКОНА ПУАССОНА 


(П редставлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В статье дается необходимое и достаточное условие для того, чтобы 
Функция распределения случайной величины принадлежала области 
частичного притяжения закона Пуассона. Отдельно рассмотрен случай 
безгранично делимой случайной величины. 


$1 


Пусть х,, г, ...; Х,, +... — Последовательность взаимно независимых 
случайных величии © одной и той же функцией распределения Р(х). 
Говорят. что закон распределения Е(х) принадлежит области полного 
притяжения закона Ф (5х), если можно подобрать постоянные А„ и В, >0 
(п=1,2,...) так, чтобы законы распределения сумм 
о А ет 
" 

при #-- <> сходились к Ф(т) (при этом необходимо В„— оо). 

В настоящее время известны все законы, обладающие областями 
полного притяжения; это — устойчивые законы [см. например ($), стр. 90]. 
Известны (”) также и области полного притяжения устойчивых законов. 

Некоторые функции распределения, не входящие в область полного 
притяжения ни одного устойчивого закона, обладают однако тем свой- 
ством, что если индекс п пробегает не все целые значения, а лишь 
определенную подпоследовательность К,, К,, ..., №; ... (№.-> оо при 
п-> 02), то законы распределения сумм 


ЕЕ 2 ДА (1) 


сходятся к некоторому предельному закону Ф (5), отличному от единич- 
ного. В таких случаях говорят, что Р (5) принадлежит области частич- 
ного притяжения закона Ф(2). Известно [см. (°), стр. 105], что вое 
безгранично делимые законы распределения и только они имеют области 
частичного притяжения, но области частичного притяжения изучены 
мало. 

В настоящей статье мы определяем область частичного притяжения 
закона Пуассона 


” 


Р(еать = е^ (т=1,4,...), (2) 


т. 


6 Известия АН, Серия математическая, № 2 
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который, как известно, не является устойчивым и следовательно области 
полного притяжения не имеет. В формуле (2) будем считать «> 0. 

ТЕОРЕМА 1. Для того чтобы закон распределения ЕЁ (т) принадлежал 
области частичного притяжения закона Пуассона, необходимо и доста- 
точно, чтобы при любом положительном 1 


2 
\ та 4Р (Са) 
2% —=0. (3) 
= \ аР (Ст) 
1%—1 | < 


Замечание. Если во (2) «< 0, то в (3) величину |х—1 нужно 
заменить на |х-1|. 

Доказательство теоремы основано на следующей лемме. 

ЛЕММА. Данл последовательность постоянных В„-> со. Для суще- 
ствования постоянных А’, при которых законы распределения сумм (1) 
сходятся к предельному, необходимо и достаточно существование такого 
безгранично делимого закона с тарактеристической функцией $(1] ис 
каноническим представлением по формуле П. Леви 


= 
рем о В  ( 1 м, )аМ (м) + 
+ со нее в м 
—- а —-1 и. (и), (4) 
чтобы при п-- < 
“ 
к, аР (В,2) — М (и), и<0, 
+ со 
и, (аР (Вт) —> — №(и), и>0, 


И В А ] \ х* АЕ (Вт) — | \ хаЕ (В, | | =аг. 
=-0 п-ъ>50 фх | <= 12] = } 
Закон (4) и есть при этих условиях предельный для сумм (0). 


Эта лемма является частным случаем одной теоремы Б. В. Гнеденко 
(см. (*), теорема 8). 


Доказательство теоремы 1. Представив закон Пуассона (2) 
в виде (4), мы найдем, что при сходимости законов распределения сумм 


(1), в силу леммы, при любом положительном 21 и С„=<аВ,„ необ- 
ходимо выполняются условия 


в, [ЧР (С,^) —>0, К \ О а. (5) 
Н: 


| хе вое 
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где А. — область, полученная из вещественной прямой выбрасыванием 
интервалов |2| ти |х—1! <, и 


: Ех 
Вт И сз | таг ®)- | \ в | =) (6) 
кои м |1. 1х < &Ся 
Докажем, что (6) эквивалентно условию 
Ш шо" (ар (2)=0. (7) 
=>0 п-ьсо Пи, 


+ со 


Действительно, если \ 1? ЧЕ (т) = + <<, то можно обнаружить, что при 


— © 
Си — < 


\ 1’ а) 


--1< | < =Ся 


|. к]. 


12| < =С» 


[см. например стр. 8—9 работы Л. Я. Хинчина (°)], откуда и получается 
+ со 


наше утверждение. При ) 47 АЕ (1) < + <> оно получается элементарно 
—©< 

из того факта, что Ё (5х) отличен от единичного закона и следовательно 

имеет положительную дисперсию. 


Покажем теперь, что при условиях (5) и (7) при любом = < 1 


Пе А, \ 2’ аР (Ст) =0. (8) 
Пе рае 
При любом г’: 
с \ аЕ(т)=к, аЕе(С,л) =, 2° Е (С.2) + 
1х] < еСь [хр <е [х] <= 
ЧЁ, мае.) 


деи (иже (бое \ аЕ (С, 2). 
|| < Е <|х|<еЕ 
Последняя часть неравенства в силу (5) при п-> о бесконечно мала, 
следовательно левая часть (8) не зависит от #, что и доказывает наше 
утверждение. 


Из (5) и (8) при любом положительном е< 1 получаем 


| аЕ (Ст) + \ 2? аЕ(Сх) 
я |х| <= 


По 90% (9) 
5-Я \ 4Р (Сз) 


1х | <в 


так как интегралы (5) и (8) не отрицательны. Это отношение является 
также и достаточным условием для того, чтобы Р(х) принадлежал 
6* 
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области частичного’ притяжения закона Пуассона. Чтобы. доказать это,’ 
возьмем последовательность положительность убывающих чисел =„-> оо. ` 
Из (9) следует, что для каждого з„ найдется такая последовательность 


положительных чисел С®-ь о (т=1,2, ...), что 
\ а (сх) \ 2? Е (С 1) 
. В: 1х1 < зв 
п -” ее = 
эт->00 аЕ (Ст) 
|х—1| <= 


Отсюда’ видно, что если взять достаточно быстро возрастающую, 


последовательность индексов т, и положить с = бя ТО 


\ АРС.) + \ 22 4Р (Си) 
а < О (10) 
Ио ( аг (Слх) 


х—1| <в 


Так как в силу существования этого предела \ аЁ (Ст) >09 и 
1х—1| <зя 

так как только что выписанныи интеграл при п —> со очевидно стремится 

к нулю, то можно подобрать такую последовательность натуральных 


чисел №„, что 


п 


к» (\ аР(Сз) ко. (14) 


1х-—1| < вн 


Отсюда и из (10) следует 
р \ аЕ(С.2)->0, (12) 


В» 


РА \ х* 4Е (С‚х)-> 0. 


` 
1х | < ви 


Из (11) и (12) вытекают соотношения (5). Так как кроме того 


К 


т 
* 
|х|<ев 


пас -ь +, | м аР(С,а), 


<х|<е 


то в силу сделанной при доказательстве (8) оценки последнего интеграла 


К 2? аЕ (С,2)->0. 


п 
|х| < 


Таким образом условие (8) выполняется, а следовательно выполняется 
и (7). Но (5) и (7) достаточны для того, чтобы Р (2) ‘принадлежал об- 
ласти притяжения закона Пуассона. Достаточность (9) теперь доказана. 

Эквивалентность (9) и (3) вытекает из следующих ‚очевидных не 
равенств: 
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И 


{а (су+ \ 27 аР (Са) > в аР (С3) + 


1 Я 
а \ 2? аЕ (Ст)> 


|х-Т|>е й. 1х [<= 
21+ АЕ (Сл) + \ ар (С). 


“= [х| <з 


Теорема 1 доказана. 

Рассмотрим теперь безгранично делимые законы распределения, 
которые, как известно, *имеют каноническое представление в форме 
Леви — Хинчина 


-со 


ов (бе | (1 неа аб (и), (13) 


тде $ (1) — характеристическая функция представляемого закона, / — ве- 
щественная постоянная и С (и) — неубывающая ограниченная функция. 

Условие, при ‘котором закон распределения (13) принадлежит области 
частичного притяжения закона Пуассона, можно написать, введя в 
рассмотрение лишь функцию С (и). 

ТЕОРЕМА 2. Для того чтобы безгранично делимый закон распреде- 
ления (13) принадлежал области частичного притяжения закона Пуассона, 
необходимо и достаточно, чтобы при любом положительном з <1 

2 
( чары 6 (Си) 
Ва “2 = 0. (14) 
65° аб (Си 


1и—1| <= 


Замечание. Условие (14) имеет место при х>Ов (2); при < 0 
нужно |и—1| заменить через |и |1]. 

Доказательство. Пользуясь теоремой Б. В. Гнеденко об усло- 
виях сходимости последовательности безгранично делимых законов рас- 
пределения [см. (*), теорема (2)], легко показать, что для сходимости 
законов распределения сумм (1) к закону (2) в нашем случае необхо- 
димы и достаточны условия 


ф 
Ел 1 + и? В? Е 
п-оо 1 
КИ 
25 1 + и Ва 12а? р 
В ия 46 (Ви) = и. >“, 
п-—со 
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Из этих условий методами, примененными при доказательстве тео- 
ремы 1, нетрудно получить такой характеристический признак законов 
(13), принадлежащих области частичного притяжения закона Пуассона: 


` 


а и аа (бы) 
Е 


В ——— =: (15) 


2,2 
я 
Л м? 


[1—1 | <Е 


С->о5 


Преобразуем условие (15). Начнем с числителя: 


оби аб (сш= ( абс -9 \ ги заб (Си) = 


уевогтарт \ тие 
1и-1|>е |м-1| >= [и-1[> = 
2 и? и ел и? [ Е 2 
ее \ ге 96 (Са) С У те 9С (Си) + | \ асси+ 
108 Я. У 
2 2 
+ \ 86 (Сауеа \ ге 46 (Си)— \ г =96 (Си) . (16) 
В. м} = Г 


Так как С-> оо, то очевидно' последние два члена в фигурных 
скобках не влияют на величину левой части (15), и их можно опустить. 
Покажем, что и первые два члена в фигурных скобках можно опустить. 
Очевидно, что 


46 (Си) = абс НЕ и 46 (Си), 


) + и 
Ва Н. В. 


и следовательно, не нарушая характеристического признака, можно 
опустить второй член в фигурных скобках. Далее, при С —> < 


\ ас (Си)= \ 46) -—(6(+°)-6(—%®)} <+х, 
|и|<е |“ | < Се 
- то 
С? \ и'46(Си)= \ шаб(и)-+ \ шаб(и) = о, 
[ш[ < 1 < С — < 
так как С (и) невозрастающая ограниченная функция. Последний инте- 
грал должен быть расходящимся, так как иначе закон будет принадле- 
жать области полного притяжения закона Гаусса [см. (*), теорема 17]. 


Из только что установленных соотношений и очевидных неравенств 


а \ и’ АС (Си) = \ ев 46 (Си) = \ и’ С (Си) 


[м| <= |ц| <= [м] <= 


заключаем, что первый член в фигурных скобках (16) также можно 
опустить. Итак, числитель левой части (15) можно заменить суммой 
двух первых членов последней части (16), т. е. величиной 


С: | з . тр 96 (Си). 


| и—1|>з 
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Легко показать, что знаменатель левой части (15) можно заменить 
интегралом 
С? \ 4 (Си) 
| и—1| <= 


и тем самым закончить доказательство признака (14). 


$2 
Как было указано выше, области частичного притяжения изучены 
очень мало. П. Леви [см. (*), стр. 143] дал без доказательства хара- 
ктеристический признак законов распределения Р(х), принадлежащих 
области частичного притяжения закона Гаусса: 


31:4] ва (<) 

и.) 

55= [| мара . 
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Применяя те же приемы, что в довазательстве теоремы 41, легко 
получить этот признак. Рассуждения, аналогичные примененным в дока- 
зательстве теоремы 2, дают характеристический признак безгранично 
делимых законов (13), принадлежащих области частичного притяжения 
закона Гаусса: 


с* | аб(и) 
| 1941 >С 0 
_ Г и+.) аб (и) (18) 
]ч|<С 


Интересно отметить следующий аналитический факт. Как показал 
Б. В. Гнеденко [см. (*), стр. 68], всякий закон распределения, принад- 
лежащий области частичного притяжения закона Пуассона, принадле- 
жит также области частичного притяжения закона Гаусса. Следовательно, 
если функция распределения Р(х) удовлетворяет условию (3), то она 
удовлетворяет также условию (17), и если ограниченная неубывающая 
функция С\(и) удовлетворяет условию (14), то она также удовлетво- 
ряет (18). 
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А. СВОЗНЕУ. ЗОВ ТЕ РОМАМЕ ОЭ’АТТВАСТОМ БЕГА 10Е БЕ РОГ 


ВЕЗОМЕ 
болеть 2, х,, ...,Х,, ... мпе заце 4е уамаЪБез а|6а\ошез ш@ёрек- 
Чапбез ауап ипе тёше {опсйоп 4е гёрагийоп Р (5). 51 Гоп реш сВо1зи: 
Чез сопзбапцез А, её В, (п=1,2,...) е ипе зице 4’епмегз розил А, 


Че 1еПе Гасоп чие 1ез 1015 4е а1зитБамовт 4ез зогатаез (1) сопуегсет 
уегз ипе 101 Ф(5х), помз 4лтгопз дие Г (5) аррагыеп ай 4отатпе 4’аЙтас- 
мой рагиеЙе 4е 1а 101 Ф(з). 

ПРапз се агис]е помз ауопз Четопигё дие (3) езё чпе соп4Илоп пёсех- 
зашге её зи!Изашще ромг ди’ипе 101 Ё(х) аррагмеппе аи Чоташте 4’а{- 
(гасмоп рагиеПе 4е Па 101 4е Ролззоп (2), её дие (14) езё ип схЦеёге пёсез> 
залге ей за Азат! роиг ам’ипе 101 4е 11 ромоп шЧейпиоепь 4111 Ые (13) 
аррагиеппе аи Чоташе 4’аИтгасиоп рагиеПе 4е 1а шёше 101 (2). 

Га сопаилоп (18) 4оппе ип сгиёге сагасфеглзМаае рог 1ез 1013 (13) 
{1 аррагиеплеп{ ай доташе 4е 1’айтасйоп рагиеПе 4е ]1а 101 4е Саиз. 
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ВСЕСОЮЗНОЕ СОВЕЩАНИЕ ПО МАТЕМАТИЧЕСКОЙ СТАТИСТИКЕ 
12—15 ноября 1940 г. 


12—15 ноября 1940 г. Отделением физико-математических наук Академии 
Нзук СССР совместно с Математическим институтом им. В. А. Стеклова проведено 
совещание по вопросам математической статистики. 

В совещании принимали участие академики и научные работники Академии 
Наук СССР, Академии Наук УССР, Академии Наук БССР. Московского государ- 
ственного университета, Ленинградского государственного университета, Средне- 
Азиатского государственного университета, Центрального управления народно- 
хозяйственного учета при Госилане СССР, Московской плановой академии, На- 
учно-исследовательского института связи, Института народнохозяйственного учета, 
Московского государственного педагогического института им. К. Либкнехта, Куй- 
бышевского планового института, Московского текстильного института и других 
учебных заведений гор. Москвы, а также инженерно-технические работники орга- 
низаций ино проектированию гидротехнических сооружений и представители сель- 
скохозяйственных и других научных учреждений. Всего на совещании присутство- 
вало 70 человек. 

Совещание было подготовлено ()рганизационным комитетом, в состав которого 
входили: С. Н. Бернштейн, А. Н. Колмогоров (председатель), В. С. Немчинов, 
В. И. Романовский, А. Я. Боярский, Е. Е. Слуцкий и П. А. Козуляев (секретарь). 

На семи заседаниях совещания было заслушано и обсуждено 22 научных и инфор- 
мационных доклада. Ниже печатаются названия и краткие резюме этих докладов, 
а также постановления совещания. 


ЗАСЕДАНИЕ ПЕРВОЕ (12 ноябрл, вечер) 
Председатель С. Н. Бернштейн 


0. А. Вольберг (Ленинград). Современное состояние математической разработки 
задач об ожидании в теории вероятностей. Задача об ожидании ири неограниченной 
совокупности обслуживаемых клиентов может быть названа одномерной, если 
у каждого прибора устанавливается своя очередь, причем клиенты распределяются 
ио этим очередям в порядке прибытия. Если же клиенты занимают приборы в порядке 
общей очереди, задачу можно назвать многомерной. 

Одномерная задача эквивалентна задаче о блуждании точки по оси абсцисс с не- 
упругой преградой в начале координат или классической задаче о разорении игрока, 
партнер которого обладает бесконечным капиталом. Предельный случай одномерной 
задачи об ожидании, ногда число приборов безгранично растет, а нагрузка на каждый 
прибор не изменяется, эквивалентен упомянутой задаче о блуждании (практически 
при любом законе распределения скачков блуждающей точки) или задаче о разорении 
игрока (при практически любом законе распределения выигрышей и проигрышей). 

Многомерная задача об ожидании эквивалентна некоторой задаче о многомерном 
блуждании. 

Приведено несколько способов решения задач об ожидании. 
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Е. Н. Бухман ( Москва) и В. Ц. Лезереон ( Москва) Ироблемы «скученностия в те- 
лефонии. Проблемы «скученности» возникают в тех случаях, когда спрос на фиксиро- 
ваннос количество «обслуживателей» предъявляют достаточно многочисленные и неза- 
висимые между собой потребители. С вопросами «скученности» можно встретиться во 
многих областях народнохозяйственной жизни. например городской транспорт, 
потребление воды и элеитроэнергии, кассы в магазинах, автоматы для продажи биле- 
тов ит. п. Однано наибольшего развития разработка проблем «скученности» достигла 
в области телефонии. Причина этого заключается в болышом экономическом и тех- 
ническом значении этих проблем. так как с ними связана проектировка телефонных 
станций. 

В настоящее время одна из основных проблем теории «скученности» в телефонии— 
расчет вероятности отказов вследствие занятости всех линий полнодоступного нучка— 
может считаться в основном решенной. В отношении второй основной проблемы—опре- 
деления среднего времени ожидания ответа станции и закона распределения вероят- 
ностей ожидания свыше заданного срока—в настоящее время также имеются закон- 
ченные решения. 

Весьма сложные проблемы возникают при определении вероятности отказов 
(потерь) при ступенчатом включении, когда часть линий пучка доступна только отдельным 
группам абонентов, а остальные линии доступны ряду этих групп совместно. Имею- 
щиеся попытки решения этой задачи (Е апа, РоПастек, Созеп, Райт) приводят 
в общем виде к очень сложным, не приспособленным для практического использования 
формулам. 

Не менее сложны проблемы определения вероятности блокировки части линий, 
ведущих к определенной группе, вследствие занятости всех выходов из этой группы. 
В настоящее время имеются только достаточно грубые приближенные решения данной 
задачи. 

Весьма своеобразной проблемой является определение вероятности потерь при 
включении в одну линию нескольких аппаратов. Приближенное решение этой задачи 
< достаточной для практических целей точностью дал А. Я. Хинчин для случая двух 
аппаратов на одной линии. 

Несмотря на наличие болыного числа высококачественных разработок проблем 
«скученности» в телефонии, далеко не все они находят практическое применение или 
далеко не всегда правильно используются практиками. Совершенно недостаточен 
объем энсиериментальных проверок основных предложений и выводов. Наряду с цен- 
ными теоретическими разработками в практике нередко имеют хождение квазинауч- 
ные теории. 

Ярким образцом неправильного использования теории Ет|ап8’а о вероятности 
потерь вызовов является общераспространенная подмена в его формуле поступив- 
шего графика исполненным. Разграничение понятий поступившего и исполненного 
графиков, связанных весьма простой зависимостью, позволяет распространить выводы 
Еап’а на область потерь любой величины и опровергнуть мнение, что они теряют 
силу при болыших потерях (см. Прикл. матем. и мех., ПГ, №4, 1939). 


Пример недостаточности экспериментальной базы в отношении проверки пред- 
носылок математической теории показывает опыт использования на практике формулы 
А. Я. Хинчина для времени ожидания в ручной телефонии. 

Ближайшие задачи в области разработки проблем «скученности»: а) организация 
в достаточно широких масштабах экспериментальных проверок как исходных пред- 
посылок, так и основных результатов теоретических разработок в отношении вэжней- 
ших для практики задач — проверок, почти отсутствовавших до сего времени; 6) систе- 
матизация и критический просмотр накопившихся в этой области материалов с тем, 
чтобы дать в результате сводную разработку, облегчающую практикам использование 
всех ценных результатов этой теории. 

Из конкретных задач в области телефонии, подлежащих первоочередной раз- 
работке, могут быть указаны: а) исследование зависимости, существующей между 
клиентскими обращениями, усиливающей колеблемость графика, и отражение в расчет- 
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ных формулах этой зависимости: б) для системы «с ожиданием»-—разработка расчетных 
графиков и таблиц, позволяющих при любом законе распределения времени обслужи- 
вания легко рассчитать объем пучка линий по графику и по заданной вероятности ожи- 
дания свыше заданного срока (в связи с этим стоит разработка норм проектирования 
по указанному поназателю качества обслуживания); в) для той же системы—разра- 
ботна метода расчета при ограниченном числе абонентов для малых пучков путей связи: 
г) для системы «с явными потерями»—исследование изменения вероятности вызова 
в зависимости от потерь и отражение влияния этого изменения в расчете: д) для ручной 
телефонии-—-отражение в расчете влияния взаимопомощи телефонисток и их способ- 
ности ускорять работу при усилении нагрузки; е) для ступенчатого пучка— разработка 
методов расчета по времени ожидания и разработка методов обоснования теоретическим 
расчетом выбора наивыгоднейшей системы включения. 


Б. В. Гнеденко (Москва). В теории счетчиков Гейгер—Мюллера. В ряде областей 
современной физики применяются счетчики Гейгер—Мюллера. Для определения интен- 
сивности источника по показаниям счетчика приходится вводить поправки на разрешаю- 
щую способность счетчика. Разряд, вызванный попавшей в счетчик частицей, длится 
некоторое время =, в течение которого счетчик остается нечувствительным к излучению. 
и следовательно частицы, попавитие в счетчик, в течение этого промежутка времени 
остаются несосчитанными. 

В докладе изложена теория поправок. исходящая из следующих предположений: 
1) вероятность того, что в счетчик за время от & до & 1 попадет А частиц, не зависит 
от того, сколько частиц уже попало в счетчик до момента {5: 2) вероятность того, что 
за промежуток времени от & до & -Нё в счетчик попала одна частица, равна а (ще +0(и, 
а две или более частиц — равна о({); 3) длительность разряда, вызываемого попавшей 
н счетчик частицей, есть постоянная величина 5. 


ЗАСЕДАНИЕ ВТОРОЕ (13 ноября, утро} 
Председатель В. И. Романовский 


А. Н. Колмогоров (Москва). Спектральная теория стационарных временных 
рядов. Содержание доклада изложено в статьях, печатающихся в Бюллетене Моско!- 
ского государственного университета, т. 11, в. 6, и «Известиях Академии Наук СССР» 
серия матем.. т. 5, № 1. 


П.А. Козуляев (Москва). Интерполирование и экстраполирование стационарных 
рядов. полученных скользящим еуммировзнием. Содержание доклада изложено в ста- 
тье, лечатающейся в Докладах Академии Наук СССР, т. ХХХ. 


А. Я. Боярекий ( Москва). О геометрической корреляции. При отборе проб на нено- 
торой илошади (например метровок в измерении урожайности) вопрос о размере проб, 
их количестве и распределении связан с величиной корреляции между ними и внутри их. 
В конечном счете вопрос сводится к коэффициенту корреляции между значениями 
данной переменной в двух точках, из ноторых одна выбрана случайно, а другая ия 
определенном расстоянии от нее. Все тание коэффициенты и могущие быть получен- 
ными на их базе совоцунные коэффициенты, коэффициенты между средними ит. д. и по- 
нимаются под «геометрической корреляцией». Как известно, если считать, что вся связь 
между двумя точками линии. отделенными расстоянием д, поглощается в любой пром- 
жуточной точье так, что равен нулю частный коэффициент между любыми точками при 
исключенном значении переменной в любой промежуточной точке, то коэффициент 
корреляции г (А) = 14. В этом случае коэффициент корреляции между средними на двух 
отрезках с увеличением расстояния между ними также убывает в геометрической про- 
грессии. На плоскости аналогичное условие означает равенство нулю частного коэффи- 
циента корреляции между двумя точками при исключенных значениях на разделяющем 


их замкнутом контуре. 
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В докладе доказывается, что если ноэффициент корреляции зависит только от рас- 
стояния между точками Д и не зависит от направления, являясь непрерывной функ- 
цей Д, равной 1 при А =0, и далее, убывая, остаюшейся положительной, то выпол- 
нение указанного условия невозможно. Однако ирантически` удовлетворительные 
результаты может в некоторых случаях дать простое распространение на плоскость 
формулы убывания коэффициента корреляции, полученной для линии, что подтвер- 
ждается коэффициентами корреляции, полученными на материале урожайности каж- 
‘дого метра, измеренной на 0,25 га в 1935 г. 


ЗАСЕДАНИЕ ТРЕТЬЕ (13 ночбря, вечер) 


Председатель М. В. Птуха 


Н. В. Смирнов (Москва). 06 оценке максимального члена в ряду наблюденнй. 
Нредполагая распределение изучаемой случайной величины Х нормальным, доклад- 
чик рассматривает максимальный по величине член «вариационного ряда» т, < 1. <... 


Е & : т, —х 
= Ку, полученного по п независимым наолюдениям. х клонение +; = Е 
ыы 5, Г? 
этого члена от среднего арифметического 5 == - ря 5 нормированное эмпирическим 
Из = 
стандартным уклонением $ = ] _.—--—, Подчиняется закону распределения 
п 


Ф, (х), не зависящему от параметров а = Е (=) и <? =Е (Е — а)? генеральной сово- 
купности. Применяя методы многомерной геометрии, автор получает следующее 
соотношение, рекуррентно определяющее законы Ф, (х) (п > 2): 


Ф, (2) =@ для Ф, (2) =1 шри лоув 8; 


Г ( 
а о 2 вх. 


| 
4х ” а. | И о . 
} =" — г ( м а) 


Вычисленные таблицы для Ф,(х) обнаруживают несостоятельность известного 
правила Спамуепеф для браковки аномальных уклонений. Критерий, предлагаемый 
автором, является уточнением приема, предложенного для оценки максимального 
члена У. Твотшрзоп’ом (Апп. 0Ё Ма\ет. За $Исз, УТ, №. 4 (1935)). Содержание 
доклада будет опубликовано в Докладах Академии Наук СССР. 


С. И. Врицкий { Москва) и М. Ф. Менкель ( Москва). Применение теории вероят- 
ностей к раечету режима водохранилищ. Математическая статистика получила за по- 
следние годы широкое распространение в области технических наук, связанной с изуче- 
нием режима речных систем и с проектированием мероприятий, имеющих целью 
использование речного стока. 

Нроявления закономерности в ходе речного стока прослеживаются в форме: 
1) последовательности смены гидрологических фаз годового цикла, 2) законов распре- 
деления вероятностей фазово-однородных значений стока, 3) стохастической зависи- 
мости между величинами стока за смежные промежутки времени (закономерность 
сохранения аномалий). В первом приближении перечисленные закономерности могут 
приниматься не изменяющимися с течением времени. 

Если стать на путь математического выражения указанных явлений, то закономер- 
‘ности колебаний стока оказывается возможным облечь в форму: а) кривых распределе- 
ния вероятностей фазово-однородных значений стока, устанавливающих зависимость 
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между величиной и вероятностью стока, и 6} корреляционных связей между стоком: 
за смежные промежутки времени. 

Идея обобщенного водохозяйственного расчета возникла свыше 20 лет назад 
в США. Первоначально формы математического расчета были методически весьма несо- 
вершенны, а возможности применения ограничены некоторыми простейшими водо- 
хозяйственными схемами. Работами советских инженеров первоначальная идея мате- 
матического расчета водохозяйственных систем была облечена в более совершенные 
метоцические формы и получила итирокое распространение В практике союзного гидро- 
технического проектирования. 

Основная задача, разрешаемая при посредстве указанных приемов, —статистиче- 
ский расчет регулирования стока, учитывающий вероятности анализируемых собы- 
хий, —может основываться на следующих принципах. 

Наполнение волохранилища в какой-либо момент времени определяется (при за- 
данном водопотреблении): а) наполнением водохранилища в некоторый предшествую- 
щий момент времени и 6) стоком за отрезок времени, разделяющий оба момента. Соот- 
ветственно, знание вероятностей наполнения водохранилища, относящихся к некото- 
рому моменту, и знание вероятностей стока за некоторый интервал времени дают воз- 
мсжность вычисления вероятностей наполнений, относящихся к концу указанного 
интервала. Это обстоятельство позволяет полностью разрешить задачу исследования 
вероятностей немолнений водохранилища на любой момент времени, если известно 
некоторсе начальнсе распределение этих вероятностей. 

Математический аппарат, при посредстве которого разрешается поставленная за- 
дача, заключается в приближенном построении кривых обеспеченности (вероятности 
превышения) сумм по заданным кривым обеспеченности слагаемых, при произвольном. 


виде названных кривых. 

Первый присм расчета, опирающийся на указанные положения, был предложен 
авторами доклада в 1935 г. (Гидротехн. строит., № 11, 1935). Этот прием, используя 
факт существования пределов емкости водохранилища, выделяет две группы величин 
стока: 1) значения стока, при которых превышение заданного наполнения водохра- 
нилища безусловно невозможно, даже если в начальный момент водо- 
хранилище было полно, и 2) значения стока, при которых превышение заданного напол- 
нения водохранилища безусловно достоверно, даже если в начальный 
мсмент водохранилище было пусто. Значения стока, расположенные между границами 
указанных интервалов, находятся с точки зрения исследуемого наполнения в неопре- 
деленном положении. Выяснение последнего может быть достигнуто путем анализа 
лет рассматриваемой промежуточной группы совместно с предшествующими годами, 
опять-таки с выделением двух отмеченных выше безусловных груип. С прибавлением 
каждого последующего года численность невыясненной группы сокращается. В ре- 
зультате все годы оказываются рассортированными по двум безусловным группам, 
вероятности которых, дополняющие друг друга до единицы, и являются предметом 
исследования. 

Опубликованная в 1940 г. работа А. Д. Саваренского (Гидротехн. строит., № 2, 
1940) дает второе решение задачи регулирования стока. А. Д. Саваренский задает в яв- 
ном виде начальное распределение вероятностей наполнения, относя его к предшест- 
вующему моменту времени, весьма отдаленному от расчетного. При этом начальное 
распределение вероятностей может быть принято произвольным, поскольку влияние 
начального наполнения заметно сказывается на режиме водохранилища лишь в тече- 
ние нескольких первых лет. Имея в виду быстрое затухание этого влияния, удается 
на практике ограничиться расчетом по сравнительно небольшому числу последова- 


тельно анализируемых лет. 

Почти одновременно с работой А. Д. Саваренского появилась в печати работа 
С. И. Рыбкина (Вюллетень Секции водохоз. проблем Ак. Наук СССР, № 3—4, 1940), 
цающая другое ‚решение той же проблемы построения кривой обеспеченности наполне- 
ний водохранилища. С. И. Рыбкиным была обобщена на любые наполнения рассмотрен - 
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ная выше идея выделения интервалов стока, соответствующих безусловной достовер- 
ности 1) превышения и 2) недостижения заданного наполнения. 

С появлением перечисленных работ проблему математического расчета регули- 
рования стока на постоянную отдачу можно было бы считать в основном разрешенной. 
Дальнейшее направление исследования связано с распространением метода на сле- 
дующие задачи: а) строгий учет сезонных колебаний стока; 6) учет влияния, оказы- 
ваемого на условия регулирования стока стохастическими связями, проявляющимися 
между смежными во времени величинами стока; в) распространение метода на любой 
вид водоиспользования (гибкий график водопотребления, водно-энергетическое изполь- 
зование водотока и т. п.). 


Попытке подобного рода решений посвящены недавно опубликованные 


работы 
авторов доклада (Гидротехн. строит., № 2, 1940; Бюллетень Секции водохоз. проблем 
Ак. Наук СССР, № 3—4, 1940). 


В результате работ советских авторов система математического расчета регулиро- 


вания стока достигла к настоящему времени такого развития, которое обеспечивает 
практическую применимость метода к решению 


большинства водохозяйственных 
задач, выдвигаемых практикой. 


Б. С. Ястремский (Москва). Применение теории диеперсии и теории корреляции 
к анализу детской емертности. Статистика детской смертности обнаруживает ее изме- 
ияемость и во времени (например от года к году) и в пространстве (например, от города 
к городу). Докладчик рассматривает случай, когда данные достаточно детально пред- 
ставлены в пространстве, но очень ограниченно во времени (2—3 года). Тогда суждение 
о характере изменяемости может быть составлено на основе следующей схемы анализа 
дисперсии: 
1. Сначала принимается рабочая гипотеза о существовании единого в пространстве 
и времени уровня смертности, отклонения от которого носят исключительно стохасти- 
ческий характер. 
2. Отклонения смертности от единого общего уровня ириводятся в сопостави- 
мый вид путем их нормирования по известной из теории вероятностей формуле 
ен ео а 
= (и; — №): АНТ —общий уровень смертности, 
з 
смертности 1-го города, 5; —число 


и показатель 
родившихся 1-го города. 

3. О степени правильности принятой рабочей гипотезы судят: а) по величине 
коэффициента корреляции (г) между значениями {’ каждого данного года и значе- 


ниями 1” другого смежного с ним года, 


и Ь) по величине среднего квадрата (с?) 
разностей # — г. 


4. Указанная в п. Ъ величина ?, определенная по фактическим данным, пока: 
изет, насколько фактическая случайная вариация отличается от принятой в основу 
указанной выше рабочей гипотезы. Далее, коэффициент корреляции г покажет, 
насколько существенны отклонения уровней смертности отдельных городов от 
общего уровня. Если средний квадрат этих последних отклонений характери- 
зуется величиной 5?, то конкретный числовой его размер определится, 

52 
зывает расчет, из соотношения 7 = РИКА 


как пона- 


Предлагаемый метод анализа проиллюстрирован докладчиком на ряде примеров. 


ЗАСЕДАНИЕ ЧЕТВЕРТОЕ (14 ноября, утро) 
Председатель Н. В. Смирнов 


А. А. Конюс (Москва). Средние величины и статистические распределения в их 
взаимоотпошении. В теории ошибок измерения доказывается, исходя из предпосылки 
независимости измерений и равновозможиости положительных и от›сцательных оши- 


бок, что наиболее вероятной величиной измеряемого объекта является медиана. П риняв 
медиану в качестве основной числовой характеристики однородной совокупности неза- 
висимых между собою вариант и потребовав, чтобы она совпадала со средней типа 


п т 


мг | ПА 4 


нетрудно установить на основе результатов, полученных В. Л. Гончаровым («Теория 


вероятностей», 1937, стр. 374), что единственной формой функции распределения такой 
совокупности является 


1(х) — (М) 
[аи 
В ь 
где Ф--интеграл нормального распределения, взятый от — сс до х. 
Пусть п, и п,_будут порядковые номера коррелятивно связанных между 


п: $ 
собою вариант г и у, расположенных в порядке их возрастания. Тогда Р, = я --® 
О 
иР,= —— = › Где з— правильные положительные дроби, точным определением 
которых можно пренебречь при большом п. Если данная поверхность распреде- 
ления обращается в нормальную путем замены переменных хи у какими бы то 
ни было функциями /, (2) и /, (у), то коэффициент корреляции гу, как параметр 
Уравнения этой поверхности при достаточно большом п, определится по формуле 


У Ф-! ео (ли 
=” п, 


1=1 
7 хе — 
Г п 


Соответственно, регрессия у по х будет характеризоваться уравнением 


п, =Ф [2 "—ы) ] —- у. 


Исли потребовать, чтобы функция (1) не меняла своей формы при изменении еди- 
ницы счета, то она окажется так называемой «степенной средней»: 


1 
д ЕЕ : 
М = и аоеман =") (2) 
п 


Для степенных средних (при 0<А<1-а, где а некоторая правильная положи- 
тельная дробь) справедлива теорема Чебышева о средних величинах, а также, в усло- 
виях теоремы Ляпунова о предельном законе распределения, справедливо соотно- 


шение 
1 
| т К _ МЕ 
Р | (+... +=) <х ] > Ф (75). (3) 
п 


Необходимые условия, налагаемые на случайные величины т,,..., т» для того, 
чтобы выполнялись указанные теоремы, должны быть тем менее стеснительными, чем 
ближе к нулю оказывается К. Как показал опыт, применение формулы (3) при обра- 
ботке кривых и поверхностей распределения, взятых из различных областей возник- 
новения массовых явлений, дает удовлетворительные результаты. 


к 
2; / 2 2 
Е еднюю (2) в виде суммы "= ‚ то об- 
сли представить степенную сред Ч 
1; : . 
наружится, в отличие от средней арифметической, что величины —" входят в эту 


1 
ей эс с 
сумму с «переменными весэзми» и) ‚ пропорциональными частным производ 
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ным функции средней по соответствующим аргументам. Случайная величина, скла- 
дызающаяся в результате объединения болышого числа таких незначительных 


В 


2; | 
величин -—, каждая из которых обладает переменным весом, распределяется асим- 
п 


метрично. 


К. В. Бродовицкий (Ташкент). Обобщение якобиана и условные вероятвостич 
Надо изучать математические работы К. Маркса. Надо на страницах специальных мате- 
матических журналов трактовку узловых проблем проводить на базе марксистской 
философии. Как шаг в этом направлении докладчик выдвигает критерий объек- 
тивности решения. 

Далее, рассматривается задача: дано поле вероятности плотности Р, зави- 
сящей от координат 2; (: = 1,п), и разрез 5 поля с внутренними координатами 
и; (" = 1, т) в параметрической форме х; = 2; (и, ..., и»); требуется однозначно 
пывести отсюда поле вероятности на 5 с искомой плотностью Ё (и1, ..., и»), рас- 
сматривая только непрерывные и дифференцируемые функции и группы преобра- 
зований, для которых якобиан существует (группа М, для 2; и М, для и,, выбор 
эвементов которых субъективен). 

Практикуется определять Г по принципу равенства весов: 
Е/Р=сопзё на 5. Реализуя этот принцип с точки зрения наблюдателя, могущего нахо- 
диться в любой системе отсчета из М,, мы получаем для Ё или же для обобщен- 
ного якобиана, определяемого отношением Ё/Р, в некоторой фиксированной 
системе группы разные решения, множество которых тоже обозначим через М,. Неко- 
торые решения будут эквиваментны (одинаковы), но не все, а потому критерий объектив- 
ности не удовлетворен. 

Полагая, что в М, есть по крайней мере одна система, для которой принцип равен- 
ства весов приводит к правильному решению. ставим задачу определить ее объективно. 
Вводим постулат однородности: веса равны, если область применения их 
однородна. Он реализуется в два этапа. На первом выделяется объективно из М, под- 
групиа М решений таких, что в соответственных им системах отсчета плотность Р ка- 
эжется постоянной в пределах заданного поля. Если объективно фиксировать любой 
омвмент М, то соответствующий ему по равенству весов обобщенный якобиан ведет 
себя относительно преобразований координат х; или и, аналогично обыкновенному 
якобиану и вырождается в последний при т=п. 

Задача однозначного определения обобщенного якобиана сводится к объек- 
тивно однозначному выделению из М привиллегированной подгруппы М., содержащей 
только эквивалентные решения. На втором этапе удается сузить М до подгруппы М, 
приложением принципа равенства весов только к таким системам отсчета, в которых 
не только Р=сопз%, но и разрез 5—плоский. Если задача имеет объективное решение 
и верен постулат однородности, то правильное решение содержится в М,. Однако 
М, Мои содержит также континуум неправильных решений. Проблема дальнейшего 
сужения М, остается открытой. 

Докладчик надеется, что удастся выделить из М. привиллегированную подгруипу 
М: тогда задача получит свое окончательное решение. Если же привиллегированной М, 
в М. нет, то условия задачи недостаточны для объективно однозначного определения 
К, последнюю же на практике’ часто ищут. В этом случае докладчик усматривает зна- 
чение проделанной работы в том, что будет доказана несостоятельность 
постулата однородности и незаконность пользования принципом равен- 
ства весов в подобных случаях. Тогда теория вероятностей входит в этой части в кри- 
зис, выход из которого лежит на пути пересмотра ее основ в свете марксистской фило- 
софии. 

В заключение показано, что однсзначное ` определение обобщенного якобиана 
дало бы возмежность распространить на остальные случаи объективный метод оценки 
ио выборочным данным неизвестных значений параметров, найденный докладчиком 
инока лишь для одного ‘зласва непрерывных генеральных совокупностей. | 
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ЗАСЕДАНИЕ ПЯТОЕ (14 ноября, вечер) 
Председатель 12. Е. Слуцкий 


В. И. Романовский (Таликент). 0б индуктивных выводах в статистике. Доклад 
обзорного характера и посвящен проблеме оценки неизвестных параметров генераль- 
ной совокупности по результатам повторной выборки из нее и некоторым исследова- 
ниям докладчика по этой проблеме. 

В первой части доклада были изложены основные результаты Р. Фишера и Дуба 
по теории оценок, Р. Фишера, Бартлета и Вилкса—по теории фидуциальных распре- 
делений и Неймана—по теории доверительных интервалов, . 

Во второй части были приведены некоторые результаты докладчика, относящиеся 
‹ обращению закона больших чисел, к определению неизвестных статистических 
характеристик генеральной совокупности и к теореме о вероятностях и результатах 
будущих испытаний, определяемых по результатам уже произведенных опытов и сво- 
бодных от априорных вероятностей. 

Последняя часть доклада будет опубликована в Известиях Академии Наук, а весь 
доклад предполагается развить в монографию об индуктивных методах математической 


статистики. 


А. Н. Колмогоров (Москва). Статистичеекая оценка гипотез и теория вероятно- 
етей. В докладе рассматривается задача построения статистических правил, имеющих 
своей целью выделение из некоторого множества гипотез Н тех гипотез, которые следует 
считать совместимыми с результатами наблюдения х. Статистическое правило должно 
быть: 1) достаточно надежным, т. е. при систематическом употреблении лишь в очень 
редких случаях давать ошибочный результат; 2) возможно более эффективным, т. е. 
после учета результата наблюдений суживать возможно сильнее множество допусти- 
мых гипотез. 

Мерой надежности статистического правила является его коэффициент 
доверия (термин Г. М№еутап’а), определяемый как нижняя грань вероятности того, 
что предписываемый правилом вывод будет верен. 

Способы оценки эффективности статистических правил более разнообразны 
и только начинают разрабатываться [см. например статью А. \\а14’а в Аппа]5 01 Ма. 
ЗИаИ$сз, 10 (1939), 299—326]. Докладчик считает, что оценка эффективности стати- 
стического правила неотделима (за исключением редких случаев «равномерно наибо- 
лее эффективных правил») от точного представления о цели данного статистического 
исследования. Общие положения иллюстрируются в докладе рядом примеров. 


ЗАСЕДАНИЕ ШЕСТОЕ (15 ноября, утро) 
Председатель А. К. Митропольский 


В. Н. Перегудов (Москва). Проблемы дисперсионного анализа. Дисперсионный 
анализ основывается на теореме сложения 72, согласно которой величина 7? = 7? + %3, 
если 7? и 7 определяются независимыми между собою случайными выборками 
и имеют п, и п, степеней свободы, распределена по закону распределения 7 
е ПЕ, + п, степенями свободы. Основываясь на этом свойстве распределения /^, 


можно произвести разложение: 


= 4 Е = > 
С с с? с 
2 
где А,, А,,..., А’ —некоторые квадратичные формы 2 (х = Е (2), 98 = Ван) 


Число степеней свободы п параллельно этому разлагается на части п = п, + п» +... 
...4 пь где п‚—ранг квадратичной формы. Условием, необходимым и достаточным 
для того, чтобы величины 77 = 4;{<5 имели независимые распределения, подчи- 


7 Известия АИ, Серия математическая, № ® 
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ненные закону распределения 7? с п; степенями свободы, и чтобы было осуще- 
ствимо приведенное выше разложение, является возможность предотавить квадра- 
заре". 
тичные формы А; в виде суммы квадратов > и =1,п;), где 1[—некоторые ли- 
7 
нейные функции т, так, чтобы величины 1, ; были линейно независимы друг от 


друга. 

ьь Практическое применение дисперсионного анализа начинается с введения 
«нулевой гипотезы», согласно которой все величины х принадлежат к одной 
нормальной совокупности и являются элементами случайной выборки из нее. Эта 
гипотеза позволяет произвести приведенное выше разложение 7?. Основываясь 
на распределении Ё = п, /*/п;/} (с п; ‘и п, степенями свободы), можно на опреде- 
ленном уровне доверия принять или отвергнуть испытываемую нулевую гипотезу. 
Строго говоря, достаточно опровергнуть эту гипотезу сравнением хотя бы одной пары 
величин 72, чтобы все остальные сравнения теряли свой смысл и законность. Однако 


на практике одной из величин с* — 1/п обычно приписывается способность незави- 


симо от других репрезентировать дисперсию генеральной совокупности с. В этом 
случае все сравнения производятся именно с этой дисперсией сз. 

Из болышого числа разложений оз (2 — 1)? = А+ А, +... Ах выбирается то, 
которое в данном случае соответствует задачам исследования. Например в случае 
анализа результатов многофакторного опыта, положим, при схеме сельскохозяй- 
ственного опыта О, М, Р, МР (М№—азот, Рфосфор, О-— отсутствие того и другого, 
ХР—совместное внесение М и Р) разложение сводится к выделению следующих 
трех линейных функций: 


средний эффект азота 1 = (МР-+ М) — (Р-+О) 
» » фосфора Ь = (МР-Р) — (М-+0), 
эффект взаимодействия МиР &= (МР-+ О) —(М-Р). 


В случае оценки последовательного развертывания уравнения регрессии: Х=а:з1, 
Х =а,5, + 6.2,, Х = аз5, + 6.5, + сззз ит. д., соответствующие линейные функции 1; 
бут а [С а В. С. ИД. 

Иногда нулевая гипотеза относится не но всей совокупности квадратичных форм 4, 
а только к некоторым из них, остальные же просто исключаются. Так поступают, 
например, при обработке результатов полевого опыта, где сравнения производятся 
внутри части поля (повторения), а различие между повторениями исключают. Раз- 
витие этого положения и дальнейшее сокращение территории, внутри которой произ- 
водятся сравнения, привело к методу, известному под названием «смешивания» (соп- 
Гомп@115). Этот метод позволяет без дополнительных затрат значительно уточнить опыт. 
Тан, в случае многофакторной схемы 2х2 Хх? при независимости факторов друг от 
друга методом смешивания можно увеличить эффективность опыта в 3 раза, т. е. втрое 
увеличить точность результатов опыта без дополнительных затрат. 


Н.Ф. Деревицкий (Рамонь, Воронежск. обл.). Очередные вопросы етатистической 
обработки данных полевого опыта. Статистическая обработка данных полевого опыта 
сводится обычно к определению квадратической ошибки и достоверности разностей 
между средними. Эта обработка имеет большое значение при методических исследо- 
ваниях, но роль ее при трактовке результатов рядовых опытов невелика, так каку ис- 
следователя имеются обычно свои «биологические критерии достоверности». 

Болышее значение имеет применение статистических методов, позволяющих 
внести поправки в величины средних и сделать их более точными. Из этих методов 
в первую очередь должен быть назван анализ ковариации Фишера, широкому приме- 


нению которого в полевом опыте мешает только слабое знакомство с ним агрономов- 
опытников. 
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Как поправки в средних, способствующие уточнению результатов опыта, следует 
рассматривать и «браковку подозрительных дат», отклонение которых превышает с бо- 
лее чем в определенное число раз 7. Если мы имеем опыт с т вариантами повторений, 
разбросанных в п, то ошибка опыта определяется по 2= (т—1) (п—1) степеням сво- 
боды, и величина может быть приближенно определена по равенству 


и 2 
ы ВМ М1’, 


где У=тп и 2 берется из таблицы Фишера для числа степеней свободы ©—1 и опре- 
деленной доверительной вероятности (например 0,01). 

При разбросанном расположении повторений опыта степень неоднородности почвы 
площадок, занимаемых повторениями, может быть весьма неодинакова. В связи с этим 
система отклонений 3, по сумме квадратов которых определяется квадратичная ошибка 
опыта, может быть неоднородна. Неоднородность может быть определена по критерию 
(2. Наиболее точные показатели урожайности для различных вариантов при этом 
получаются как взвешенные средние. При этом веса повторений берутся обратно про- 
порциональными *%2?, а сумма весов равна п. Этим путем в отдельных случаях можно 
сильно исправить опытные данные. 

Совершенно не разработанным до сего времени является вопрос о вычислении наи- 
более точных показателей урожайности, а равно ошибки опыта при сплошном располо- 
жении опыта и систематическом расположении данных вариантов внутри повторений. 


Е. Е. Слуцкий (Москва). О таблицах «закона 7?» (неполная Г-функциял). 
«Закон 72» имеет, как известно, выражение 


и представляет собой функцию, имеющую многочисленные важные приложения. 
В частности, к нему же приводится и «закон Пуассона». Первоначально опубликован- 
ные К. Пирсоном таблицы (1914) неполны и несовершенны, таблицы Р. Фишера обрат- 
ной функции (1938) неоценимы для практики, но задачи не решают; единственными же 
полноценными таблицами в настоящее время являются только семизначные таблицы 
К. Пирсона неполной Г-функции (1934), из которых Р(7?, п) легко получается неко- 
торым простым преобразованием аргументов. Однако и эти таблицы обладают суще- 
ственным недостатком. Во-первых, они не идут по п дальше п=102, а для многих при- 
ложений, даже практических, этого мало; во-вторых, интерполяция в них, особенно 
по обоим аргументам сразу, весьма неудобна, так как требуется итти до четырех цент- 
ральных разностей. 

Мы вычисляем в настоящее время пятизначные таблицы, устраняющие эти недо- 
статки *. В основу положено преобразование к аргументам: 


аку оь бижми т ПМ и. 


Дол=32 (1=0,25) мы располагаем таблицы по { и по п, а дальше по # и по 5. При *=0 
(п =00) «закон (2» переходит в «нормальный закон». От него мы идем через интервалы 
в 0,02, потом несколько шагов через 0,01, и при очень умеренном объеме таблиц обеспе- 


* Совещанию были представлены пятизначные таблицы названной функции 
для п> 102 (1= —4,0; —3,9;...;-4,0). 


и 
й 
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чиваем линейную интерполяцию пох. Доп=102 мы могли воспользоваться интерполя- 
цией в таблицах неполной Г-функции, но для больших п, т. е. начиная с х=0,14, 


пришлось найти иные средства. 
Следующее разложение оказалось пригодным, давая ошибку, уже при 2=0,14 не 


превышающую, как мы думаем, 2.101: 


ей 1 41 5. аа ев 2 17 
Е тя Тб 8 (405 8 4888 © 
РЕ Л в 
Е”. з Е 5 
ыы 


Здесь =—аргумент интеграла Лапласа, из таблиц которого мы и находим искомую 


вероятность, а 


Вывод этой приближенной формулы, в которой в настоящее время (январь 1941) 
мы имеем уже члены еще одного порядка, равно как более подробные сведения отно- 
сительно таблиц будут опубликованы. 


Н. В. Смирнов (Москва). Об определении неизвестного закона распределения 
но эмпирическим данным. В докладе дан сжатый обзор исследований, связанных 
с проблемой приближения непрерывного закона распределения К\(т) изучаемой 
случайной величины Е по данным наблюдениям, и приведен ряд результатов, найден- 
ных автором в последнее! время. Если через $» _ обозначить эмпирическую кривую 


г. 
распределения и положить Д„ = 51р 4 5 (2) —Ё (=), то каков бы ни был закон 
—©<<х<о 


1 
распределения Ё (т) величины & при А =о (п пб), 


о) а. ея ее. 


Это соотношение позволяет уже при сравнительно небольших п (п > 50) доста- 
точно точно оценивать степень приближения $, (5) к функции распределения Ще 

Детальное изложение затронутых в докладе вопросов будет дано в статье 
автора в Успехах математических наук (вып. Х). 


ЗАСЕДАНИЕ СЕДЬМОЕ (15 ноября, вечер) 
Председатель ^. Н. Колмогоров 


Е. Е. Слуцкий (Москва) и В. И. Романовекий (Ташкент). О работе по еоста- 
влению и изданию таблиц для статистиков. 

В. И. Романовский (Ташкент) и Б. С. Яетремский (Москва). © преподавании 
математической статистики в высших учебных заведениях. 

Н. Ф. Деревицкий (Рамонь). О состоянии учебной литературы по математиче- 
ской статистике. 

В. С. Немчинов (Москва). О работе сектора статистики Института экономики 
Академии Наук СССР. 

В. С. Немчинов (Москва). О етатистическом журнале. 
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ПОСТАНОВЛЕНИЯ СОВЕЩАНИЯ 
1. О созыве дальнейших совещаний по математической статистике 


Считать желательным периодический созыв при Академин Наук СССР всесоюзных 
совещаний по теории вероятностей и математической статистике для взаимной инфор- 
мации, обмена опытом и рационального направления усилий советских ученых на даль- 
нейшую разработку теоретических основ математической статистики и разрешение 
задач, выдвигаемых перед нею практикой социалистического строительства. 


2. О работе по проблемам «скученности» в Научино-исследовательском 
институте связи 


а) Считать необходимым привлечение Математического института Академии Наук 
СССР к разработке вопросов, выдвигаемых Научно-исследовательским институтом 
связи. 

6) Считать желательным проведение силами работников связи достаточно много- 
численных экспериментов для проверки исходных предпосылок и конечных выводов 
математических теорий, относящихся к проблемам «скученности». 


3. О работе по составлению таблиц 


а) Признать необходимым расширение и ускорение начатых Математическим 
институтом Академии Наук СССР работ по вычислению и изданию оригинальных 
советских академических таблиц неполной Г-функции, неполной В-функции, таблиц 
распределения Стюдента, а также таблиц, необходимых для применения разработан- 
ных Н. В. Смирновым методов оценки неизвестных функций распределения и макси- 
мальных уклонений. 

6) Считать целесообразным составление в Узбекском филиале Академии Наук СССР 
таблиц для применения д-критерия В. И. Романовского. Просить работников Узбек- 
ского филиала Академии Наук СССР при очередном приезде в Москву представить 
план издания этих таблиц и обсудить его на совещании при Математическом институте 
Академии Наук СССР. 

в) Считать желательным печатание в журнале «Известия Академии Наук СССР» 
информаций о ходе работ по составлению таблиц в различных организациях и учре- 
ждениях. 


4. О преподавании математической статистики и теории вероячтностей 


а) Признать необходимым усиление преподавания теории вероятностей и особенно 
математической статистики на физико-математических факультетах университетов. 

6) Одобрить крайне ценную инициативу кафедры Средне-Азиатского университета 
по организации специальности математической статистики на физико-математическом 
факультете Средне-Азиатского университета. 

в) Считать желательным, чтобы университеты и Академия Наук СССР усилили 
работу по повышению квалификации в области математической статистики практи- 
ческих работников смежных специальностей путем организации специальных курсов, 
семинаров, аспирантуры. Просить сектор статистики Института экономики Академии 
Наук СССР подготовить более детальные предложения по этим вопросам. 

г) Считать необходимым ввести, хотя бы в рамках самого общего ознакомления, 
преподавание теории вероятностей с применениями математической статистики и обра- 
ботки наблюдений в технических вузах. 

д) Считать необходимым в экономических вузах для специалистов по экономиче- 
ской статистике введение курса теории вероятностей и основанного на нем курса мате- 
матической статистики и обработки наблюдений. 


5. Об издании статистического журнала и литературы по статистике 

а) Считать первоочередной и вполне назревшей мерой по подъему статистической 

культуры и развитию работы в области статистики, в частности математической, изда- 
ние статистического журнала. 
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6) Считать крайне необходимым перевод и издание книги Фишера (В. А. Е!зЪег, 
Эа зЫса! шео4з {ог гезеагсв ууогКегз), а также создание элементарного учебника 
по математической статистике, содержащего достаточное количество примеров из 
народнохозяйственной практики. 

в) Просить сектор статистики Института экономики Академии Наук СССР и актив 
статистиков при Доме ученых Академии Наук СССР организовать общественный 
просмотр наиболее распространенных учебников по статистике. 


6. Об организации обсуждения методологических вопросов математической 
статистики. 


Просить Институты философии, экономики и математики Академии Наук СССР 
организовать с широким привлечением статистического актива обсуждение принци- 
пиальных философских вопросов, относящихся к обоснованию теории вероятностей, 
обсуждение современных направлений в математической статистике и проблемы при- 
менения теории вероятностей и математической статистики в экономических науках. 


7. О работе сектора статистики Института экономики Академии Наук СССР. 


Считать необходимым расширение работы сектора статистики Института эконо- 
мики Академии Наук СССР, имея в виду создание в будущем Статистического института. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОЬТЕТ!М ОЕ ГАСАРЕМ!Е ОЕЗ. ЗСЛЕМСЕЗ БЕ 1.0855 


Серия математическая 5 (1941), 187—199 Зее ша\пёта аще 
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Л. Я. ОКУНЕВ, Высшая алгебра, издание второе, исправленное 
и дополненное, ГТТИ, М.—Л., 1940, 332 стр. 

Рецензируемый учебник по своему содержанию и плану в общем соответствует 
действующей в настоящее время программе университетского курса высшей алгебры. 
Он состоит из следующих одиннадцати глав: Г. Теория определителей. —11. Линей- 
ные уравнения.—ПП, Линейные преобразования и матрицы. Группа, кольцо и поле. —- 
ТУ. Квадратичные формы.—\. Число и общая теория многочленов.—УТ. Кольцо 
многочленов в поле рациональных чисел.—УП. Кольцо многочленов в поле действи- 
тельных чисел. —УПТ. Комплексные числа и основная теорема алгебры.—1Х. Алге- 
браическое решение уравнений.—Х. Теория исключения. — ХТ. Построения с помо- 
щью циркуля и линейки. 

Как известно, первое издание этой книги вызвало ряд возражений. Во втором 
издании автор исправил некоторые неточности в доказательствах (в теореме о суще- 
ствовании корня) и, главное, в значительной мере устранил основной недостаток 
первого издания— нечеткость и приблизительность формулировок теорем и определе- 
ний. Этот учебник, написанный весьма живо и с несомненным педагогическим тактом 
(автор хорошо чувствует, как правило, места, трудные для понимания студента, 
и удачно приходит ему на помощь), теперь вполне стал пригодным для использования, 
наряду с другими учебниками, в качестве руководства по основному курсу высшей 
алгебры в университетах и педагогических институтах. 


Изложение материала является вполне оригинальным лишь в гл. Х|, лежащей, 
впрочем, вне рамок университетской программы. Тем не менее автор во многих слу- 
чаях отступает от обычных для учебной литературы канонов и этим придает книге 
несомненную свежесть. Особенно существенным новшеством является отказ от обыч- 
ного для учебников доказательства теоремы о существовании корня, основанного на 
лемме Даламбера, и замена его хорошо известным (см. Ван-дер-Варден, Современная 
алгебра, гл. 10), но для учебников необычным доказательством, восходящим ко второму 
доказательству Гаусса и использующим теорию симметрических функций и теорему 
о существовании алгебраических расширений коммутативного поля, а от непрерывно- 
сти—лишь существование действительного корня у многочлена нечетной степени 
с действительными коэффициентами. Это новшество следует считать вполне законным 
экспериментом. Трудно предполагать однако, что такой метод доказательства, более 
тонкий и громоздкий, станет общеупотребительным, и автор поступил бы осторожнее, 
включив в книгу также и доказательство с леммой Даламбера, тем более, что необхо- 
димый для этого подготовительный материал в книге содержится; сама же теорема 
о существовании корня ни при одном из этих доказательств не освобождается от ис- 
пользования непрерывности, т. е. не делается теоремой алгебраической, и автор на- 
прасно сохраняет ее старое название— «основная теорема алгебры». 

Указанное новшество оказало существенное влияние на содержание всей второй 
части книги; оно натолкнуло автора, в частности, на изложение в гл. У обоснования 
теории целых и рациональных чисел. Это неожиданное появление элементов теоретиче- 
ской арифметики в середине книги, после того как в первой половине книги читатель 
все время работал с целыми, рациональными и действительными числами, не может 
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не вызывать возражений. Оно и на самом деле ‘является лишним и привлечено автором 
лишь ради метода пар (об этом ниже) и для демонстрации параллелизма теории дели- 
мости для целых чисел и для многочленов; автор не упоминает, к сожалению, что 
корни этого параллелизма вполне вскрыты современной теорией колец. 

Вообще, хотя автор и поставил себе целью изложить материал обычного курса 
высшей алгебры на основе идей и методов современной алгебры, однако его книга во 
многом находится в противоречии с духом современной алгебры. Для того чтобы сде- 
лать курс алгебры современным, недостаточно ввести в него понятия кольца, поля, 
гиперкомплексной системы, —необходимо ввести их, сохраняя их роль и место в совре- 
менной науке. Так, автор определяет понятие изоморфизма колец и полей, однако это 
харантернейшее для современной алгебры понятие остается в книге без всякого упо- 
требления. Больше того, хотя автор обнаруживает в $ 22 поле комплексных чисел 
в кольце матриц 2-го порядка над полем действительных чисел, однако лишь построе- 
ние комплексного поля при помощи пар ($ 43) он считает законным и лишь пары назы- 
вает комплексными числами. Это предпочтение, систематически оказываемое автором 
при построении новых алгебраических систем методу пар, как единственно «строгому» 
и «научному», оказывается возможным лишь благодаря игнорированию понятия изо- 
морфизма; оно находится в полном противоречии с идеями современной алгебры и воз- 
вращает читателя к давно пройденным страницам истории математики. Противоречит 
современным воззрениям и данное автором толкование понятия алгебраического рас- 
ширения ($ 46). Теория полей, говоря 0б алгебраическом расширении, исходит из 
задачи построения поля, в котором существовали бы корни для рассматриваемого 
многочлена, и не считает возможным говорить о корне без указания того поля, в кото- 
ром он лежит, тогда как при изложении автора сперва строится нечто, называемое 
алгебраическим расширением и содержащее корень заданного многочлена, и лишь 
затем это нечто случайно оказывается полем. 

Особенно не повезло понятию числа. На стр. 119 автор говорит о широте этого 
понятия и невозможности указать для него границы. Действительно, эта, на самом деле 
мнимая, неопределенность понятия числа не может не возникнуть в представлении 
читателя рецензируемой книги. Из неоднократных высказываний автора (см. например 
стр. 241, 258, 264) можно заключить, что числом следует называть элемент любого 
кольца, на чем, вероятно, автор не стал бы настаивать. Во всяком случае, автор созна- 
тельно употребляет термин «гиперкомплексное число» для элементов любой гиперком- 
плексной системы (алгебры), хотя эта терминология в настоящее время уже не упо- 
требляется. Понятие числового поля, систематически используемое автором, оставлено 
без определения, хотя и противопоставляется на стр. 119 общему понятию поля. Метод 
доказательства теоремы о существовании корня, избранный автором, не позволил ему 
ограничиться подполями поля комплексных чисел, однако ничто не мешало автору 
ввести вполне доступное для студентов понятие характеристики поля и говорить о по- 
лях характеристики нуль, а не оперировать с таинственным понятием числового поля. 

Все эти замечания не противоречат высказанному выше утверждению о пригод- 
ности рецензируемой книги в качестве учебника для высшей школы. Они показывают 
однако, что задача создания курса высшей алгебры, стоящего на современном научном 
уровне, пока остается открытой. 

А. Курош 


С. Н. НАВОУ апа Е. М. УУВТеНТ. Ап пугодие оп $0 {пе {Теогу 01 
пиш\егз, ОхГог@, а {Ве С1агепдоп ргезз, 1938, ХУ!-+-403 р. 

Рецензируемая книга охватывает почти все отделы теории чисел. Авторам удалось 
дать в ней ясное представление об основных проблемах, результатах и методах теории 
чисел, не вдаваясь в подробное изложение весьма громоздких и тонких аппаратов 
современной теории чисел. Книга разбита на 2% главы. 

Г глава содержит изложение свойств чисел натурального ряда (без доказательств), 
основных, принятых в анализе и теории чисел обозначений и некоторых свойств про- 


стейших аналитических функций, постоянно встречающихся в числовых исследова- 
НИЯХ. 
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Во И главе более подробно рассмотрен вопрос о распределении простых чисел 
в натуральном ряду и арифметических прогрессиях, причем дано доказательство беско- 
нечности числа простых чисел и простейшие, очень грубые оценки их числа. Теорема 
Дирихле относительно простых чисел в прогрессиях доказана для некоторых простых 
случаев. Кроме того, в этой главе рассмотрены числа Эйлера и Мерсенна. В этой 
же главе изложена теория делимости целых чисел. 

Глава И! посвящена дробям Фарея и простейшим свойствам плоских числовых 
решеток. Здесь доказана теорема Минковского относительно точек решеток в выпук- 
лых центрально симметрических телах и дана связь между дробями Фарея и прибли- 
жениями иррациональных чисел рациональными. 

В главе 1У дана классификация и основные свойства иррациональных чисел, на- 
пример доказана иррациональность чисел е и е*. 

Глава У содержит простейшие свойства сравнений и приложения этих свойств 
к исследованию сумм Гаусса, Рамануджана и других тригонометрических сумм. 
В этой главе выяснены также основные свойства числовой функции Эйлера и кроме 
того подробно рассмотрен зешенный Гауссом вопрос о построении правильного 17-уголь- 
ника. 

В главе У[ рассмотрена малая теорема Ферма и целый ряд элементарных следствий 
из нее, кац например теорема, что среди чисел }, (п = 0.1, 2....) 


т Чу 

| х\ <) ь 

Ты == м Пе се а 
Т=1 $=1 


при с,.; целых рациональных будет бесчисленное множество составных. В этой же 
главе вводится понятие квадратичного вычета и доказываются все свойства символа 
Лежавндра, включая закон взаимности. Здесь же доказана теорема Вильсона вместе 
с некоторыми ее обобщениями, введено понятие первообразного корня и, наконец, 
раесмотрены некоторые, следующие из малой теоремы Ферма свойства чисел Мерсенна. 

В главе УП изложена общая теория алгебраических сравнений по простому модулю 
и в гачестве применений этой теории доказаны теоремы Ферма, Вильсона, Вольтенс- 
хольма и теорема Штаудта относительно Бернуллиевых чисел. 

В главе УГ рассмотрены свойства сравнений по составному модулю, в частности 
по модулю, равному степени простого числа. В качестве приложений этих общих 
свойств здесь доказаны теоремы Бауэра и Лейдесдорфа относительно делимости числи- 
теля чисел $„ = о > где #(т)—совокупность всех чисел меньших ти взаимно прос- 

1 (т) 
тых ст, на 7?, и наконец теоремы относительно вычетов чисел 2Рн (р—1)! мо 
модулю р*, где р—простое число. 

Глава 1Х иосвящена вопросу о представлении действительных чисел десятичными 
дробями и дробями, расположенными по степеням любого целого числа. Здесь введено 
понятие множества меры нуль и доказаны некоторые метрические теоремы. В этой же 
главе рассмотрена задача Баше о представлении каждого числа суммой различных 
степеней двойки и в виде еуммы различных степеней тройки с положительными и отри- 
цательными знаками. Здесь же даны простейшие признаки делимости. 

В главе Х рассмотрены общие свойства непрерывных дробей. Здесь доказана тео- 
рема Лагранжа о квадратичных иррациональностях, рассмотрен ряд свойств чисел 
Фибоначчи и Люка и доказаны некоторые общие теоремы о приближении действитель- 
ных чисел рациональными дробями с помощью алгоритма непрерывных дробей. 

Глава Х1 посвящена более подробному исследованию вопроса о приближении дей- 
ствительных чисел рациональными дробями. Здесь прежде всего доказана с помощью 
принципа Дирихле общая теорема о приближении всякого иррационального числа 
с точностью до единицы, деленной на квадрат знаменателя приближающей дроби; 
дан признак Лиувилля трансцендентности числа, доказаны теоремы о трансцендент- 
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ности всех чисел, за исключением счетного множества, и трансцендентности чисел 
еи т. Теорема Линдемана и другие более поздние теоремы о трансцендентности 
различных классов чисел приведены без доказательства. Кроме того в этой главе при- 
веден, в большинстве случаев без доказательства, ряд метрических теорем относительно 
характера приближения почти всех чисел рациональными дробями. 

В главе ХИ изучаются общие законы арифметики в теле рациональных чисел 
К (1), гауссовом теле А(1) и теле К (0), где р=е*137. Здесь рассмотрен алгоритм 
Эвклида в этих телах и доказаны основные теоремы о единственности представления 
каждого числа в виде произведения простых чисел тела. 

Глава ХИТ посвящена диофантовым уравнениям. Здесь подробно рассмотрено 
уравнение Ферма =” - у" =” для случаев п=2,3,4, уравнение 2°- уз = 323, 
проблема о представлении всякого рационального числа в виде суммы трех нубов не- 
отрицательных рациональных чисел и, в связи с этой последней задачей, уравне- 
ние 13 = 28 - 13 - 23. 

В главах ХУ и ХУ более подробно рассмотрена арифметика квадратичных полей— 
существование алгоритма Эвклида, вопрос о том, в каких полях все идеалы будут глав- 
ными, примеры полей, имеющих не главные идеалы. Кроме того на целом ряде при- 
меров разобраны вопросы о единицах поля, идеалах и малой теореме Ферма в этих 
полях. 

В главе ХУТГ рассмотрены элементарные свойства и аналитические выражения 
следующих арифметических функций: функции Эйлера $ (п), функции Мебиуса в (п), 
числа делителей числа п 4 (п), суммы К-ых степеней делителей числа п, с, (п) и числа 
представлений данного числа п в виде суммы двух квадратов, г (п). Вид этой последней 
числовой функции г (п) устанавливается © помощью введения характера по модулю 4. 
В этой же главе дан вид четных совершенных чисел. 

Глава ХУП посвящена рассмотрению аналитических функций, служащих функ- 
циями-женератриссами для числовых функций предыдущей главы. Здесь рассмотрены 
некоторые простейшие свойства 6 (5) Римана и других связанных с & ($) рядов Ди- 
рихле, а также ряды Ламберта, для которых получены соотношения с помощью ранее 
доказанных, арифметическими методами, теорем относительно числовых функций. 


В главе ХУ рассмотрены верхние и нижние границы роста числовых функций 
4 (п), $ (п), с (п), г(п) и даны также асимптотические формулы для 


#=1 =1 В=1 Е ==1 


Кроме того дано асимптотическое выражение для числа целых чисел, не делящихся 
на квадрат. 


В главе Х1Х рассмотрен вопрос о числе представлений целого числа в виде суммы 
положительных слагаемых, произвольных или различных и, в общем случае, принадле- 
жащих к той или иной арифметической прогрессии. Доказательства всех тесрем этой 
главы основаны на ряде функциональных тождеств, именио: тождествах Эйлера 


— 5 п ея ы. 2-- 
: 2 п-т 
1) 1 т а < х 
Пень оао 
"#й Е Инь И (1 —=*) 
В=Ё &=1 
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тождествах Роджера—Рамануджана, например 


р 


ее т-= 
нии 
п=1 (1 2^) 


А=1 


[®®) 
= | = дБА (Че 5+4) —1. 
#=0 


и некоторых других. Все эти тождества снабжены полными доказательствами. 


В главе ХХ рассмотрен вопрос о представлении всякого целого положительного 
числа в виде суммы четырех квадратов целых чисел и дано три доказательства теоремы 
Лагранжа. Первое доказательство опирается только на алгебраическое тождество 
Эйлера и элементарный минимальный принцип (доказательство Ландау); во втором 
доказательстве для представления простого числа суммой четырех квадратов исполь- 
зуются некоторые предложения из арифметики кватернионов, а третье доказательство 
основано на тождествах для 6-функций, полностью доказанных с помощью вспомога- 
тельных тождеств, полученных в предыдущих главах (доказательство Якоби). Это 
последнее доказательство позволяет установить также число представлений числа 
суммой четырех квадратов. 

В ХХЕ главе изложены некоторые результаты, относящиеся к общей проблеме 
Варинга, и даны границы для & (п) и С (п). Границы чисел & (3), & (4) и 5 (6) сверху 
и границы чисел = (п) снизу приведены с доказательствами, в остальных случаях 
даны формулировки результатов. В отой главе рассмотрена также проблема предста- 
вления целого числа в виде суммы степеней целых чисел с положительными и отрица- 
тельными знаками, проблема Тарри и одно обобщение великой теоремы Ферма. 

В главе ХХИ доказаны все те предложения относительно распределения простых 
чисел, которые не требуют для своего доказательства применения комплексного пере- 
менного и исследования расположения нулей * (5). В частности здесь доказано тозкде- 


п (2) шх 


ство Чебышева и даны постоянные границы для числа . Кроме того здесь 


рассмотрено поведение двух числовых функций: числа различных простых делителей 
и числа всех простых делителей числа п. 


В главе ХХИГ подробно рассмотрена теорема Кронекера о том, что если иррацио- 
нальные числа о, ч.,..., а, линейно независимы в рациональном теле, то дробные 
доли чисел па, паз, ..., Пар, где п пробегает натуральный ряд, всюду плотно расире- 
делены в р-мерном единичном кубе. Здесь приведены различные формы, интериретации 
и доказательства этой теоремы, в частности известное доказательство Г. Бора. В этой 
же главе дана постановка проблемы о равномерном распределении чисел в данном ин- 
тервале и доказана теорема о том, что дробные доли па для иррационального я распре- 
делены равномерно на интервале (0,1). 


Глава ХХ[У посвящена известной теореме Минковского относительно системы п 
линейных форм от п целочисленных переменных. Здесь даны различные как ариф- 
метические, так и геометрические доказательства и самой теоремы Минковского и ряда 
ее обобщений и модификаций. 


Рецензируемая книга написана очень ясным языком и составлена с большим мате- 
матическим вкусом. Она является прекрасным введением в теорию чисел и представ- 
ляет большой интерес для студентов старших курсов физматов университетов и пре- 
подавателей средних школ. 

К числу недостатков книги, с моей точки зрения, следует отнести, прежде всего, 
отсутствие систематического изложения теории первообразных корней и индексов, 
а всвязи с этим и двучленных сравнений высших степеней. Кроме того в книге можно 
было бы изложить вполне элементарную теорию уравнения Пелля и на частных при- 
мерах дать представление о теории квадратичных форм. Было бы естественным также 
изложить в этой книге очень изящные теоремы И. Виноградова о распределении квад- 
ратичных вычетов и первообразных корней. Наконец очень жаль, что в книге отсут- 
ствуют олемснтарные методы в аддитивной теории чисел, принадлежащие В. Бруну 
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и Л. Шнирельмзну. Наличие этих последних методов позволило бы осветить в книге, 
© одной стороны, проблемы, связанные с плотностями последовательностей, а с другой 
стороны, проблемы Гольдбаха. 

Но сделанные мной замечания, естественно, не снижают очень большой ценности 
эгой книги, и я считаю, что перевод ее следовало бы издать у нас в СССР для того, 
чтобы сделать книгу доступной советскому читателю. 


А. Гельфонд 
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НИКОЛАЙ МАКСИМОВИЧ ГЮНТЕР 


1871—1941 


4 мая 1941 г. в Ленинграде, на 70-м году жизни, скончался один 
из виднейших математиков нашей страны, заслуженный деятель науки, 
член-корреспондент Академии Наук СССР, профессор Ленинградского 
университета Николай Максимович Гюнтер. 


Н. М. Гюнтер родился в 1871 г. По окончании Петербург- 
ского университета, он был оставлен при нем в 1894 г. А. А. Марко- 
вым, и с тех пор все свои силы посвятил непрерывной творческой 
научной работе. Николай Максимович любил говорить, что настоящий 
ученый работает все время, с утра и до вечера, а не только тогда, когда 
он сидит за своим рабочим столом. Эти слова применимы прежде всего 
к нему самому. 

Когда Н. М. Гюнтер обучался в Петербургском университете и начи- 
нал свою деятельность, там были свежи традиции П. Л. Чебышева. Непо- 
средственными учителями Николая Максимовича были такие представи- 
тели знаменитой петербургской школы, как А. А. Марков и А. Н. Коркин; 
в его работах мы имеем блестящее продолжение и развитие славных мате- 
матических традиций этой школы. Более поздние его работы по математи- 
ческой физике связаны с трудами А. М. Ляпунова и В. А. Стеклова. 

Первые работы Н. М. Гюнтера относятся к общей теории дифферен- 
циальных уравнений—как обыкновенных, так и в частных производных. 
Сюда входят прежде всего две его диссертации: магистерская «О прило- 
жениях теории алгебраических форм к интегрированию линейных диффе- 
ренциальных уравнений» (1904 г.) и докторская «К теории характеристик 
систем уравнений в частных производных» (1915 г.). 

Общая теория обыкновенных линейных дифференциальных уравнений 
и, в частности, вопросы приложения алгебраических форм к этой теории 
и разыскание тех случаев, когда уравнение интегрируется в алгебраиче- 
ских функциях, занимали большое место в математике второй половины 
ХХ века. В магистерской диссертации Николая Максимовича среди 
других вопросов исследована задача интегрирования линейного уравнения 
с рациональными коэффициентами, если известна в функции независимой 
переменной некоторая форма © постоянными коэффициентами, соста- 
вленная из неизвестных частных решений. Здесь даны достаточные усло- 
вия того, что общий интеграл уравнения—алгебраическая функция, и рас- 
смотрены некоторые случаи, когда эти условия не выполняются. На 
указанной основе построена теория уравнений второго порядка с общим 
алгебраическим интегралом. В этом же направлении рассматривается 
и теория уравнений третьего порядка. Кроме конкретных новых резуль- 
татов, в диссертации приведены общие соображения, из которых непо- 
средственно вытекают известные результаты Фукса, Шварца, Клейна, 
Альфена и др. 
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Работы Николая Максимовича по общей теории уравнений в частных 
производных посвящены трем различным вопросам. К первому из них отно- 
сятся работы, связанные с теорией исключения и общими условиями инте- 
грируемости систем уравнений. Ко второму следует отнести докторскую 
диссертацию Николая Максимовича, в которой он дает аналитическую 
теорию систем уравнений в частных производных весьма общего вида, 
так называемых систем Рикье. Наконец, третий вопрос рассматривается 
в работе «Об аналитических решениях уравнения 


ди те т ди ди 0 0 ы 
9%ду — У, И, дж’ бу? дла? ду /*- 


опубликованной в 1924 г. Здесь разбирается задача Гурса об определении 
решения по его значениям на двух непересекающихся кривых. Во всех 
указанных направлениях Николай Максимович получил весьма важные 
результаты. 

Разнообразными по содержанию и богатыми новыми идеями являются 
работы Николая Максимовича по вопросам математической физики, публи- 
кация которых началась в 1923 г. и продолжалась до последнего времени. 
Первый большой цикл образуют работы, посвященные одной из основных 
нелинейных проблем математической физики, а именно, задаче Коши 
и смешанной задаче для уравнений гидродинамики. Основным резуль- 
татом в случае задачи Коши является установление существования и един- 
ственности решения уравнений гидродинамики идеальной несжимаемой 
жидкости, при наличии внешней силы, имеющей потенциал. При этом 
предполагается, что жидкость заполняет все пространство и задано 
начальное поле скоростей. 

Задача приводится к системе нелинейных интегродифференциальных 
уравнений, которые решаются по методу последовательных приближений. 
Все вычисления проводятся на основе поля скоростей, причем у соста- 
вляющих вектора скорости не предполагается существования производных 
второго порядка. Большое место в работе занимает исследование вторых 
производных ньютонова потенциала при малых предположениях отно- 
сительно его плотности. 

Совершенно по-иному строится метод последовательных приближений 
для случая ограниченной задачи, т.е. для случая жидкости, заполняющей 
некоторый сосуд, который может перемещаться заданным образом с тече- 
нием времени. Здесь, кроме начальных условий, мы имеем и предельное 
условие на поверхности сосуда. В данном случае метод последовательных 
приближений построен не на поле скоростей, а на поле вихрей, и в качестве 
начального условия берется поле вихрей в начальный момент времени. 
Существенным моментом исследования является выведенная Николаем 
Максимовичем формула, дающая поле скоростей по заданному полю вихрей 
в случае ограниченной области. 

Основная проблема гидродинамики, рассмотренная в работах Нико- 
лая Максимовича, математически родственна другой нелинейной проблеме 
гидродинамики, исторически связанной с Петербургским университетом. 
Около семидесяти лет тому назад П. Л. Чебышев предложил своему моло- 
дому ученику А. М. Ляпунову в качестве темы вопрос о фигурах равновесия 
жидкой вращающейся массы, частицы которой взаимодействуют по за- 
кону Ньютона. Одновременно с А. М. Ляпуновым этой же задачей зани- 
мался Пуанкаре. Встретив на пути строгого решения этой задачи большие 
трудности, Пуанкаре ограничился приближенным ее решением и заявил, 
что подобная задача, имеющая наглядный физический смысл, не требует 
строго математического решения. В одной из своих работ А. М. Ляпунов 
возражает против такого мнения Пуанкаре и говорит, что, после того как 


НИКОЛАЙ МАКСИМОВИЧ ГЮНТЕР 195 


задача поставлена математически, она должна решаться со всей необхо- 
димой математической строгостью. В своих фундаментальных работах по 
гидродинамике Николай Максимович оставался верным мнению А. М. Ля- 
пунова. 

В связи со своими гидродинамическими работами Николай Максимович 
провел ряд исследований по классической теории потенциала. Им были 
выяснены некоторые свойства потенциалов при незначительных ограни- 
чениях на плотность и, в частности, была впервые строго доказана воз- 
можность применения известных формул Грина к потенциалам простого 
слоя при предположении непрерывности их плотности. В 1934 г. в коллек- 
ции Бореля была опубликована монография Николая Максимовича «Га 
боте ди рофепие] её зез аррИсамопз ах ргоётез гопдатеп+аих 4е 1а 
рвуз1дае таетайчие». В ней впервые дано строгое и систематическое 
изложение современного состояния теории потенциала. Она содержит ряд 
результатов, принадлежащих самому автору. В частности, дано полное 
исследование предельных задач для случая ограниченных и неограничен- 
ных тел, граница которых состоит из нескольких поверхностей. 


Перейдем теперь к большому циклу работ Николая Максимовича, 
который начался с применения метода сглаживания к операциям над 
функциями, не имеющими производных, и который затем привел автора 
к новым постановкам задач математической физики и к систематическому 
применению понятия функций от областей и интегралов Стильтьеса к ре- 
шению упомянутых задач в их новой постановке. 

Работы Николая Максимовича по гидродинамике неоднократно при- 
водили его к необходимости оперировать с функциями, которые не имеют 
достаточного числа производных для того, чтобы к ним можно было при- 
менять обычные для рассматриваемого вопроса методы рассуждения. 
В ряде работ он применял к такого рода вопросам анализа метод сгла- 
живания. Этот метод, неоднократно применявшийся в работах В. А. Сте- 
клова, состоит в замене функции интегралом от нее по малому переменному 
промежутку (5, х--й), деленному на длину й этого промежутка. Этот 
прием может применяться и в случае нескольких переменных. Получен- 
ную таким образом функцию Николай Максимович называл функцией 
Стеклова. 

Метод сглаживания естественно привел Николая Максимовича к общему 
понятию аддитивной функции от области. Вместо этого понятия он 
пользовался понятием средней функции. Это есть частное от деления 
функции от области на меру области. Существенным моментом теории 
является определение совокупности тех областей или множеств, для 
которых определена функция. Этот момент играет в дальнейшем роль и при 
построении понятия интеграла от средней функции. Впервые понятие 
средней функции было применено Николаем Максимовичем в задаче раз- 
ложения заданной функции по универсальным функциям Корна. 
В 1932 г. он опубликовал большую работу «Зиг 1ез 1и6ота]ез 4е Зие]- 
Цез её 1еитз аррИсайотз аих ргоётез 4е 1а рвузие та\6тайчдие». 
Первые две главы этой работы содержат систематическое изложение тео- 
рии средних функций и интегрального исчисления для них. В третьей 
главе на этой основе строится теория интегральных уравнений. Эти 
исследования Николая Максимовича соприкасаются с исследованиями 
Радона и Рисса. 

В последнее время Николай Максимович в ряде мемуаров вернулся 
к общей теории интегральных уравнений в интегралах Стильтьеса и, поль- 
зуясь представлением резольвенты в звезде Миттаг-Леффлера, построил 
спектральную функцию для широкого класса таких уравнений. Эти рабо- 
ты имеют много точек соприкосновения с работами Вейля и Карлемана 
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по теории сингулярных интегральных уравнений. В одной из своих заме- 
ток Николай Максимович показал, что частным случаем построенной 
им теории интегральных уравнений является теория нагруженных инте- 
гральных уравнений (Ъе]азцейе [пцебта]2]е1сВипХеп), развитая в работах 
Кнезера и Лихтенштейна. В ряде работ он дал исчерпывающее исследо- 
вание ядер специального типа, а именно, ядер Фурье, и интегральных 
уравнений с такими ядрами. 

Большое принципиальное значение имеют приложения понятия сред- 
ней функции и интегралов Стильтьеса к задачам математической физики. 
В работах Николая Максимовича на указанной основе даются новые по- 
становки основных задач математической физики и проводится полное 
решение этих задач в новой постановке. Характерным при этом является 
приближение математической постановки задачи к реальной действитель- 
ности явления. Этого удается достигнуть в результате замены понятия. 
функции точки понятием средней функции. Благодаря этому удается избег- 
нуть таких абстрактных понятий, как плотность в данной точке, ускорение 
в данный момент времени ит. д. В упомянутой выше работе 1932 г. Нико- 
лай Максимович подробно проводит новую точку зрения в теории потен- 
циала и для предельных задач, связанных с уравнением Лапласа. На 
основе теории средних функций доказывается между прочим обобщенная 
формула Пуассона, имеющая важное значение в математической физике. 
Далее на основе обобщенного понятия потока Николай Максимович 
расемотрел в новой постановке основную задачу теплопроводности. 


В недавних работах Николай Максимович приложил свои общие идеи 
к рассмотрению задачи о малых колебаниях струны. Основным является 
формула, выражающая отклонение струны в виде интеграла от ипроизве- 
дения функции Грина на сумму внешней силы и силы инерции. Заменяя 
ускорение средним изменением скорости и переходя к средним функииям 
во внешней нагрузке и искомом отклонении, Николай Максимович полу- 
чил интегродифференциальное уравнение. Это уравнение решено им 
при предположениях, которые вполне оправдываются физическим смыслом 
задачи. 

В результате проникновения в математическую физику идей и методов 
современной теории функций вещественной переменной и функциональ- 
ного анализа коренным образом меняются наши представления о исста- 
новке задач математической физики, о методах их решения и о самом поня- 
тии решения задачи. Эта перестройка математической физики находится 
в связи и с теми глубокими новыми идеями, которые теперь возникают 
в теоретической физике. В той новой математической физике, которая 
теперь строится, работы Николая Максимовича займут почетное место. 
Для них характерной является следующая мысль, которую он выска- 
зал в одном из своих последних мемуаров. Он говорит, что при приме- 
нении метода сглаживания «задача, имеющая целью разобрать явлен::> 
внешнего мира, отчасти освобождается от стеснительных условий, нало- 
женных на нее по необходимости, вследствие ограниченности наших 
средств, и природа, освобожденная от этих стеснений, начинает открывать 
свои тайны». 

Исключительно широкой и разнообразной была педагогическая деятель- 
ность Н. М. Гюнтера. Сорок семь лет он работал в Ленинградском уни- 
верситете, больше тридцати лет он вел преподавание в Ленинградском 
Институте инженеров путей сообщения, больше двадцати лет преподавал 
в Педагогическом институте. В течение ряда лет он работал на Высишх 
женских (Бестужевских) курсах, в Ленинградском политехническом инсти- 
туте и других учебных заведениях. Он не оставлял этой работы до послед- 
него времени и вел как общие, так и специальные курсы на кафедре 
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дифференциальных и интегральных уравнений в Ленинградском универ- 
ситете, которой он заведывал. Целый ряд разделов матема’ики впервые 
был освещен в Ленинградском университете в специальных курсах Никс- 
лая Максимовича. Первый специальный курс «Теория алгебраических 
форм» был им проведен в 1904 г. Огромная любовь к преподаванию своей 
науки красной нитью проходит через всю деятельность Николая Макси- 
мовича. Он преподавал всегда творчески. Продумывая какой-либо новый 
курс, общий или специальный, он всегда вносил в него новые мысли, 
находил новые подходы к изложению материала. Лекции Николая Макси- 
мовича воспитывали особую культуру математической точности и стро- 
гости и привычку к ясному выражению мыслей. 

Целый ряд математиков нашей страны прошли через непосредствен- 
ное руководство Николая Максимовича и помнят то внимание и ту необык- 
новенную отзывчивость, с которыми он относился к каждой работе моло- 
дого ученого. Сурово критикуя работу, он умел подбодрить человека, 
вдохнуть в него уверенность, что затруднения преодолимы, и заставить 
его работать творчески самостоятельно. 

Одна из характерных черт всей деятельности Николая Максимовича — 
это высокое чувство общественного долга, которое проявлялось во всей его 
деятельности как преподавателя и организатора научной работы. Целый 
ряд лет Николай Максимович состоял председателем Ленинградского 
математического общества, и при нем деятельность Общества, до того 
вялая и незаметная, резко оживилась. Возник и стал регулярно выходить 
журнал Общества. Не менее интенсивной была деятельность Николая Ма- 
ксимовича в Университете. Неутомимый организатор студенческих науч- 
ных кружков, семинаров, он отдавал этому делу свою огромную кипучую 
энергию. Всюду вносил он высокую принципиальность, высокую органи- 
зованность и энтузиазм. Многое он сделал для расцвета математики в на- 
шей стране не только своими научными работами, но и как глава большой 
научной школы и неутомимый организатор многих ценных начинаний. 

Выдающаяся деятельность Николая Максимовича была высоко оце- 
нена в нашей стране, и ему было присвоено звание заслуженного дея- 
теля науки РСФСР. 

Советская наука потеряла в лице Николая Максимовича Гюнтера 
одного из выдающихся своих представителей. 


В. И. Смирнов и С. Л. Соболев 
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Пгр., 2901 ненум. стр.). 


1916 


. О системах линейных уравнений первого порядка в частных производных с двумя 


переменными независимыми (Изд. Инст. инж. путей сообщ., Пгр., 30 стр.). 


1918 


Высшая математика (Изд. студ. библ. Инст. инж. путей сообщ., Пгр., 304 стр., 
литограф.). 
1923 
Краткий курс тригонометрии («Сеятель Пгр., 108 +1 ненум. стр.). 
О педагогической деятельности А. А. Маркова (Известия Акад. Наук СССР, 


УГ сер., т. ХУИ, стр. 35—44). 

Об одной вспомогательной теореме (Известия Акад. Наук СССР, У! сер., т. ХУП, 
стр. 53—64). 

т ип 46 огёте апхШайте (Сотрёез гепаиз, Раг1з, 4. 176, р. 1115—1117). 

Зиг ип ргоёше 4’пудгодупапиаме (Сотраез геп4из, Раг1з, %. 177, р. 865—867). 


1924 
О действиях над функциями, не имеющими производных. 1 (Известия Акад. 
Наук СССР, УТ сер., т. ХУПШ, стр. 353—372). 
Об аналитических решениях уравнения 
ди ди ди ди ди 
и =/ (1, У И дд › ду’ дла ду 


Матем. сборник, т. ХХХИ, стр. 26—42). 
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54. 


55. 
56. 
57. 


58. 
59. 
60. 
61. 
62. 


63. 


64. 
65. 


[41 


67. 
68. 
69. 
70. 
р 


Я. 
73. 


ый, 
-75. 
-76. 


77. 
78. 
79% 
80. 
81. 


82. 


66. 


Сборник задач по высшей математике. Изд. 3-е, сокращ. Пол релакц. Н.М. Гюн- 
тера, Я. Д. Тамаркина, Я. В. Успенского и А. А. Фридмана (Гос. изд., Л., 
226 стр.) 

Зиг ]а г6зоа оп 4ез вдиаЯоп$ Во. Х=А, Сгад. Х=А (Ргосее4. о} Фе Гтетпъ. 
тает. Сопвгезз 09] Тогото, р. 585—541). 

Биг аче]аиез аррИсаЧопз аез #опс110п$ 4е \У. З{еК1ойЙ (Доклады Акад. Наук СССР, 
сер. А, стр. 35—38). 

Зиг ип ргоёте {опдатеп(а1 де 1’вуагодупапаие (Ргосее4. о} те Гтетп. тает. 
Сопргезз о} Тоготло, р. 543—548). 


1925 


О движении жидкости, заключенной в данном перемещающемся сосуде (Доклады 
Акад. Наук СССР, сер. А, стр. 152—155). 
О действиях над функциями, не имеющими производных, И (Известия Акад. 
Наук СССР, УГ сет., т. ХХ, стр. 75—96). 
О распространении теоремы Коши на любую систему уравнений в частных произ- 
волных (Матем. сборник, т. ХХХИ, стр. 367—447). 
О решениях уравнений гидродинамики (Известия Акад. Наук СССР, УТ сер., 
т. ХХ, стр. 217—232). 
Об уравнении 

ду ди ди 97 

[2 . "3 ду и = 


(Матем. сборник, т. ХХХИ, стр. 278—304). 
Зиг ип ]1етте 4е Рошсагб (Сотрёез гепаиз, Раг1з, 6. 181, р. 649—651). 


1926 
О движении жидкости, заключенной в данном перемещающемся сосуде, части 
Ти П (Известия Акад. Наук СССР, УГ сер., т. ХХ, стр. 1323—1348, 1503—1532). 
О лемме Пуанкере (Матем. сборник, т. ХХХИТ, стр. 291—331). 
Памяти А. А. Фридмана. Речь, произнесенная 26 сентября 1925 г. (Журнал 
Ленингр. физ.-мат. общ., т. 1, вып. 1, стр. 5—9). 
О нахождении скорости по вихрю в случае жидкости, заключенной в замкнутом 
сосуде (Журнал Ленингр. физ.-мат. общ., т. 1, вып. 1, стр. 12—36). 
Биг 1е шоиуетеп* 4’ип Палл4е гетрИззап ип доташе зпар!етеп$ соппехе ди 
зе авр!асе (Сотруез геп4из, Рагз, $. 183, р. 17—19). 
Биг 1е шопуетепф 4’ип Паллае гетрИ5зап& ип аоташе & соппесйоп шааре а 
зе абр!асе (Сотрёез теп4из, Раг1з, %. 183, р. 114—116). 
Зиг ипе аррИсаЯоп 4ез опсопз апуегзеЙез 4е М. А. Когп (Сотраез тепаиз, 
Раг1з, 4. 183, р. 551—553). 
Оъег еш Наирёргоет 4ег Нуагодупапик (Ма!ет. Хейзсйги, Ва. ХХПУ, 
$. 448—499). 


1927 


Замечание о теореме Могега («п Метогат М. Г. ГоБа&зсвеузКиИ», уо!. И, Казань, 
стр. 156—162). 

О движении жидкости, заключенной в данном перемещающемся сосуде, части ИТ, 
ГУ иу (Известия Акад. Наук СССР, УГ сер., т. ХХГ, стр. 621—650, 735—756, 
1139—1162). 

Об одном приложении теории замкнутости, части Ги И (Известия Акад. 
Наук СССР, У! сер., стр. 68—94, 255—272). 

Об основной задаче гидродинамики (Известия физ.-мат. инст. им. В. А. Стеклова, 
т. П, стр: 1—168}. 

Об уравнениях гидродинамики (Журн. Ленингр. физ.-мат. общ., т. 1, вып. 2, 


° стр. 240—247). 


1928 


Замечание об интегралах Стильтьеса (Труды Всерос. матем. съезда, [Москва, 
27 апр.—4& мая 1927 г.], М.—Л., стр. 193—195). 

О движении жидкости в многосвязной области (Труды Всерос матем. съезда, 
[Москва, 27 апр.—4 мая 1927 г.], М.—Л., стр. 256—258). 

О движении жидкости, заключенной в данном перемещающемся сосуде, 
часть У1 (Известия Акад. Наук СССР, УП сер., отдел. физ.-мат. наук, стр. 9—30). 
О задаче Неймана (Матем. сборник, т. ХХХУ, стр. 139—219). 

О линейных уравнениях первого порядка в частных производных с двумя 
независимыми переменными (Сборник Ленингр. инст. инж. путей сообщ., 
вып. ХСУИП, ч. ИП, Л., стр. 115—126). Е 

О научных достижениях В. А. Стеклова («Памяти В. А. Стеклова», Л., стр. 1—12). 


83. 


84. 


85. 


86. 


87. 


88. 


859% 


90. 


У: 


92. 


93. 
94. 
95. 
96. 


97. 
98. 


99. 


100. 
101. 


102. 
103. 


104. 
105. 


106. 


107. 
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Труды В. А. Стеклова по математической физике («Памяти В. А. Стеклова», 
Л., стр. 49—77). 
1929 


Дополнение к статье «О системах линейных уравнений первого порядка в част- 
ных производных с двумя переменными независимыми» (Сборник Ленингр. инст. 
инок. путей сообщ, вып. СТ, Л., стр. 315—395). 

Сборник задач по высшей математике. Изд. 4-е, доп. и испр. (Совместно 
с А. А. Адамовым, А. П. Вилижаниным, А. Н. Захаровым и др.) (Гос. изд., 
М.—Л., часть Т, 256 стр.; часть И, 135 стр.). 

Биг ипе аррНсайоп 4ез 1116 ога1ез де ЗЧеез аа ргоёше ае №еитапи (Сот рез 
теп4из, Раг1з, т. 189, р. 447—450). 


1980 


Сборник задач по высшей математике. Изд. 5-е, доп. и испр. Часть 1 (Со- 
вместно с А. А. Адамовым, А. П. Вилижаниным, А. Н. Захаровым и др.). 
(Гос. изд., М.—Л., 256 стр.). 

Зиг 1е5 1п46стга]ез де Зе! ез обпбгаЙз6ез (Ай 4е1 Сопвгеззо птчегпаз. 4её тоие- 
тайсь [Во]обпа, 3—10 зе{й., 1928], $. Ш, Во]оспа, р. 313—324). 


1981 


Основы математической физики, ч. 1. Интегральные уравнения (Центр. типогр. 
Наркомвоенмора, Л., 176 стр., литограф..). 

Сборник задач по высшей математике. Часть Т, изд. 6-е (Совместно с А. А. Адамо- 
вым, А. П. Вилижаниным, А. Н. Захаровым и др.) (Гос. н.-техн. изд., М.—Л., 
256 стр.) 

Сборник задач по высшей математике. Часть 1, изд. 5-е, доп. и испр. (Совместно 
с А. А. Аламовым, А. П. Вилижаниным, А. Н. Захаровым и др.). (Гос. ‘изд., 
М.—Л., 169 стр.). 

Биг 1е топуетеп% 4’ап Пола Ае еегтё дапз мп уазе дат зе авр1асе (Аш 4е1 Соп- 
876350 петп. 4ет тойетаись [Во]овпа, 3—10 зе. 1928], %. У, Во]оспа, р. 183—191). 


1982 


Памяти В. А. Стеклова (Записки Х арювського матем. тов., сер. &, т. У, стр. 3—5). 
Сборник задач по высшей математике. Изд. 7-е, испр. и доп. (Перераб. под редакц. 
Н. М. Гюнтера и Р. О. Кузьмина) (Гос. т.-теорет. изд., Л.—М., часть Т, 230 стр.; 
часть П, 300 стр.). 

Гез {опсопз поуеппез еф 1ез 1п4ерга]ез ае ЗИе1ез (Гегйапа1. 4ез Гтлегп. Майет. 
Коптвгезз [Гамсв, 1932], Ва. И, Дамсь апа Берио, з. а., 5. 128—129). 

Биг 1е рофепе] пежботепй (Сотрёез теп4из, Раг1з, %. 194, р. 416—449). 

Зиг 1е ргоёте ал гейго1А1ззетлеп& (Сотрёез геп4из, Ратз, +. 19%, р. 538—541). 
Зиг 1ез 1п4ерта]!ез ае Зйеез еф 1епгз аррИсаЙопз ацх ргоБ]6 тез {оп4атеп{4амх 4е 
1а рьузаче ша\Вёта@ але (Труды физ.-мат. инст. им. В. А. Стеклова, т. 1, изд. 
Акад. Наук СССР, 494 стр.). 


1938 


Сборник задач по высшей математике. Изд. 8-е (Перераб. под редакц. Н. М. Гюн- 
тера и Р. О. Кузьмина). (Гос. т.-теор. изд., Л.—М., часть 1, 280 стр.; ч. И, 
312 стр.). 

Сборник задач по высшей математике, часть ПТ (Перераб. под редакц. Н. М. Гюн- 
тера и Р. О. Кузьмина). (Гос. т.-теор. изд., Л.—М., 368 стр. ). 

Зиг 1е ргоёше 4ез «Вейазфее пферта11е1свапреп» (бш@а таййет., &. ТУ, 

. 8—14). 
г 1ез ЕЕ (Ррузка4. Дейзсти. 4. бое Отоп, ВА. ИТ, 5. 115—139) 
Э. Уиттекер и Г. Робинсон. Математическая обработка результатов наблюдений: 
Перев. с англ. под редакц. Н. М. Гюнтера (Гос. т.-теор. изд., Л.—М., 363 + 1 не- 
нум. стр.). 

1984 

Интегрирование уравнений первого порядка в частных производных (Гос. т.-теор. 
изд., Л.—М., 359 стр.). 
Сборник задач по высшей математике. Часть Ш, изд., 9-е (Перераб. под редакц. 
Н. М. Гюнтера и Р. О. Кузьмина) (Гос. т.-теор. изд., Л. —М., 312 стр.) 
Та 4Вбоче да рофеп41е] её зез аррИсаопз ах ргоётез гопдатеп{аих 4е 1а рву- 
эаие таётайаче (бачмег-УШагз, Раг1з, 303 р.). 


1935 


Интегралы Стильтьеса в математической физике и в теории интегральных Уравне- 
ний (Труды 2 Всес. математ. съезда [Ленинград, 24—30 июня 1934 г.], т. Г, 


стр. 271—317) 
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108. О спектральной функции некоторых эрмитовых интегральных уравнений (До- 
клады Акад. Наук СССР, т. ПУ, стр. 299—302). 

109. Та боше аез Гопсйопз ае аотатез 4апз 1а рвузаче та{В6таНаче (Ргасе тоиет.- 
{уз., У’агзтама, у01. ХШМУ, р. 33—50). 

110. Зиг 1а ГопсЯоп зресАга]е 4е сегбаез сдлайопз 1146 8та]ез Веги еппез (Доклады 

Акад. Наук СССР, т. ТУ, стр. 315—318). 

111. Зиг 1а гёзоуап4е 4е сег4айтез вдиаопз$ 1п4еота]ез Веги Иеппез (Сотрёез теп4из, 
Раг1з, \. 200, р. 1714—1716). 

119. Заг алеачез аррИсайопз поиуеез 4е 1а \Ввоме 4ез Гопс10оп$ де дота1тез а 1а 
{В6оме Чез вачаЧопз 146 рта]ез. Ргепаёге рагае (Матем. сборник, т. ХЫШ, 
стр. 279—384). 

113. Э. Уиттекер и Г. Робинсон. Математическая обработка результатов наблюдений. 
Перев. с англ. под редакц. Н. М. Гюнтера, изд. 2-е (Главн. ред. общетехн. лит., 
Л.—М., 363 1 ненум. стр.). 

1936 

11%. О модулях алгебраических форм (Труды 1 Всес. съезда математиков |Харьков, 
1930], М.—Л., стр. 240—253). 

115. О распространении сферических волн в газах (Труды Ленингр. индустр. инст., 
№ 10, вып. 3, стр. 17—29). 

116. Об одном интеграле, аналогичном интегралу Фурье (Доклады Акад. Наук СССР, 
т. ТУ, стр. 289—291). 

117 Зиг 1ез валайоп$ 10460га!ез аих поуамх 4и фуре Коитег 4е М. Н. \еу! (Журн. 
Тист. матем. Акад. Наук УССР, № 2, стр. 21—46). 

118. Зиг мпе 1п46ота!е апа1орае & 1’1п46ста!е ае Еоитег (Доклады Акад. Наук СССР, 
ГУ, стр. 301—303). 

119. Шарль Эрмит. Курс анализа. Перев. под ред. Н. М. Гюнтера (Гл. ред. обще- 
техн. лит., Л.—М., 383 стр.). 

120. Зиг 1а Ёегтефге (Вепа:с. 4е! Слгсою Миет. 4 Раегто, %. [Х, р. 1—11). 

1987 

121. О сглаживании функции и связанных с ним задачах (Ученые записки Ленингр. 
гос. унив., т. ПП, стр. 54—78). 

122. Сборник задач по высшей математике. Часть 1, 9-е испр. изд. (под редакц. 
Н. М. Гюнтера и Р. О. Кузьмина) (Гл. ред. т.-теор. лит., Л.—М., 272 стр.). 

123. Биг 1ез поуаих аи фуре Коимег (Известия Акад. Наук СССР, сер. математ., № 3, 
стр. 315—354). 

124. Баг аче]даез аррИсайопз поцуеПез 4е 1а {В6оге 4ез гопсЯопз де дЧоташтез &1а \6во- 
ге 4ез бла оп 11 46та1ез. Бесоп4е раг@е (Матем. сборник, т. И (ХШЫУ), стр. 197— 
274, 387—463). 

1938 

125. Зб1рник задач в вищо! математики. Часть Г. Пер. з рос 9 вид. (Держ. н.-техн. 
вид. Харюв, 244 стр.). 

126. К теории интегралов Стильтьеса—Радона и интегральных уравнений (Доклады 
Акад. Наук СССР. т. ХХ, стр. 219—223). 

127. Сборник задач по высшей математике. Часть 1, 10-е испр. изд. (Под редакц. 
Н. М. Гюнтера и Р. О. Кузьмина) (Гл. ред. т.-теор. лит., Л.—М., 272 стр.). 

128. Сборник задач по высшей математике. Часть ПШ, 2-е испр. изд. (Под редакц. 
Н. М. Гюнтера и Р. О. Кузьмина) (Гл. ред. т.-теор. лит., Л.—М., 339 стр.). 

1939 

129. К общей теории интегральных уравнений (Доклады Акад. Наук СССР, т. ХХИ, 
стр. 215—219). 

1940 

430. О постановке некоторых задач математической физики (Ученые записки Ленингр. 
гос. унив., № 59, стр. 12—96). 

1941 

431. 


Замечание об интеграле НеШпоег’а (Доклады Акад. Наук СССР, т. ХХХ, 
стр. 99—102). 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГГЕТ!М ОЕ ГГАСАРЁМ1Е РЕЗ $С1ЕМСЕ$ ОЕ Г0В$5 


. и . 
Серия математическая 5 (1941), 203—910 561е тапетайЙчие. 


Я. Л. ГЕРОНИМУС 


0 ХАРАКТЕРЕ РЕШЕНИЯ ПРОБЛЕМЫ МОМЕНТОВ В СЛУЧАЕ 
ПРЕДЕЛЬНО-ПЕРИОДИЧЕСКОЙ АССОЦИИРОВАННОЙ ДРОБИ 


(Представлено академиком С. Н. Бернштейном) 
Рассматривается распределение точек роста функции, дающей ре- 


шение степенной или тригонометрической проблемы моментов в случае, 
когда ассоциированная дробь является предельно-периодической. 


1 


Рассмотрим непрерывную дробь 


м. | 7» | 
А ЕН (1) 


причем {^„}” > 0 и {5}, — вещественные последовательности чисел, для 
которых существуют конечные пределы 
Нил, =А > 0; Бы =@,: п (моай) (=12,...4). (2) 
п-—со П-+оо 
На основании исследований Ван-Влека (*), Прингсхейма (?) и Саса (?) 
можно утверждать, что данная предельно-периодическая непрерывная 
дробь (1) сходится, за возможным исключением изолированного счетного 
множества точек, в той же области, что и периодическая дробь 


ИИ И О НИ (3) 


|2—а, |2 — @ 
ее предельное значение является в этой области мероморфной функ- 
цией. 
Обозначим через 


Вы (2). ЕЯ 4 
= (-1,2,3,...) (4) 


подходящие дроби периодической непрерывной дроби (3). Пусть 2, < 
<2,<...<д,, (т < ®) будут точки разветвления алгебраической функции 


а) —Ры=Вь-ф+у РФР ы а) 


Обозначим через Е множество, являющееся суммой конечного числа 
сегментов вешественной оси 


и (6) 
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через Н — область, являющуюся дополнительным множеством к а 
через Н, — пересечение Н с вещественной осью. Пользуясь исоледова- 
ниями Прингсхейма (*) и Перрона (°) о сходимости периодических не- 
прерывных дробей, а также результатами нашей заметки (°), легко ви- 
деть, что непрерывная дробь (3), а следовательно и (1), сходится в 
любой области внутри Н, за возможным исключением счетного множе- 
ства точек, предельные точки которого принадлежат Е. 

Пользуясь указанными свойствами предельно-периодических непре- 
рывных дробей, мы сможем доказать следующую теорему. 


ТЕОРЕМА 1. Если в проблеме моментов Гамбургера непрерывная 
дробь (1), ассоциированная с интегралом 


9 =}, #40, (7) 


является предельно-периодической дробъю, т. е. обладает свойством (2), 
то множество точек роста искомой неубывающей функции ограничен- 
ной вариации %(х) ограничено и всюду плотно в Е; вне Е функция % (5) 
имеет не более, чем счетное мноэжество точек роста, предельные точки 


которого принадлежат множеству Е*. 


Обозначим через Ё, множество точек роста функции $(5) и поло- 
им 


В, =Е В, В. Й, ЕС Н,, ЕС Е. 


Ограниченность множества Е, вытекает из ограниченности последова- 
со 
. 

Непрерывная дробь (1) сходится, за возможным исключением счет- 
ного множества точек, внутри области Н, и ее предельное значение о (2) 


является в этой области мероморфной функцией, полюсы которой лежат 
в Н,. По известной формуле обращения Стильтьеса-Перрона находим, 
что полюсы функции $(2) являются точками разрыва функции %(х). 
Этих точек счетное множество и предельные точки этого множества 
принадлежат множеству Е. 


тельностей {(„}, (^,} 


Так как обе последовательности {5„} и {)\,}° вещественны и так 
как непрерывная дробь (1) сходится при 2ЕН,, за возможным исклю- 
чением счетного множества точек, то функция © (2) принимает в обла- 
сти Н, вещественные значения. Отсюда по формуле Стильтьеса — Пер- 
рона находим, что функция $ (5) не имеет в Н, иных точек роста, кроме 
упомянутых выше точек разрыва. 

Покажем, что множество ЕЁ, всюду плотно в Е. Для этого 
найдем так называемый трансфинитный диаметр 4 (Е) множества Е. Как 


* При К = 1 получим результат О. Блюменталя (14) (мы, к сожалению, не смог- 
ли ознакомиться с этой работой). 
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показал Сегё (”), он равен константе Робена для области Н. Нетрудно 
видеть, что функция Грина для области Н такова: 


бук 8 "Я ай, (8) 


причем в формуле (5) выбран тот знак корня, при котором 
Ни —1; (8) 


2—00 


таким образом находим константу Робена ‘] из соотношения 
1051 = т (105 |2|-— С (2,у)} = + 108, (9) 


откуда окончательно трансфинитный диаметр 4(ЁЕ) равен 


ре (10) 


Его можно найти еще и иначе: когда 2 пробегает множество Е, то у= 
—=Р,(2) — Вь_5(2) пробегает множество е = < — 2 ИБ ЗУЕ> ; по теореме 
Фекете (°) имеем 4(Е -=И а (т.е. 4(Е=У 1. 

С другой стороны, построим систему полиномов ({Р, (5)}”, удовле- 


творяющих рекуррентному соотношению 
=), , (у 52 (п=1, 2, . у р ‚ =0, Р,=1; (11) 


как известно, они ортогональны на множестве Ё, относительно обложе- 
ния 4%9(7). 

Пусть Е, будет замыканием множества Е,, т. е. Е, =Е, | Е;; 0б0з- 
начим через Т, (5) =х"--... полином, наименее уклоняющийся от нуля 
на множестве Ё,, и через М, — величину этого наименьшего уклонения. 
Мы имеем 
и» = \Р (2) 4$ (2) = шт Це... = И (пе кие О) 


В Ел 


Эа. МАЙЯ, (13) 


Как показал Фоекете (°), существует предел 
тЫ — 
Ниш И М, =4(Е,}; (14) 
Ии-—со 


таким образом имеем при условиях (2) 


шт Ул, = кие =а(Е,), (15) 


710 


откуда вытекает неравенство 


4(Е)=4 (Е) =а(Е,-- Е,) =а(Е,), (16) 


ибо, как показал Полья (*), у ограниченных замкнутых множеств, 
различающихся лишь на очетное множество точек, трансфинитные диа- 
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метры одинаковы. Так как Е, СЕ, то а(Е,) =а(Е) и окончательно 
4(Е,) =а (Е). (17) 
Легко видеть, что Ё, всюду плотно в Е; иначе, если бы существо - 
вал интервал < 9,8 > СЁ, в котором не было бы точек роста функции 


+ (2), то мы имели бы неравенство 4 (ЁЕ,) < 4(Е); из того, что Е, всюду 
плотно в Е, следует, что этим же свойством обладает Ё,. 


о 
Докажем теорему, аналогичную 1, для случая тригонометрической 
проблемы моментов (ограничиваясь случаем А =1). 


По заданной последовательности тригонометрических моментов {с„}о 


построим последовательность {а„!» по формуле (*'›1?) 
Са-ь :. = 
р Е но < Х. пои 


[ев =0 


предположим существование предела 


то =а Фо (19) 
обозначим через Е замкнутую дугу <&, 2=—#> ‚, где 
1—2 а ИТ ай, (20) 


через Н — область, являющуюся множеством, дополнительным к Ё, и 
через Н, — открытую дугу (—%,%). 
ТЕОРЕМА 1’. Если в тригонометрической проблеме моментов 
2% 


к 
ыезк 94300) (п=0,1,2, ...) (21) 
о 
существует предел последовательности {а„\у 
аа. | Фот, (22) 


то искомая неубывающал функция ограниченной вариации с (6) имеет в 
Н, не более чем счетное множество точек роста, предельные точки 
которого принадлежат Е; на множестве Е точки роста функции в (8} 
расположены всюду плотно. 

Обозначим снова через Е, множество точек роста функции $ (6); вве- 
дем обозначение 

Е, =Е, Е Е,, Е. СЕ, Е, СН,. 

В (**) мы вывели формальное разложение в непрерывную дробь 


т. к ВР = 

` © ас (0) або | а у (1 | ао | ы 
с иеа р а 
о у у У-+ —. 


Ву Ча, | 
а Ве (23) 
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по Ван-Влеку (*) эта непрерывная дробь при условии (22) сходится 
(за возможным исключением изолированного счетного множества точек) 
в любой области внутри Н, и ее предел К (у) является в Н мероморф- 
ной функцией; с другой стороны. функция 4,(у) в области |у|<1 
регулярна и разлагается в ряд 


Чо (9) — < су с, + ... (24) 


Непрерывная дробь (23) имеет знаменателями подходящих дробей поли- 


номы {Р,(у)}'’, которые по (1?) ортогональны на множестве Ё, относи- 
тельно обложения 45 (9), причем 


а, = —Ри. (0) +0 (п=0, 1,2, ...,); 


поэтому любая ее подходящая дробь порядка п регулярна в некоторой 
окрестности точки у=0 и разлагается в ряд, который отличается от 
ряда (24) членами с у", у"*' и т. д.; отсюда по Прингсхейму (?) сле- 
дует, что функции К (у) и — 9. (у) совпадают в окрестности точки у = 0, 
а следовательно, во всей области |у| < 1; совпадают также их предель- 
ные значения при приближении у изнутри к окружности |у|=1. 
Применяя формулу 
й 
А. 2 (тем) ++ с. 6, (25) 
0 


71—00 


мы видим, что полюсы функции К (у), лежащие на дуге Н,, являются 
точками разрыва функции о (6). Покажем, что иных точек роста на дуге 


Н, функция с (0) не имеет. Действительно, мы имеем 


_ о Ки-1 (9) — № (У) Ви (у) 
а Е 


где {В,„_, (у) }° — числители подходящих дробей непрерывной дроби (23), а 


Аа [ыы | “Вуд - |4.) 

я я о с 

Ал (у) =: ща т Чт ое: (27) 
м Чт | % а», 


при условии (22) имеем 
Ци А, (у) = Ко (У), (28) 


71—со 


где К, (у) является пределом периодической непрерывной дроби 


У [28| УЧ - |411 у! И 9-®) (29 
К, (у)=| +1 т 1 оо в) (29) 
Поэтому имеем 
: В„_1 (у) — Ко (у) Е.» (у) а 
К-т в += 
воз _9„ (у) — Ко (у) 81 (у) - 30 
т о В — Ко(у) Ри (у) ь ) 
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где мы положили 
2, (у) —0 Ра ( 
э. = Со, 2, (у 


Уравнение в конечных разностях 


(31) 


аб, = (аира) ага, Сета) Ти (п=0, ИЖ .-) (32) 


‘удовлетворяется при х„=Р, (у) их, =В,., (у) (“); следовательно, оно 
удовлетворяется и при х,=®, (у); отсюда по (“*) следуют формулы 


Ру у, в, Вы) 
оО ео и. 5053,0}  @9 


При этом получим 


А (+= 2 Нм а Ко (9)] 1 (у) -- @-1 1 (у). (34) 


п-со [у ар Ко (9)] Ри (у) — @д В (у) 5 


Полагая у=е 8, —о<0<», мы находим из (29) 


0 ЯП 9 
= . . ет > + ›) и 2 ‹ 
ей -- К, (218) = мп 5е (- И Ь (35) 
$ -— 
п п = 
тде—- = >; вводя обозначение 
2 $0) ее. › 10\\ ее 
Ри-1 "= агя ры (2) 1 7- агс а (е®)} ) 9 п-1 т аго Я тт, 
находим при <0<х 
Л З 
{9 (10) с05 = | (, === :) 0 — 2® + И = , | 
2К (8) се, = а | =—> — -, (36) 
0 10 В 
по Руа (@) 


‚ 1 Э р 7 
т [ (* — >) О р. - й 


откуда вытекает, что функция 2 К (е) с, принимает на дуге Н, чисто 

мнимые значения, а следовательно, по (25) функция с(И) не имеет на 

дуге Н, иных точек роста, кроме упомянутых выше точек разрыва. 
Покажем, что множество ЕЁ, всюду плотно в ЕЁ. Для этого 


докажем, что 4(Е,) =4(Е). Мы имеем, с одной стороны, 


4(Е,) =а(Е, + Е,) =а(Е,) =а(Е); (37) 
с другой стороны, 


1 ы 3 и ы 
= р, (2) Чз (= ша {-- Иан... 293 (6)} < 
Ел Ел 
че СМ: сей (38) 
где М, — минимальное уклонение от нуля на Ё, полинома степени п со 
старшим коэффициентом равным единице. Отсюда находим 


С ЖА р р 5 ое . м = 
На И, = Ш 11 = 4 — [а [= 608 < Ш ИМ = 42 (Е), 
И-усо п-со 7» 2 п—со 
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ибо по (*?) 
п—1 


ЙА, П (1— 


У=0 


а, 


и (39) 


Из этого следует, что 


ибо трансфинитный диаметр дуги с центральным углом © равен А зт т. 
23 
Таким образом окончательно 
4(Е,) =а(Е,) =4(Е). (40) 
Отсюда так же, как в теореме 1, заключаем, что множество Ё,, а сле- 
довательно и Ё,, всюду плотно в АД. 


Институт математики и механики Поступило 
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9. бЕВОМТМО8. ОМ ТНЕ СНАВАСТЕВ ОГ ТНЕ УОГОТТОМ ОЕ ТНЕ МОМЕМТ- 
РКОВГЕМ ТМ ТНЕ САЗЕ ОК ТНЕ РЕВТОО!С 1М ТНЕ ГТУПТ АЗЗОСТАТЕО 


ЕВАСТТОМ 
, ЗОММАВУ 
ТНЕОВЕМ 1. /[/ Ше сопипие4 }ргасипоп 
м | № | 


Чан 06 55 В 0. 


2-м [2— в. 


аззосаей %Ий 1е пиевтй 


\ 4 (2) уе 


п фе Натбитвег тотеп1-рто ет 1$ рето@с зп Ше Пти, г. е. &{ Ше 
ИХ, 
Уи, =, 0, Име, =а,, п=у(моай). 0-12... 8 


п-—с9 п—со 


е2151, еп Фе Птие4 зе о} рот1$ о} атстеазе о} айе рипсйоп $(х) 215 
есегуйете 4епзе оп а сегёаит ротё зе Е, беуопа тей $(х) тау вазе 
от у а 4епитега Це 15 айе4 5её о} роётё$ о} атстеазе; йе её Е 15 41е зит 
ор т< ЕЁ зевтепт1з о} Ше теа| азлз 


В а Несе О, 2., >, 
йе рогт1$ {5} бет айе фтапсй-рогтё$ о} айе рапейоп 
И{в, (2) Е. Ч, 


фйеге —= 2) 15 йе сопоегветё о} отаег $ 0} йе ретофс сопипиеа }гас- 


я ми ; 


= 


=а,, п==у (то ^). 


И а» = 


® 


Сопз1Чег пом Ще и1еопотейче шотету-рго ета, 1. е. Фе рго ет 
о Подас Фе поп-десгеазте Гале оп с (9) 01 Ишцей уапайоп хи шй- 


пце!у шапу ро1п{$ 0{ 1псгеазе {тот 1Ъе сопалопз 
25 


бег 
= ета (0), (О, 
0 


со 


Фе тоже {с„}, Беше эхуеп. 
ТНЕОВЕМ 11°. Г] {#еге ех15{$ ее Пти 


® 
Пра, =а, 0<|а|<4, а. =(-=1)* ель [ко ты 

п-со И = 
Флеп Ле роз о} стстеазе о} °(9) Це есегууйете 4епзе оп йе атс 
<*, Ж—@а>, 

ее —= 1—2 [а -- 2% а|И1—|аР, 

Беуоп4 исй с (0) тау расе оу а 4епитега йе гзазе4а зеё о} ротаз 0} 
гпсгеае. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВУГЬЕТМ РЕ ГАСАРЕМ1Е РЕЗ ЗС1ЕМСЕЗ ОЕ [0855$ 


Серия математическая 5 (1941), 211—916 зёйе татетаНдие 


Н. Б. ВЕДЕНИСОВ 


О РАЗМЕРНОСТИ В СМЫСЛЕ Е. СЕСН’а 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


Доказывается, что для бесв’овской размерности справедливо пред- 
ложение: если пространство В нормально, размерность его бикомпакт- 
ного расширения ЗВ (Н. У\УаИтап, Е. Сесв) равна размерности В. При- 
водятся некоторые следствия этой теоремы. 


1 
СесВ’овская размерность (*) топологического пространства Д, Пт В, 
индуктивно определяется следующим образом: ПОши А = —1 тогда и 


только тогда, когда А пусто; Пит А=п (п > —1), если 1) для любого 
замкнутого множества РС_А и любой его окрестности 0 (Ё) =0 най- 
дется такая окрестность У (Р) =ИС О, что Опа (7 —Т) =п—1; 2) ву- 
ществует замкнутое множество РС И, имеющее такую окрестность 
И (Е”) =0(, что для любой окрестности И = имеет место не- 
равенство Бит (И —И) =п--1. 

Легко видеть, что справедлива теорема: 

1 (Е Сесь). Если Ё замкнуто в Т,-пространстве В, то Опа Е < Эа А. 

Классическое определение урысоновско-мен геровской размерности В, 
Чт А, получается, если в приведенном выше определении слова «зам- 
кнутое множество пространства А» заменить словами «точка простран- 
ства А». 

Легко доказывается предложение * 

П. Для любого Т,-пространства В имеет место неравенство @1т В < 
= Рщы А. 

Брауэровской размерностью А, Чип А, называется наименьшее из 
таких целых чисел т, что во всякое открытое ** покрытие В можно 
вписать *** открытое покрытие кратности **** = т-- 1. Н. УУаПтап”ом () 


* В случае пространств, регулярных со счетным базисом (или, иначе, метризу- 
емых со счетным всюду плотным множеством), имеет место равенство О А = 91т В 
Урысон, Тумаркин). Мною это равенство доказано в нескольких более общих пред- 
положениях (?). 
** Состоящее из открытых множеств. 
*** Покрытие ‹«* = {01,..., 0$} вписано в покрытие ® = {0,,..., 0;}, если 
каждое из множеств «” содержится в одном из множеств ®. 
**** НКратностью системы множеств называется наибольшее из таких целых чи- 
сел т, что в системе имеется п множеств с пеиустым пересечением. 
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доказано, что нормальное пространство А имеет бикомпактное рас- 
пирение * «А, брауэровская размерность которого равна брауэров- 
ской размерности ЙА. 

Легко видеть, что ®Н гомеоморфно известному бесЪ’овскому (“) 
расширению ** ВА. В самом деле, СесВ’ом [см. (*), стр. 833] показано, 
что бикомпактное расширение 6 А нормального А, обладающее свойством 

а) если Р,, К, суть замкнутые непересекающиеся множества В, 
во - ЕЕ = , 

- -гомеоморфно расширению ЗА. \аЙтап`ом же показано [см. (3), лемма 9], 
то «А обладает этим свойством. Таким образом имеем теорему: 

ПГ. Если В нормально, то ата В =ана ВА. 


Ниже будет доказано предложение, аналогичное Ш. 

1У. Для нормального В справедливо равенство Отт В = Био ВА. 

На вполне регулярные пространства хеоремы Ш и ТУ не обобщаются. 
действительно, нетрудно видеть, что топологическое произведение 5 
пространства трансфинитных чисел = о, =®@ и пространства трансфинит- 
ных чисел <, есть нульмерное как в СееБ’овском, так и в бра- 
уэровеком смысле пространство ****. 

Обозначим через 5 пространство, полученное из 9 удалением точки 
(«,, ©,). Легко показать, что $ не нульмерно в Сбесв’овском (и бра- 
узровском) смысле (хотя и нульмерно в смысле Урысона—Менгера) и что 
35-5. Таким образом для вполне регулярного (не нормального) 
{ могут иметь место неравенства 


Рио А > РипВА; фм А > ат ВА. 


Вопрос о том, возможны ли в этом случае неравенства П1лт В < 
`РипВА, 41т А < ацоВА, остается открытым. 

|. С. Александровым ($) доказана теорема 

У. Если В бикомпактно, то Ат В > а В. 


Пусть А — нормальное пространство. Тогда по У ПИтА=оОнаВА, 
а в силу П Эт А = Оша ВА > аш ВА; но по У аа ВВ = 41 ВВ, следо- 
вательно в силу Ш апаВА > 41 ВА. Но тогда и подавно Опа А > апа В. 


Мы получаем теорему 
У1. Для нормального В справедливо неравенство Плт В = 91 А. 


* Пространство 6А есть расширение пространства В, если в БВ существует 
нзотное подмножество, гомеоморфное В. Пространство В часто идентифицируют 
с сго образом в БВ. 

** Гомеоморфизм пространств ®В и ВВ отмечен П. С. Александровым (5), пока- 
завшим, что для нормального А пространства «А и ВА гомеоморфны построенному 
им расширению аВ. 

*** Для АСВ под А? мы понимаем замыкание А в расширении 6В; А обозна- 
чает замыкание 4 в ДВ. 

**** Вообще класс пространств нульмерных в смысле Сес№’а совпадает с клас- 
сом пространств, нульмерных в смысле Брауэра [см. (2), теорема 1У]. 


( РАЗМЕРНОСТИ В СМЫСЛЕ Е. СЕСРа 


Ни 


УТ представляет обобщение на случай нормальных пространств то- 


оремы, доказанной СесВ’ом для совершенно нормальных пространств 
1`\ > ‘ 

(*). Если А — регулярное со счетной базой пространство, то, как изво- 
стно, имеют место равенства Пт А = 1 А = ат А. Это обетоятель- 


ство и приведенные выше теоремы приводят к такому следствию: 

УП. Для расширения ВВ регулярного со счетной базой (метризуемого 
со счетным илотным множеством) пространства В сес/’овская, урысопо- 
вско-менгеровская и брауэровская размерности совпадают (и равны ра?- 
мерности А). 

Для построения теории размерности нормальных (в частности, би- 
компактных) пространств очень важно выяснить, имеет. ли место для 


урысоновско-менгеровской размерности теорема, аналогичная теоремам 
ь 5 
Ши М. 

о 

= 

Доказательству теоремы ГУ уместно предпослать следующие замеча- 

ния. Открытое в пространстве Х множество С, для которого Х — С=0, 
назовем каноническим множеством * пространства Х, если 


И Хх С. т. е. если все точки границы С предельны для мно- 
жества Х--С. Легко проверить справедливость следующих замечаний: 

Ь) Пусть О есть такое открытое в Х множество, что Х —Й не пусто. 
Существует такое каноническое множество (С пространства Х, что 
Я бы С —0. 

с) Если С, есть каноническое множество пространства Х, то С, = 
=Х-С, такие сесть каноническое множество пространства Х. При 
этом С, —С, =С,-С.. 

4) Пусть ХС У, Х = У. Тогда каноническое множество С простран- 
ства Х есть перосечение Х с некоторым каноническим множеством Г 
пространства У. 

е) Пусть опять ХС У, Х=У и пусть С, =Г,Х, где С, и Г, суть 
канонические множества пространств Х и У. Тогда С, =Х-—б, =Е,Х, 
где ВоВ. При этом в силу с) С,, Г, суть канонические множс- 
ства пространств Х и У. } 

Напомним еще найденное Сес\’ом свойство ВВ [см. (*), стр. 834]. 

1) Если Е — замкнутое множество нормального пространства В, то 
ЕВ = ВР. 

С помощью свойства {!) мы докажем лемму: 

Пусть В нормально, С, =Г.В, где С, и Г, суть канонические мно- 
окества пространств В и ВВ. При этих условиях В (6, —С.) = 18 а 

В самом деле, согласно #) достаточно доказать, что 


ее = МТ. 


з 8 
В силу того что С, =Г,В, имем С,-ССЁИ-Г,, следовательна 


* Этот термин и некоторые из замечаний Ъ) -- е) принадлежат П. С. Алексаи- 
прову [см. (5), стр. 419]. 
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т ие ым (== т Г,; таким образом надо только доказать, что множество 
А=Г—Г,—(б,—6,)* пусто. Полагая С, =В—С,, Г, =ВВ — Т®, мы по 
замечаниям с) и 4) имеем: Г —Г, = —Г,, С, —-С,=б,—С,, поэтому 


А=Т#—Г, —(С,— 6, = -Г,—(б,—6,)%. (1) 
Рассуждая от противного, допустим, что ХЕА. Тогда существует 
такая окрестность Г». точки х в ВА, что ТЕ (С.—6:=0 ((=1, 2). Име- 
ем следовательно равенство ГА = ГС, + Т8С,, где множества, стоящие 
справа, открыты в Г8А и не пересекаются; значит, они замкнуты в 
ГВА, а следовательно ив А. Обозначив их Р,, Ё,, мы по свойству 
а) получаем 
В РЕ 0. (2) 
Покажем, что равенство (2) противоречиво. Действительно, в силу того 
что д Е Г (#=1, 2), для любой окрестности Г; точки х в ВА имеем 
(Г. Гх) Г; = 0; следовательно, в силу того что А плотно в ВЯ, множе- 
ство (Г. Гх) Г.В = (Г. Гх) С; не пусто; но тогда и подавно не пусто мно- 
жество Г.Р, > (Г. Гу) С;. Так как Г. — произвольная окрестность точки 
х в ВВ, то хЕЁ? (:=1,2), что нелепо. 
Докажем теперь справедливость такого утверждения: 
ГУ,. Если В нормально, [лм А <п, то Би ВА < п. 
Так как для пустого А расширение ВА также пусто, ТУ, верно для 
п = —1. Допустив справедливость ПУ, для п—1, докажем, что оно вы- 
полнено для п. 
Пусть А есть нормальное пространство бесВ’овской размерности < п. 
Ф замкнуто в ВА, Г—его окрестность в пространстве ВА. Наше предло- 
жение будет доказано, если мы убедимся в существовании такой окре- 
стности Г, множества Ф в ВА, что Г, СГ, Она (8 Г,) = п—1. 
ры внутри Г такую окрестность Г, множества Ф, что ия ет 
и положим Е= 18 В. Множество Е замкнуто в ДА и, в силу того что 
Ом А =п, существует такая окрестность ( множества Е в простран- 
стве А, что РЕСОИСИС ГА, Пат (0—0) <п—1. По замечанию Ь) 
найдется такое каноническое множество С, пространства В, что (С 
сс,с С, =ПС Г. Множество С, —С, есть замкнутое подмножество 
(/— И, следовательно по 1 Бу (С, —С,) =п—1. Отсюда по индук- 
тивному допущению имеем Они В (С, —С,) <=п—1. Обозначив Г, такое 
каноническое множество пространства ВА, что С =Г,А, имеем по нашей 
лемме В (С, —С,) = 1® — Г,; следовательно Буа (Г = 
Остается показать, что Г, есть окрестность Ф, содержащаяся в Г, 
т. е. проверить включения ФС Г,, Г.С Г. Второе из них получается 
так: из того, что ИА плотно в ВН, следует равенство 18 = 6%, но 
С, (ВВ—Г)=0, следовательно по а) С (ВВ—Г)=0, С СГ. Первое 
будет установлено, если будет доказано, что Е Но 18 = В, 
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а так как Ё (ВВ —Г,) =0, то Е (ВВ—Г,)=0. Предложение ГУ, доказано. 

Доказательство теоремы 1\У будет доведено до конца, если будет 
доказано предложение 

ТУ,. Пусть В нормально и Ол ВА < п; тогда Эша В <п 

Очевидно ПУ, справедливо, если Оша ВВ = —1. Допустив справед- 
ливость ГУ, для всех нормальных пространств В таких, что Опа ВВ = 
< п_— 1, покажем, что предложение справедливо и тогда, когда Пи ВА = п. 
Пусть, в самом деле, Е, замкнуто в В’и пусть ИУ есть окрестность Ё, 
в проетранстве А. и показать, что существует окрестность С мно- 
жества РЁ, такая, что РЁ. ССС, Пт (С-—С) <п—1. 

Положим Р,=А-— О. Тогда по свойству а) имеем ЕВЕ — 0, откуда 
следует, что Г, =ВВ — ЕВ есть окрестность множества ЕВ в пространстве ВВ. 
Так как Оп ВА <п, то найдется такое множество Г,, открытое в ВА, 
чо РЕГ, ше 

Положив ГА=0,, найдем по замечанию Ъ) такое каноническое 
множество С пространства В, что И ССС СС 0,. По замечанию 4) 
найдется такое каноническое множество Г пространства ВА, что С =ГА. 


Легко видеть, что в а. Г, СГ, а потому р РГ. следова- 
тельно по 1 имеем Бип (Г — Г) = Она (ТГ — Г,) = п—1. 

По приведенной выше лемме В (С — С) =Г—Г, и следовательно по 
индуктивному допущению Пт (С—С)<п—1. Так как РС Г.В = 
=0, ССС О, то С есть окрестность Ё,, существование которой надо 
было установить, что и требовалось доказать. 
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ВЁЗОМЕ 
№ из 46310попз раг 1е зутЬо]е Опа А 1а Айпепз1оп 4’ип еврасе ф0оро- 
1о214ае В, ай ше зе]оп Е. Сесь (!) раг1ез сопа 1013 зи1уатез: 1) Оша А = 
= —4 мот е дие В ‘е%5 у14е; 2) оп розе Па А <п (п>-—1) в, 
ЕР вап ип епзешЪ]е {еглё аие]сопаае 4е 1’езрасе В её И =0 (ЁР) чп 
уо131таре агИигате 4е Ё, оп реш ‘топуег ип уб1тахе У 4е Ра 
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але УСО, От (7 —У) = п—1; 3) оп розе Бат Ап зИ еже ип 
епзет е {егшё Ё” её ип уУ0191тасе И* 4е Е %ез аие ройг 4046 уо1я- 
пасе У” 4е Е” сотцепа 4апз 0” оп а О (У*—У) >= п-—14. 

Еп гетр]асап Чапз сейе Аа6Йпиопт 1ез 12048 «епзете {егшё 4апз А» 
раг 1\ез п10фз «роз х 4е А» оп оЪмепё 1а Аа6Йпилоп 4е 1а аитепя1оп. 
4’Огузовп—Мепсег. СеЙМе Чегилёге ез6 Ч6з1отёе раг 1е зутро]е 41т А. 

5016 41т Я 1а атептяюот ргоп\уемеппе, дай ез6 раг ай йоп 1е раз 


ремф 4ез епйегз 7 1е]з, дие Чапз $004 гесопугетет оцуег& Йп1 4е А оп реф 
1пзсгте ип гесомчугететф опуегб Йп1 4’огаге поп зарёмеиг & т- 1. 

Оп арреПе ех{епз1оп Ь1сотрасйе 4’ип езрасе сотр1етепь гёооПег Я 
$096 езрасе Ь1сотрасф 6А Чит сопйепь А сошше пп $0108-епзет ]е депзе. 

Раггл1 1ез ех{епз1опз Б1сотрас(ез 4’ип езрасе 4опоё А Гехцепз10п ВА 
сопзгаце раг Е. Сесв (*) оссире ипе расе рагисиЙёте, отасе & Ч4ез 
Непз @гоЦз епиге 1а форо]о2ле 4е А её сеЙе 4е ВА. Г’ежептзюв ВА 4’ 
езрасе погта] А @апё ВошботогрВе & 1’ех4еляоп ®«А 4е Н. УаЙтап (°), 
ип Чез {Вёогётез 4е Н. У/аЙтав решф &те {ога ]6 аз: я Гезрасе Я 
езЕ погта] оп а Аша А = Чип ВА. Ге 6огёте зи1уапф езё 1е гёза а реп- 
с1ра! ае 1а побе ргёзее: 

[’езрасе В @атё потта, оп а О В= О ВА. 

Се \Ю6огёте п’а раз Пеи ропг 1ез езрасез сотр\ё{етепё гёоаИегз поп 
погтайх; 11| ех1збе 4ез езрасез сошр1ё$етепё гёси ]1егз В 
$е1з дие Па А> Ош ВА. Ехешре: ВА езё 1е ргодай, форо]1орлаче 
ез езрасез 4ез потЪгез фгапзМ 18 гезресйуетепть поп зарёгетгз А ®, е!Ё 
А ®,, В Резрасе да’оп ориеть 4е ВА еп отейапу 1е рошь (®,, ®,). Папз 
се саз опа Плю А>0, Би ВА=0. 

Еу1Четтеп. ройг 4006 езрасе В Чапз 1едие] 1ез роз зопёь Чез 
епзет1ез {егтёз, ода Ош А > дш В. О'те семе тпёса]Ц6 бу14ете 
оп соппаШ 1ез ге]аМотз за1уап(ез етуте 1ез 1го1з Аппепзлотз Ош АЯ, 
фт А, аш В. Ромг мп езрасе 41з3апс1ё збрага]е А опа Пи А= 
—=410 А= 1 А (Га1 аётоттё ’6оэ1цё Оша А=адно А ропг це 
С1аззе 4’езрасе ип реи р№з уазе, А зауо роиг 1ез езрасез гёои!егз, 
]о1ззап6 4ез ргорг16@з: а) 1016 епзете {егиё езё ип С°; Ь) ае 10 
гесоцугешеть очуег 4е 1’езрасе оп реш ехёгайшге ип гесоцугетевь аи 
р!аз АёпотЪгае). Рог ип езрасе Ь1сотрасё опа 41 А > аа В ($). 

Еп з’арриуапь зиг ]е \№ёогёте ргёсё4еттеюь з10па16 оп реш адощег 
А сез геаЙопз 1е {Вбёогёше: роиг ип езрасе погта! оп а От В = ат В. 
Сейе 4егилёге 1п60а1146 а 646 Четопатбе раг Е. Сесь (1) рог 1е саз раг- 
‘исиег 4ез езрасез ра{ацетепь погтаих. 

ЗЛипа]опз епЙп ]е согоПа ге зиуапё: ройг ип езрасе В 4е] ие Опа А = 
=910 А=4но А (еп рагИсиЙег рошг В 4151016 зёракае) оп а 
Оо ВА = дм ВА = 91 ВА = 41 А. 
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0 ПРИВОДИМЫХ МНОЖЕСТВАХ 


В работе дается инвариантная характеристика ни инвариантная 
‘трансфинитная классификация широкого класса подмножеств локально 
бикомпактных хаусдорфовых пространств, совпадающих в метрическом 
случае с множествами, являющимися одновременно множествами Ри С;. 


1. Н-вычеты и Н-приводимые множества 


Пусть А есть множество, лежащее в топологическом пространстве У 


Первым вычетом множества А в смысле Хаусдорфа или первым 
Н-вычетом множества А называется множество 


гез А =(А—А)—(А—А). 


Вообще Н-вычеты А, множества А определяются индуктивно для всех 
трансфинитных чисел о следующим образом *: 

А, =А. Пусть множество Аз уже определено для любого В < %. 
Если &«— число первого рода, то А,=гез А,_:!; если %х— число второго 


рода, то А. = [| 48. 


В< 
Легко установить соотношение 


ААА) 
из которого видно, что гез АС Аи гез А замкнуто в А. Поэтому вообще, 


если о <В, то АзС А, и Ав замкнуто в А,. Таким образом 


и о О а 9) 


Определение 1. Множество А пространства А называется при- 
водимым по Хаусдорфу (*) или Н-приводимым, если суще- 
ствует порядковое число ©, для которого А. =0; при этом множество 1 
называется «Н-приводимым, если х есть наименьшее число, обладающее 
этим свойством. 

Хаусдорф показывает **, что в случае пространства А со счетной 
базой: каждое приводимое множество «Н-приводимо при некотором & < ©, 


* См. НаизаотЕ! (1), Ъ. 168. 
** (м. (1), 5. 168—173. 
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где © — первое число мощности Ж‚,. Таким образом всех классов Н-при- 
водимых множеств пространства А не более Ж,. При этом все эти 
классы для весьма широких типов топологических пространств (в част- 
ности, для всех несчетных компактов) оказываются непустыми: так, 


уже среди счетных разрозненных (т. е. не имеющих непустого плотного 
в себе подмножества) множеств отрезка [0,1] существуют «Н-приво- 
димые множества для любого «< 9. Таким образом классификация 
Н-приводимых множеств на о«Н-приводимые не является бессодержа- 
тельной. Однако эта классификация, как и понятие вычета данного 
множества, не является топологически инвариантным, ибо зависит от 
содержащего множество А пространства. Так, если множество А рас- 
сматривать как пространство, то оно всегда приводимо, ибо уже А, = 
—=гез А=0. Если же рассмотреть множество А пространства А, плотное 
в А вместе со своим дополнением А—А, то А, =гез А= А; следова- 
тельно А.= А для любого &, и А неприводимо. Более того, два гомео- 
морфных множества одного и того же пространства могут принадле- 
жать к разным классам классификации Хаусдорфа, как это видно из 
такого простого примера. 

Пусть пространство А состоит из отрезка [0, 1] числовой прямой 
и всех точек вида 


1 
9+1 


А+ 


Множество В точек 6,1 и 6 =1 гомеоморфно множеству А точек 


1 1 


ть (&,1=1,2, ...), 


К 
и а=0; и в то же время гез В=0, гез А = {0} +0, т. е. В принад- 
лежит к первому, а А ко второму классу Н-приводимых множеств 
пространства А. 

Возникает вопрос, существуют ли пространства такого типа, что 
классы Н-приводимых множеств в этих пространствах обладают топо- 
когической инвариантностью, т. е. два гомеоморфных множества одного 
и того же или двух разных пространств данного типа всегда принад- 
лежат к одному и тому же классу Н-приводимых множеств или же 
одновременно неприводимы. Ниже будет показано (см. теорему Ш), 
что это имеет место в двух следующих случаях: 

(а) А есть локально бикомпактное хаусдорфово пространство, 

(Ъ) А есть локально компактное хаусдорфово пространство с первой 
аксиомой счетности. 

Для удобства изложения сформулируем следующую лемму. 

ЛЕММА. Пространство В типа (а) или (Ъ) регулярно. 

В самом деле, пространство А можно дополнить одной точкой Ё до 
бикомпактного (соответственно компактного) хаусдорфова простран- 
ства А--Ё, обладающего в случае (Ъ) счетной определяющей системой 
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окрестностей в каждой точке * х = &. В случае (а) пространство В-РЕ 
нормально, следовательно регулярно, а в случае (Ъ) оно регулярно 
в каждой точке ** х- 8. Следовательно и пространство В регулярно. 


ТЕОРЕМА 1. Для того чтобы множество А пространства В, /до- 
влетворяющего условию (а) (соответственно (Ъ)), было бикомпактно 
(соответственно компактно} в точке хЕА, необходимо и достаточно, 
чтобы хЕА — гез А. 

Ввиду сходства доказательств в обоих случаях рассмотрим лишь 
случай (Ъ). 

Доказательство необходимости. Пусть А компактно в точ- 
ке х. Существует окрестность У (5) С- А точки х относительно А, замы- 
кание которой относительно А, т. е. множество А-У (1) компактно. Это 
множество замкнуто, так как иначе оно имело бы предельную точку, 
ему не принадлежащую, и содержало бы сходящуюся к ней последова- 
тельность точек, что противоречит его компактности ***. Поэтому из 


У (2) СА -Й (1) 
‹ледует 
У АГА. 


Пусть 0 (2) есть открытое множество, для которого У (1) =А . 0 (2). 
Имеем 


А-П (2) СА: (2) =У (СА, 


откуда 0 (2) - (А — А) =0 и следовательно ЕВ — (А —А). Так какхЕА, 


то 


дЕА. [ВЯ А)]=А-фА. (АА) = А-тезА. 


Доказательство достаточности. Пусть ЕЛА — гез А. Тогда 


ЕА_А. (АДСЛ (АДА. 

По нашей лемме А регулярно. Существует следовательно окрестность 
И (2) точки х, для которой [(х) компактно и О (2). (АА) =0. 
Поэтому ый 

А.П (5) =А.0 (2) + (А—А).0 (1) =А-0 (2). 
Следовательно множество А.П (1) замкнуто. Положим У (1) =А.0 (2). 
Так как У (2) СА-0 (2), то (2) СА-0(2)СА, откуда 

А.Т (2) =У (2) СО (2). 


*Р. А]ехапаго!{ е%Р. Огузовю, (?) р. 68, 70. 
+* 1614., р. 26, 28: 
*** В случае (а) в соответствующем месте доказательства применяется теорема 
о том, что бикомпактное хаусдорфово пространство замкнуто во всяком содержащем 
его хаусдорфовом пространстве. 
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Таким образом И () сеть окрестность точки х относительно А, замы- 
кание которой относительно А, т.е. А -У (2), как замкнутое подмно- 


жество компактного множества И (5) компактно. А компактно в точке х. 

Из теоремы [| непосредственно вытекает 

Следствие. Множество А пространства В, удовлетворяющего 
условию (а) (соответственно (Ъ)), локально бикомпактно (соответст- 
венно локально компактно) тогда и только тогда, когда гез А =0. 

Все рассуждения данного параграфа остаются справедливыми, если 
‘под А понимать, как и выше, топологическое пространство, удовлетвс- 
ряющее условию (а) (и говорить о точках локальной бикомпактности) 
или условию (Ъ) (и тогда говорить о точках локальной компактности). 
Ввиду полной аналогии обоих случаев мы ограничимся в дальнейшем 
лишь случаем (а). 


2. Вычеты и приводимость (инвариантные определения) 


Пусть А есть множество произвольного топологического простран- 
ства В. Определим вычеты /“ множества А следующим образом. Поло- 
жим 4°’=А. Пусть вычеты 48 уже определены для всех В <. Если 
«— число первого рода, то пусть А“ есть множество точек из А“`", 


#—1 
в которых А” не бикомпактно. Если х — число второго рода, то пусть 


4*= 48. 


3 <а 


По индукции множества А“ определены для всех трансфинитных 


чисел ©, причем легко видеть, что если & < В, то А48С_ А" и 8 зам- 
кнуто в А“. 

Определение 2. Множество А называется приводимым, если 
существует порядковое число ©, для которого А“=0; при этом А назы- 
вается приводимым класса о или &а-приводимым, если © есть наимень- 
шее число, обладающее этим свойством. 

Очевидно понятие вычета множества А, а потому также понятие 
приводимого множества и его класса топологически инвариантны. Отсюда, 
сопоставляя определения 1 и 2 с теоремой 1, мы легко получим топо- 
логическую инвариантность понятия Н-приводимых и «Н-приводимых 
множеств в случае пространства А типа (а). А именно, справедлива 


ТЕОРЕМА П. Совокупность всех Н-приводимых множеств хаусдор- 
фова бикомпактного пространства В совпадает с совокупностью всех 
приводимых мнооюжеств этого пространства ‚ причем совокупность & Н-при- 
водимых мноэкеств совпадает с совокупностью о-приводимых мноэкеств 
для любого порядкового числа ч. 

В самом деле, А, =А°=А. Пусть для всех В «а доказано, что 
А; = 48. Если &— число первого рода, то по теореме | имеем 


Я 
А. =гез А,_:=гез А“`` = А“. 
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Если © — число второго рода, то 


и Рав ТрАбчАй, 


В< В<а 


Таким образом А,= А” для любого а. Отсюда и следует наша теорема. 


5. Множеетва, являющиеся одновременно множествами Рси С; 


Интерес, представляемый Н-приводимыми множествами, в значитель- 
ной степени основывается на следующей теореме Хаусдорфа *: 

В полных метрических пространствах со счетной базой класс Н-при- 
вводимых мнозюеств совпадает с классом множеств, являющихжся одно- 
временно мноэжествами Ес и С.. 

Поэтому в разбиении всех Н-приводимых множеств пространства В 
на \ классов х Н-приводимых множеств мы по существу имеем клас- 
сификацию множеств, являющихся одновременно множествами Ё. и С 
в Я. В частности, если за пространство В взять фундаментальный 
гильбертов параллелепипед, то совокупность всех множеств, являющихся 
множествами Ёс и С. в В, совпадает с совокупностью всех метризуемых 
множеств, являющихся одновременно абсолютными ЁсиСь, и мы полу- 
чаем классификацию всех таких множеств. Теорема П устанавливает 
топологическую инвариантность этой классификации и выясняет ее 
топологический смысл, состоящий в возможности исчерпать все данное 
множество путем последовательного удаления (в данном трансфинитном 
числе раз) точек локальной компактности данного множества и полу- 
чаемых каждый раз остатков. 

Теорема [1 позволяет далее дать некоторую новую характеристику 
всех метризуемых множеств, являющихся одновременно абсолютными 
Е: п С.. Докажем с этой целью такую теорему. 

ТЕОРЕМА Ш. Множество А (произвольного топологического про- 
странства В) тогда и только тогда приводимо, когда всякое множ. тзо 
А’С А, замкнутое в А, содержит по крайней мере одну точку локаль- 
ной бикомпактности. 

Доказательство. Пусть каждое замкнутое в А подмножество 
А’ содержит точку локальной бикомпактности. Рассмотрим транофинит- 


ную последовательность вычетов 
ве 1 2 @ 
ДОБ А, До, А"... 


На некотором порядковом числе а, мощность которого не превосходит 
веса множества 4, рассматриваемого как пространство, эта последова- 


тельность сделается стационарной: 
Дали 


Из нашего условия и определения множества А” следует, что при этом 


непременно А“=0; А приводимо. 


Космы), 854201 УГ. 
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Пусть А приводимо и А’С-А есть множество, замкнутое в А. Так 
как, начиная с некоторого а, все А” пусты, то для любой точки ХЕА” 
существует наименьшее порядковое число а. такое, что х не содержится 
в А”®. Число о, очевидно первого рода. Пусть &„, = — наименьшее из 
всех чисел я,, определенных для любой точки ЕЛ’. Тогда А’С А" 
Так как х, не содержится в А", то х, есть точка лекальной бикомпакт- 
ности множества А следовательно и замкнутого подмножества А’ мно- 
жества А“". Этим теорема Ш доказана. 

Отсюда в связи со сказанным выше получаем теорему ТУ. 


ТЕОРЕМА ТУ. Для того чтобы множество А, лежащее в компактном 
метрическом пространстве (или, что то же самое, метрическое прост- 
ранство А со счетным базисом) было одновременно абсолютным Ес 
и Сь, необходимо и достаточно, чтобы каждое замкнутое в А мно- 
экество имело хотя бы одну точку локальной компактности. 


4. Случай счетных множеств 


Рассмотрим теперь счетное множество А компакта А. Наличие 
в каком-либо подмножестве А’С_ А точки локальной компактности рав- 
нозначно в этом случае наличию в А’ изолированной точки. В самом 
деле, в каждой своей изолированной точке множество А’ локально 
компактно. ° Если, обратно, А’ компактно в точке х, то существует 
окрестность У (1) этой точки относительно А’, для которой множество 
А’.У (2) компактно и, как подмножество метрического пространства В, 
замкнуто. Если бы А’ не имело изолированных точек, то то же было 
бы верно для его открытого подмножества У (5). Так как далее 
У (2) СА’ -У (2) СУ (2), то и множество А’.У (1) не имело бы изоли- 
рованных точек и было бы совершенным подмножеством пространства А. 
Поэтому его мощность была бы равна * Ж, что противоречит тому, что 
А’. У (1)<- А*'СА. 

Это позволяет вывести из теоремы ТУ следующее известное предло- 
жение: 

Следствие. Для того чтобы счетное множество, лежащее в ком- 
пакте В, было множеством типа Су, необходимо и достаточно, чтобы 
оно было разрозненным (т. е. не содержало бы плотного в себе под- 
множества} 
или 

Для того чтобы счетное метрическое пространство было абсолютным 
С; (т. е. было гомеоморфно полному метрическому пространству}, 
необходимо и достаточно, чтобы оно было разрозненным. 


5. Отсутствие нетривиальных унлотнений множеств Г. в множества С; 


Докажем еще одну теорему, тесно связанную с содержанием данного 
параграфа. 


* См. НавздогЕ Е (2), 5. 135 УЬ 
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Определение. Уплотнением пространства А на пространство В 
называется взаимно однозначное и в одну сторону непрерывное отобра- 
жение А и В. 


ТЕОРЕМА У. Для того чтобы метрическое пространство типа. Ес 
уплотнялось на пространство типа Сь, необходимо, чтобы оно само 
было типа Сь. 

В силу теоремы ТУ достаточно доказать следующую лемму: 


ЛЕММА. Если метрическое пространство А типа Е. уплотняется 
на пространство В типа Сь, то каждое замкнутое подмножество А’ 
пространства А имеет по крайней мере одну точку локальной компакт- 
ности. 


Доказательство. Покажем сначала, что пространство А имеет 
точку локальной компактности. Предположим противное. Пусть А = УЕ), 
где Е„— компакт. Покажем, что при нашем предположении множество 
Е„ нигде не плотно в А. В самом деле, в противном случае множество 
Е„ содержало бы точку х вместе с ее окрестностью И (5х), и в силу 
замкнутости Ё„ мы имели бы 0 (1) С-Ё,, 0 (2) компактно, А компактно 
в точке х, что невозможно. Пусть Ф, есть образ РЁ, в пространстве В 
при уплотнении А на В. Так как Е, компакт, то и Ф, компакт. Пока- 
жем, что Ф, нигде не плотно в В. Пусть у точка множества Ф,, 
Ик) — окрестность у, х — прообраз у, И (5) — прообраз И (у). Так как Е, 

где не плотно, то (т) содержит точку а, не принадлежащую Ё,.. 
В силу взаимной однозначности отображения А на В образ точки а 
в В принадлежит У (у), но не принадлежит Ф,. Следовательно Ф,„ 
нигде не плотно в В. Поэтому В = ХФ, первой категории на себе самом, 
что невозможно, так как В есть абсолютное С.. 


Пусть теперь А’ есть замкнутое подмножество А и В’ — образ А 
в В. Множество А— А’, как открытое подмножество метрического про- 
странства А, есть РГ. в А и следовательно абсолютное ГР.. В силу взаим- 
ной однозначности отображения, образ А — А’в В есть В— В’. Значит 
В-— В’ есть абсолютное Р‹, а потому В’ есть С. в В, т. е. абсолютное 
С.. Уплотнение А на В порождает очевидно уплотнение .4’ на В’, 
и так как А’ типа Р., а В’ типа Сь, то по доказанной части леммы 
множество А’ должно иметь точку локальной компактности. Этим наша 
лемма, а следовательно и теорема У доказана. 
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Р. АГЕХАМОВОЕЕ ипа т. РЕОЗКОВТАКОЕЕ. ОВЕК ВЕБО7ТВТЕ МЕХСЕХ 
РОЗАММЕМЕАЗЗ ОМС 


Ез зе А еше Рипкимепое еттез {юро]ос1зсвеп Ваитез А. Ощег дет 
НаиздогИзсвеп Вез1Члиш (*) (о4ег дет Н-Вез14иат) ег Мепзое А уегзеВ% 


тап 41е Мепое гез А=(А— А)—(А— А). 

Мап 2124 1е1сВ%, 4азз гез А епе 11 А аБзезсВ10ззепе ТеЙшепее уоп А 131. 
Риге 1тапзйице ш4аКйоп 4ейтегь тап зодапп Ге }де4е Рипкиюепое А 
ип еде Ог4пиарсзтаБ] « 4аз НаиздогИзеВе Вез1Аалит уоп 4ег Ог4папе & 
уоп А одег Кигх даз «Н-Кез14циюш уоп 4. Пе Мепсе А Ве15 34 Н-гедо- 
21е| ира 2\аг &«Н -геда2аье], \уепп Ё@г еше Ог4апипоз2аБ] — ипфег депеп © 
Фе Юепз{е зе1 — 4аз «Н-Вез14иит уоп А уегзеБула4е(. 

п ег уогПесеп4еп Агре\ мег4еп {0]еп4е Горо!ос1зсВ -1пуаг - 
ап{1е Весг1{{е, месье Гаг аПе улсвисей К]аззеп уоп Ваашеп деп 
о1оеп НаизаогИзсВеп Вестей Адилуа]ет эта, ип з1е ЧаБег егзефет 
Коппеп, еюсе! г. Ез зе1 \мледег А еше РипКипепое 4ез {оро|ослзеВепт 
Ваитез А. \У1т зе2еп А, = А ип пебтеп ап, дазз {г аПе Ог4папозха еп 
В, Че Кешег з1т@ а15 еше {ее Ог4апипазхаЪ] ®, 41е Мепоеп Ав Ъеге\з 
ей иегь з1ра. 156 &х еше Ог4пипозхаь] егзцег Аг, зо 4еймегей уг А, а15 
Фе Мепое аПег Чег]епоел Рипке уоп А,_1, ш депеп А._: п1е6ь ЫКот- 
раке 131. 15% а ете 1лтез2а 1, зо Чей тегеп \1т А, а\5 4еп ОиговзсВии аПег 
Ав, Ва. У\1е Лес егмсЬИМев, эта аПе А, аЪсезсВ1оззеп ш А. 

Пле Мепое А Бе1з3 гедиЪе], \уепп еште Ог4пипязав] х ех1зйегь, 
[г Че А, =0 136. Оле егзце Огапапоз2аВ] х г Фе А, =0 136, Бе1ззь а1е 
К] аззе ег геда21Ыеп Мепое А. 

бафи 1. Ре Риптепее А 4ез ат Юетеп _котра@еп Наизаог}}- 
зсйеи Ваитез В 15 аапп ип4 пиг аапп ат Рипме аеА Ыкотра, 
депп аеЕА— тез А. 

баф2 П. [%е гедин Ме Рипытепвеп аезат К етеп ЫКотраеп, 
Наизаог}узсйеп Ваитез В ят4 а4етпизсй т аеп Н-теди М еп, ипа таг 
та фе тедим Кеп Мепзеп соп аег К1аззе о, а4епизсй тёё аеп соН-теди- 
еп. 

баф2; Ш. Ре Рипытепве А етез Бейебесет 10 роюззсйею Ваитез В 
151 апп ип пит 4апп тей, жепп уеае :т А абзезсоз5епе Тейтепзе 
А’ гоп А типаеепт; атеп Рип емйай, т 4ет А’ бёКотраЁЕ 158. 

Ра {еглег айз Бас П ци@ 4еп ЕгоеЪо1ззеп уоп Намз4огМ, 10ос. си., 
[0]04, Чазз @Ше геди вет Рип тепзеп етез ооПзапееп тетзсйеп Ва- 
итез В ти абза!Батег Ваз ти 4епуетвеп Рип тепзеп @езез Ваитез 
а4епизсй та, @е есйгеаив Ех ипа Сь Мепееп ят4, зо ©1 баз Ш 
еше е1Ёасфе {юро]ослзсве СпвагаКегзегипя 4ег 1емдоепапиепй Мепсеп, 
Че зот т Ж фюроюс1зсв-1туатапце ипа (1аЙз А пойь аБтАЪаг 136) 
пась\уе1з1сЬ п1сБф ]ееге К]аззеп 2е{аПеп. 

осВ\езз1сЬ \жаг@ Беулезеп: Ете абзоае Е.-Мепве Капп пиг 4аппи 
аи} ете абзойие Сь-Мепзе етет4еии8 ип4 (т етег ЕВсщипе) зеив 
абзерИ4е! ‹уетаеп, фепп хе зе 651 ете Сь-Мепве 151. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОТТЕТ!М ОЕ ГГАСАРЕМ1Е РЕЗ $С1ЕМСЕ$ РЕ 1208$$ 
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А. С. ПАРХОМЕНКО 
ОБ УПЛОТНЕНИЯХ В КОМПАКТНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 


(П редставлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В статье даются некоторые условия, при которых топологическое 
пространство взаимно однозначно и непрерывно отображается на би- 
компактное пространство. 


Уплотнением топологического пространства Х в пространство У на- 
зывается взаимно-однозначное и в одну сторону непрерывное отображе- 
ние пространства Х на пространство У. Простейшие предложения общего 
характера, относящиеся к отображениям этого рода, были даны мною 
в статье (*). Настоящая заметка посвящена изучению некоторых усло- 
вий, при которых топологическое пространство может быть уплотнено 
в компактное или бикомпактное пространство. 


Как показал П. С. Александров, для того чтобы метрическое про- 
странство Х типа ЁР‹ могло быть уплотнено в пространство У типа Сь, 
необходимо и (тривиальным образом) достаточно, чтобы пространство Х 
само было типа* С;. Возникает вопрос: не будет ли данное в этой 
теореме условие, необходимое для того, чтобы множество типа РЁ. уплот- 
нялось в С, и, в частности, в компакт, также и достаточным для 
уплотнения в компакт множества этого рода; иными словами, не будет 
ли всякое множество, являющееся одновременно Р‹с и Сз, уплотняться 
в компакт? Следующий пример показывает, ‘что на этот вопрос нужно 


ответить отрицательно. 
Возьмем пространство А, состоящее из точек последовательности от- 


резков А„(п=1,2,...), лежащих в одной плоскости, параллельных оси ОУ и 
сходящихся к отрезку этой оси, и двух точек этого предельного отрезка. 


* Здесь и в дальнейшем под пространством Е’, мы будем понимать пространство, 
представимое в виде суммы счетного множества компактов, и под пространством 
типа С,—пространство, являющееся Съ в своем полном замыкании, т. е. абсолют- 


ные К.и С,. 


3 Известия АН, Серия математическая, № 3 
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Пусть например это будут отрезки 
а би и 
==, = у= (== Чена ок) 


и две точки а, (0, 0) и а, (0, 1). 

Это множество есть Ё‹; так как оно состоит из двух точек и счет- 
иного множества отрезков, оно есть С5. В самом деле, если мы присое- 
диним к нашему множеству А точки предельного отрезка оси ОУ 


(1=0, О=у< 1), то получим компактное множество А, из которого 


множескво А ‘получается удалением интервала х=0, О<у- 1, т. е. 
удалением множества типа Рос. 


Докажем, что множество А нельзя уплотнить в компакт. Предположим 
противное. Пусть’ 6 =} (а) — уплотнение множества А в компакт В. Так 
как отрезок А, (п=1,2,...) — множество компактное, а на компакте уплот- 
нение есть гомеоморфизм, и так как уплотнение есть отображение 
взаимно однозначное, то множество В состоит из счетного числа прос- 
тых дуг В, =/(А,), не имеющих попарно общих точек, и двух точек 
.=1(а,) и 6, =/(а,), причем ни одна из этих точек не лежит ни на 
одной из дуг В). 

Рассмотрим в пространстве В последовательность множеств В,, В,,.... 
В„,... Точки 6, и 6, принадлежат нижнему топологическому пределу 
этой последовательности. В самом деле, пусть например У (65,) — произ- 
вольная окрестность точки 6,, 0 (а,) — прообраз этой окрестности. 
Область И (а,) пересекает почти все отрезки А‚,, так как эта точка 


принадлежит топологическому пределу последовательности отрезков. 
Следовательно образ этой области У (5) содержит точки почти 
всех множеств В,, т. е. 6, принадлежит нижнему пределу после- 
довательности этих множеств. Точно так же докажем, что и точка 6, 
принадлежит нижнему топологическому пределу последовательности 
множеств В». 


Пространство В компактно (по предиоложению); множества В„, как 
образы отрезков, связны; нижний предел последовательности этих мно- 


экеств не пуст, следовательно по теореме Зоретти* верхний предел этой 
последовательности есть множество связное. Так как верхний предел 


всегда замкнут и содержит в себе нижний предел, то верхний предел 
последовательности множеств В„ есть континуум, содер; .ащий по край- 
ней мере две точки 6, и 6,. Это множество не может лежать целиком. 
ни на одном из множеств В„, так как ни одно из них не содержит то- 
чек 6, и 6,. Оно не может лежать и на конечной или счетной совокуп- 
ности множеств В, и двух точек 6, и 6,, так как в этом случае, бу- 
дучи континуумом, оно распадалось бы в конечную или счетную сумму 
замкнутых  непересекающихся множеств, что невозможно в силу извест- 


* См. например (*), 5. 163. 
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ной теоремы* Серпинского. Полученное противоречие убеждает нас в 
невозможности уплотнения множества А в компакт. 

Рассмотрим теперь вопрос о том, как возможность уплотнения про- 
странства Х в бикомпактное пространство связана с наличием в Х то- 
чек, в которых Х бикомпактно. 

ТЕОРЕМА. Если хаусдорфово пространство Х бикомпактно во всех 
своих точках, кроме, быть может, одной, то оно уплотняется в хаус- 
дорфово бикомпактное пространство У. Если, сверх того, Х удовлетво- 
‚ряет П аксиоме счетности, то оно уплотняется в компакт. 

Доказательство. 1°. Предположим сначала, что пространство Х 
бикомпактно во всех своих точках. По известной теореме П. С. Але- 
ксандрова** к пространству Х можно присоединить точку & так, чтобы 
полученное таким образом пространство Х-- было хаусдорфовым би- 
компактным пространством. Возьмем в пространстве Х -- & произвольную 
точку хС _Х и рассмотрим разбиение пространства Х-- & принимая за 
элементы разбиения пару точек (х, &) и отдельные точки уС-Х, отлич- 
ные от х. Такое разбиение пространства Х-- есть непрерывное разби- 
ение***. В самом деле, если у— точка Х, отличная от х, и 0 (у) — про- 
извольная ее окрестность, то выбираем У (у) так, чтобы ус-У (у) СП (у} 


и чтобы У (у) не содержало точек хи &; если же у= (х, &) — двухточеч- 
ный элемент разбиения, то полагаем просто У (у) =0 (у). Пространство 
У, порожденное этим разбиением, есть хаусдорфово бикомпактное про- 
странство; оно является непрерывным образом пространства Х- &, при- 
чем двум точкам х и & пространства Х -- &, принадлежащим одному и тому 
же элементу разбиения, соответствует элемент, которому обе эти точки 
принадлежат****. Отсюда следует, что для множества ХС. Х-Ё это 
отображение будет уплотнением его в хаусдорфово бикомнактное про- 
странство У. 

Если, кроме того, Х удовлетворяет П аксиоме счетности, то мы 
можем составить определяющую его систему окрестностей из счетного 
числа областей с компактными замыканиями. Как следует из доказа- 
тельства теоремы о включении локально-бикомпактного пространства 
в бикомпактное посредством присоединения одной точки &, эта точка 
также получит счетную определяющую систему областей. Следова- 
тельно Х-- &, а потому и У есть комнакт*****. 

20. Предположим теперь, что пространство Х бикомпактно во всех 
своих точках, кроме одной точки Ё. За элементы пространства У при- 


* См. например (2), Ъ. 162. 
** См. например (3), Ъ. 62. 

*+* Пусть дано разбиение пространства Х на непересекающиеся замкнутые 
множества А: Х + ХА. Мы говорим, что это разбиение непрерывно, если каковы бы 
ни были элемент разбиения Ао и область И (А.), содержащая этот элемент, суще- 
‘ствует область Г (А.,), содержащая 4, и обладающая тем свойством, что если эле- 
мент А разбиения Х = МА пересекает Г (Ао), то АС О (4). 


ж#** См. например (“), 8. 98, Зам УП. 
***** См. например №4., Баё# 1Х. 
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мем точки пространства Х. Топологию пространства У определим, вво- 
дя в нем следующую систему окрестностей. Если точка х отлична от &, 
то приписываем ей те же окрестности, какие она имела. в простран- 
стве Х. Окрестности же точки Ё определим как дополнение до всевоз- 
можных конечных сумм компактных замыканий окрестностей точек Х, 
отличных от &. 

Введенная таким образом система окрёстностей определяет У как 
хаусдорфово бикомпактное пространство. В самом деле, топология 
пространства У введена нами совершенно так же, как если бы мы 
к пространству Х — & бикомпактному во всех своих точках, присоединили 
точку & дополняющую пространство Х — до бикомпактного простран- 
ства *. 

Тождественное отображение Х на У непрерывно в каждой точке 
тс Хх. В самом деле, если х-Е& то окрестности этой точки в обоих 
пространствах совпадают. Если же х=ё то всякая окрестность точки 
= в пространстве У есть открытое множество пространства Х. Если Х 
удовлетворяет П аксиоме счетности, то определяющую его систему 
окрестностей точек х, отличных от & можьо составить из счетного 
числа областей с бикомпактными замыканиями. Но тогда и точка & 
в. пространстве У получит счетную определяющую систему окрестностей 
и У будет следовательно компактом. Наша теорема полностью доказана. 


Заметим, что если пространство Х некомпактно по крайней мере 
в двух своих точках, то оно, вообще говоря, не может быть уплотнено 
в компакт, как это видно из примера пространства А, построенного 
в начале этого параграфа, которое, будучи компактно в каждой точке 
отрезка А, (п=1,2, ...), не компактно в точках а, и а,. 

Заметим далее, что если пространство Х есть пространство типа Ё‹, 
то для его уплотнения в компакт необходимо во всяком случае, чтобы 
множество точек х, в которых оно некомпактно, было в нем нигде 
не плотно. 

В самом деле, в силу’ упомянутой выше теоремы Александрова, 
пространство Х должно быть в этом случае типа Сьё. Поэтому доста- 
точно показать, что 


Если пространство Х является одновременно Ес и С, то множе- 
<тво. точек, в которых оно некомпактно, в нем нигде не плотно. 

Пусть С — множество точек пространства Х, в которых оно ком- 
пактно; РЁ =Х —С —его дополнение. Так как С есть множество откры- 
тое, то Е замкнуто в Х и потому есть абсолютное Ро. Пусть Е=УЕ,. 
Множества Р, (п=1,2, ...) нигде не плотны в Х. В самом деле, 
в противном случае нашлась бы точка 2С: РГ, такая, что некоторая 
ее. окрестность И (2) целиком лежала бы в ЁР,. Но тогда и ее замыкание 


{7 (2) целиком лежало быв ЁЕ,, а так как Е, компактное множество, 
то ( (5) также было бы компактно и следовательно Х было бы ком- 


* См. например (3), Ъ. 62. 
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пактно в точке х, что невозможно, так как х принадлежит дополнению 
к множеству точек, в которых Х компактно. 

Таким образом каждое Е, (п=1,2, ...) нигде не плотно в Х. 
Следовательно Ё, как сумма счетного числа нигде не плотных множеств, 
есть множество первой категории. Как известно, дополнение к мно- 
жеству первой категории в полном пространстве есть множество, всюду 
плотное в этом пространстве*, следовательно С плотно в Х. 

Так как, кроме того, Е есть множество замкнутое, то Ё нигде 
не плотно в Х, что и требовалось доказать. 


р 


Пусть дан полиэдр Р и некоторое его симплициальное подразделе- 
ние К. Назовем множество, получающееся из Р выбрасыванием внут- 
ренних точек некоторых его граней, «ошкуренным полиэдром», а грани, 
из которых выброшены все их внутренние точки, — ошкуренными 
гранями. 


ТЕОРЕМА. Всякий ошкуренный полиэдр может быть уплотнен 
в компакт. 


Заметим прежде всего, что достаточно доказать эту теорему ‘лишь 
для случая, когда в число граней, подлежащих ошкурению, входят 


лишь «собственные» грани полиэдра, т. е. те грани, которые служат 
гранями симплексов более высокого числа измерений. 

В самом деле, множество, получающееся из полиэдра ошкурением 
несобственных граней, есть снова некоторый полиэдр Р’, так что если 
мы сумеем уплотнить множество, получающееся ошкурением лишь ‘соб- 
ственных граней полиэдра, то мы тем самым уплотним и множество, 
получающееся ошкурением полиэдра Р. 

Итак, мы должны показать, что множество 0, получающееся из Р 


ошкурением некоторых его собственных граней, может быть уплотнено 
в компакт. 


Пусть Х*= (аа, а,, ..., ак) — одна из граней, подлежащих ошкуре- 
нию. Внутри одного из симплексов наивысшей размерности комплекса 
К, для которого Х^ служит гранью, возьмем произвольную точку аи 1. 

Точки а,, а,, ..., ак, аи: определяют симплекс Х*№+ А--1 измере- 
ний. Множество точек границы симплекса Х*+!, не являющихся внут: 
ренними точками симплекса Х^, назовем «накрывающим» для симплекса 
Х* и обозначим его через Х”*. 

Построим для каждого симплекса, подлежащего ошкурению, накры- 
вающие множества под тем условием, что если для построения накры- 
вающих для двух симплексов Х* и У' мы берем точки аа и 6141 
внутри одного и того же симплекса, то эти точки следует выбирать 
так, чтобы симплексы Х*+! и У“! не имели общих точек внутри этого 
симплекса. 


* См. например (?), В. 142. 
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Между точками симплекса Х и точками накрывающего для него 
множества Х’ можно установить топологическое соответствие так, чтобы 
точки границы Х сами себе соответствовали. Если при этом точке 
СХ соответствует точка х’С- Х’, то назовем эту точку х’ накрыва- 
ющей для точки т. 

Построим из точек полиэдра Р новое множество А, принимая за 
его элементы, во-первых, пары точек (х, х’,), где х — внутренняя точка 
грани, подлежащей ошкурению, а 1’— накрывающая для точек х, и во- 
вторых, остальные точки множества Р. 

Докажем, что построенное таким образом разбиение полиэдра Р 
есть непрерывное разбиение. 

1. Пусть х— точка Р, не принадлежащая ни граням, подлежащим 
ошкурению, ни накрывающим для них множествам, и 0 (5) —произ- 
вольная её окрестность. Точка х находится на конечном расстоянии 
как от симплексов, подлежащих ошкурению, так и от накрывающих 
для них, поэтому за окрестность У (52), фигурирующую в определении 
нэпрерывного разбиения, можно взять произвольную область, целиком 
лежащую в И (2) и не пересекающую указанных выше множеств. 

2. Пусть теперь х— точка полиэдра Р, которая сама выбрасыванию 
не подлежит, но входит в границы симплексов Ха, ПЕД. Зе иетод= 
лежащих ошкурению. Пусть (7 (т) — произвольная область, содержащая 
точку х, и =— положительное число такое, что сфера 5(х, =) СП (т). 
Пусть Х;(:=1,2,...,5) одна из граней, содержащих точку х, и 
Х; —накрывающая для этой грани. Так как Х; гомеоморфно Х;, то су- 
ществует положительное число 6; такое, что если УС_Х;-5 ($, 8,), то 


УЕ Х:-5 (т, в), 


где у’— накрывающая для у. Точно так же существует положительное 
число 8; такое, что коль скоро у’СХ;-5 (х, &), то 


УС Х,-5 (х, 2). 


Обозначая через с наименьшее из чисел 8,, 9, 05,, 6, ..., 6 


и через У (5) сферу 5 (х, 5), видим, что если УСС У (=), то 


УС (2) 
и` если 9’ СУ (52), то 
УСО (т). 

3. Пусть теперь Ё= (5, х’)—элемент разбиения, состоящий из двух 
точек, причем х принадлежит только одной грани Х, подлежащей 
ошкурению, х’— накрывающая для точки 1, Х’— накрывающее для Х. 
Пусть 0 (5) —область, содержащая элемент &Ё и г положительное 
число такое, что 

5 (т, =) 0($), 5 (7, ) С 0(®), 


причем ни одна из сфер не пересекает ни симплексов, отличных от № 
и подлежащих ошкурению, ни накрывающих для этих симплексов. 
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Так как Х гомеоморфно Х’, то по предыдущему найдутся числа 
би 5’ такие, что если УС Х.5 (х, 8), то 


УуСХ'-5 (1', =) 
и точно так же если у’С_Х’. 5 (1’, 8), то 
УЕ ю (т. 8)- 


Обозначая снова через с наименьшее из чисел 8, 8’, е и полагая 
У (5) =5 (х, в) 5(х’, в), видим, что область У (#) удовлетворяет нашему 
требованию. | 

4. Наконец, если &=(х, г’) — элемент разбиения, состоящий из двух 
точек, причем х входит еще в границы нескольких граней, подлежа- 
щих ошкурению, то применяя к этому элементу рассуждения, кото- 
рыми мы пользовались в двух предыдущих случаях (2 и 3), снова 
найдем нужное нам У (8). 

Непрерывность разбиения Р таким образом установлена. Это непре- 
рывное разбиение порождает топологическое пространство В, являю- 
щееся непрерывным образом Р. Так как Р есть компакт, то и В есть 
также комчакт *. 

Так как при отображении Р на А две точки Р, принадлежащие 
одному и тому же элементу разбиения, обе отображаются в этот 
элемент, то наше отображение дает уплотнение множества О, получа- 
ющегося ошкурением Р в компакт В. 
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20 ЗАММЕМЕАЗЗОМС 


Ве1зр1е]е уоп РипКипепсеп, 91е д1елсьхеиах (аЪзо\е) Ё‹-ипа Сз-Меп- 
еп эта, ип@ аш! кет КотраКиюш ештешп4еих апа зе або ае 
\уег4еп Кбипеп. 


* См. например (4), В. 98. 
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баци 1. Ледег ат Юетеп Ыотрае Наиз4ог}}5с№е Наит В Капп 
аи} еп ВКотраЮит (ипа раЙз В ете абз@МЬаге Ваз фезт1 — зоваг 
аи} ет Котракшт) ететаенив ип4 ячейв абвебИ4е фегаеп. 

Сафи П. [5 К ет абзоез Е‹, 4аз апетаеиие ипа чей ай} ет 
КотраКит абзебИаее %ег4еп Капп, 30 15& @е (о}{епе) Мепве аЦег Рип(- 
1е, п 4епеп В КотраЁйЕ 151, ибегай фей т В. 

ба; Ш. Фе Уетейивипезтепве соп епайскееп оЁф}епеп третей 
(Бепеблвег Путепзопзга еп) ептез В" Капп аи} еп Котра@ит етеп- 
4еиив ипа чей абребИ4её фет4еп. 
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ПРОБЛЕМЫ ТЕОРИИ КОЛЕЦ, СВЯЗАННЫЕ С ПРОБЛЕМОЙ 
БЕРНСАЙДА 0 ПЕРИОДИЧЕСКИХ ГРУППАХ 


(Представлено академиком 09. Ю. Шмидтом) 


В работе рассматриваются проблемы о кольцах с конечным числом 
образующих, аналогичные проблеме Бернсайда о периодических груп- 
пах, и указываются некоторые частные случаи, при которых эти про- 
блемы имеют положительное решение. Самая широкая из этих проблем 
решается вместе с тем в общем случае отрицательно. 


1 


Дальнейшее развитие теории периодических групп, т. е. групп, все 
элементы которых имеют конечный порядок, требует, как известно, 
решения следующей проблемы, поставленной Бернсайдом (*): 

Проблема (С). Будет ли конечной всякая периодическая группа 
с конечным числом образующих? 

Положительное решение этой проблемы получено для некоторых 
частных классов групп — абелевых и разрешимых групп, периодических 
групп матриц и др. Решение для общего случая не удается однако 
получить даже при условии, что порядки элементов ограничены в сово- 
купности. Здесь сделаны пока лишь следующие первые шаги. Бернсайд 
дал положительное решение для групп, все отличные от единицы эле- 
менты которых имеют порядок 3, а также для групп < двумя образу- 
ющими, порядок всякого элемента которых есть делитель числа 4; пер- 
вый из этих двух случаев рассматривали позже Леви и ван-дер-Варден (*). 
Б. Нейман (*) решил проблему (С) для групп, порядок всякого элемента 
которых не выше, чем 3. Наконец, Санов (“) дал положительное реше- 
ние этой проблемы для группы с любым конечным числом образующих, 
если порядки всех элементов этой группы не превосходят числа 4. 

В настоящей работе указываются некоторые проблемы о кольцах, 
аналогичные проблеме Бернсайда. Мы будем рассматривать кольца 
с единицей, центры которых содержат данное коммутативное поле Р, при- 
чем единица кольца совпадает с единицей этого поля. Такое кольцо 
будет называться алгебраическим над Р, если всякий элемент 
этого кольца удовлетворяет некоторому алгебраическому уравнению 
с коэффициентами из Р; наименьшая из степеней уравнений, которым 
этот элемент удовлетворяет, есть его степень над Р. Кольца с этим 
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свойством, не являющиеся конечными алгебрами над Р, уже рассматри- 
вались в литературе (°). Далее, кольцо В обладает над Р конеч- 
ной системой образующих, если И обладает такой конечной 


системой элементов а,,а,,..., а„, что минимальное подкольцо кольца В, 
содержащее все эти элементы и поле Р, совпадает с А; словом 
в образующих а, а,,..., а, условимся называть всякое произведение 


{положительных) степеней этих образующих, а также единицу кольца ВА. 
Мы приходим теперь к следующей проблеме о кольцах. 
Проблема (В). Будет ли конечной алгеброй над полем Р всякое 

кольцо с единицей, алгеб раическое над Р и обладающее над Р конечной 

системой образующих 2 
Особенно интересен следующий частный случай этой проблемы, 

относящийся к некоммутативным телам. 


Проблема (К). Будет ли конечной алгеброй с делением над полем 
Р всякое тело, алгебраическое над Р и обладающее над Р конечной 
системой образующих 2 

Решение этих проблем пока не получено даже при условии, что сте- 
пени всех элементов кольца (тела) ограничены в совокупности. Пробле- 
ма (К) положительно решена лишь для случая, когда степени всех эле- 
ментов кольца не выше, чем 3 (теорема 41). Проблема (К) положительно 
решена, сверх того, для случая двух образующих, если степени всех 
элементов не выше, чем 4 (теорема 2). 

Проблема Бернсайда, с одной стороны, и проблемы (В) и (К), 
< другой, не могут быть непосредственно подчинены друг другу. Между 
ними существует однако достаточно тесная связь, обнаруживающаяся 
при переходе от группы к ее групповому кольцу над некоторым полем. 
Действительно, легко проверить, что проблема (С) эквивалента совокуп- 
ности следующих двух проблем. 


Проблема (С’). Если С есть периодическая группа с конечным 
числом образующих, то будет ли алгеб раическим над Р групповое кольцо 
группы С, построенное над полем Р? 

Проблема (С”). Будет ли конечной алгеброй над полем Р’ всякое 
кольцо с единицей, алгеб раическое над Р и обладающее над Р такой 
конечной системой образующих, что всякое слово в этих образующих 
служит для Р корнем из единицы, т. е. является корнем некоторого 
многочлена х”® — 1? 

Это расщепление проолемы Бернсайда окажется, быть может, полез- 
ным при ее решении; мы не будем однако касаться в дальнейшем про- 
блем (С’) и (С"). В качестве объединения проблем (С) и (В) служит 

Проблема (СВ). Будет ли конечной алгеброй над полем Р кольцо 
В со следующими свойствами: 

1° Центр кольца В. содержит поле Р, причем единица поля Р слу- 
сит единидей для В. 

2° В обладает над Р конечной системой образующих а, ..., а». 

3° Всякое слово в образующих а,,...,а„, алгеб раично над Р? 
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Мы покажем однако, что проблема (СВ) решается отрицательно да- 
же для случая, когда степени всех слов над Р ограничены в совокупности 
{теорема 5). Этого пока не удается сделать для следующей проблемы, 
естественным образом объединяющей проблемы (С) и (К): 


Проблема (СК). Будет ли конечной алгеб рой над полем Р кольцо В, 
удовлетворяющее условиям 1° —3° проблемы (СВ) и сверх этого условию 


40 Всякое слово а в образующих а,,..., а, обладает в В обратным 
элементом &*, выражающимся линейно (над Р) через степени элемен- 
та ©? 

Положительное решение этой проблемы будет дано (теорема 6) лишь 
для случая, когда степени всех слов не выше, чем 3. 


Наиболее существенной из перечисленных выше проблем является 
‘проблема (К) —ее роль в теории тел равносильна роли проблемы (@) 
в теории групп. Проблема (В) представляет преимущественно аксиома- 
тический интерес, так как в ней говорится об одной из возможностей 
определения понятия алгебры без использования понятия базы. Вместе 
с тем значение проблем (В) и (СК) в том, что их отрицательное реше- 
ние (трудно ожидать, чтобы эти проблемы могли быть в общем виде 
решены положительно) дало бы, возможно, методы для аналогичного 
решения проблем (С) и (К). 


2 


ТЕОРЕМА 1. Пробл?ма (В) решается положительно для кольца, 
степень всякого элемента которого над Р не выше, чем 3. 


Доказательство. Пусть кольцо Я, удовлетворяющее условиям 
проблемы (В), имеет над Р систему образующих а,, ...‚, а». Для колец 
< меньшим числом образующих теорему будем считать доказанной (при 
п —=1 она очевидна); поэтому подкольцо А’, порожденное присоедине- 
нием к Р элементов а,, ...,а„_.,, есть конечная алгебра над Р. Введем 
обозначение а„=6. Так как, по условию, 6? выражается через меньшие 
степени элемента 6, то всякое слово в образующих а,, ..., а,_., 6, равно 
сумме (с коэффициентами из Р) слов, в записи которых чередуются 
слова в образующих а,,...,а„_, и элементы 6 или 65°; будем называть 
Ь-длиной такого слова число его множителей, являющихся степенью 
элемента 6. 

Если & есть произвольное слово в образующих а,, ..., аи. то, при- 
меняя, с одной стороны, дистрибутивный закон и используя, с другой 
стороны, условия теоремы, мы получаем 


(«Е Ь)* = 0 4 афа | 62° -- Бо а? | 26 - баб - 6° = ] 
=, (2+ 6)* К, (#6) А, = 


(1) 
о аб ба К, Ка ВА, КК, СР. | 


Отсюда следует, что слово 6%6 выражается через слова с меньшей 6-дли- 
ной. Это же имеет место для слова 66”. Умножая теперь слева на 6 
обе части получающегося из (1) выражения для 626 и заменяя возни. 
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кающие вновь элементы вида 66, а также высокие степени элемента в 
их выражениями, мы получим, что слово 66 выражается через слово 
56° и слова с меньшей 5-длиной. Теперь легко видеть, что всякое слово 
в образующих а,,...,а,_,,6, б-длина которого не меньше 3, выра- 
жается через слова с меньшей 6-длиной, т. е. всякое слово в этих обра- 
зующих линейно выражается через слова вида &, х6В. б?В, а«БВЬ?у, где 
о, В, {— слова в образующих а,,..., а... Так как однако А’ есть 
конечная алгебра над Р, т. е. можно указать конечную систему слов 
в образующих а,, ..., а„_,, через которую линейно выражаются все слова 
в этих образующих, то мы получаем, что А также будет конечной 
алгеброй над Р. 

ТЕОРЕМА 2. Проблема (К) решается положительно для тела с 


двумя образующими над Р, если степень всякого элемента этого 
тела не выше, чем 4. 


Доказательство. Пусть тело К обладает над полем Р системой 
образующих а, 6. Условимся через о, В, 1,... обозначать некоторые 
степени элемента а. Так как элемент (%6)“ выражается, по условиям 
теоремы, через меньшие степени элемента «6, то 


(26 )* = (6)* («6-1 = [№ («6 )* - А, (6 )* - К, («6) + К,] (6) -', 


откуда 
бобов = К бхЬ - КБ - К, Ка 6-11, (2) 


т. е. слово 6%606 выражается через слово 66 и слова, 6-длина котс- 
рых не больше единицы (элементы 6 и &! выражаются соответст- 
венно через положительные’ степени элементов $ и 0). К такому же 
результату мы пришли бы, заменяя 6 через 6*, К =1, 2, 3. 


Рассмотрим теперь выражение (х-- 65)“. Раскрывая его на осно- 
вании дистрибутивного закона и выражая, с другой стороны, через 
меньшие степени элемента &«--6, мы получим, что слово 6*оф выра- 
жается черезследующие слова: слово 66? , слова, которые содержат элемент 
6 лишь в первой степени и имеют 6-длину, равную 2, и слова, 6-длина 
которых не больше единицы. Умножая полученное для 65 выраже- 
ние слева на 6, мы придем к выражению для. слова 65°, а умножая 
это последнее справа на 6, мы получим выражение для слова 636”. 
Два последних выражения мы преобразуем для того, чтобы исключить 
содержащиеся в них слова, 6-длина которых равна 3. В выражении 
для 6*%6 содержится слово 666. Заменяя его на основании равенства 
(2), мы получим, что слово 6%%6 выражается через слово 656%, слова, 
имеющие 6ф-длину, равную 2, и не содержащие 6°, и слова, 6-длина 
которых меньше, чем 2. Среди входящих в выражение для 63%? слов 
с 6-длиной, равной 3, встречается слово 6%6?а6. Заменяя отрезок 656 
этого слова его выражением, уже найденным выше, мы сократим, 
как легко проверить, часть слов с 6-длиной, равной 3, из выражения 
для 6*06*. Применяя к оставшимся словам с этой же 6-длиной равен- 
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ство (2) и используя уже найденное выражение для 656, мы получим, 
наконец, что слово 6*%6* выражается через следующие слова: слово 
5*»х6*, слова вида 686*у, слова, имеющие 6-длину 2 и не содержащие 
$°, и слова, 6-длина которых меньше, чем 2. 

Пользуясь найденными нами выражениями для слов 606, 606 и 
5°о.6*, докажем, что всякое слово в образующих а, 6 можно выразить 
(линейно с коэффициентами из Р) через слова, в которых степени 
элемента 6 расположены так, что никогда более высокая степень этого 
злемента не предшествует его меньшей степени. Доказывать это мы 
будем индукцией по 6-длине слова, так как если 6-длина равна еди- 
нице, то наше утверждение справедливо. 

Рассмотрим сперва такие слова с 6-длиной Ё, которые не содержат 
множителей 65*. Для этих слов мы будем вести доказательство индук- 
цией по числу {[ содержащихся в них множителей 6? (при [=0 наше 
утверждение очевидно). Наконец, для каждого множителя 6? из нашего 
слова подсчитаем число расположенных за ним (т. е. между ним и 
концом слова) множителей 6 в первой степени и сумму # всех этих 
чисел назовем высотой слова. При й =0 наше утверждение очевидно, 
поэтому при данных А и [ будем вести доказательство индукцией по 1. 
Если А=0, то в нашем слове на некотором месте должен содержаться 
отрезок вида 6*6. Заменяя его найденным выше выражением и про- 
изведя необходимые сокращения и объединения, получим, что данное 
нам слово выражается через слова, 6-длина которых меньше А, слова 
с Б-длиной К, но с меньшим, чем [, числом множителей 65°, и слова с 
теми же # и /[, но с меньшей, чем й, высотой. Для всех этих слов 
однако наше утверждение уже доказано. 

Если теперь нам дано слово с 6-длиной Ё, но уже содержащее 
множители 6°, то обозначим число этих множителей через Г и будем 
вести доказательство индукцией по {/’ (случай [Г =0 уже рассмотрен 
выше). Далее, для каждого множителя 6° подсчитываем общее число 
расположенных за ним множителей 6 и Ё’ и называем высотой 1’ 
сумму всех этих чисел. Если й’=0, то ввиду доказанного выше наше 
утверждение можно считать доказанным, поэтому при данных ви {Г 
ведем доказательство индукцией по й’. Если й’-+0, то наше слово 
содержит отрезок вида 6°%ф или 6*46*. Заменяя его найденным ранее 
выражением, мы придем, как и раньше, к словам, для которых наше 
утверждение уже доказано. Этим его доказательство заканчивается. 

Рассмотрим теперь элемент 6* (&6* + Вх ')*, К=1, 2, 3. Раскрывая 
его на основании дистрибутивного закона и выражая, с другой стороны, 
элемент (х6*-- Ва 1)* через меньшие степени стоящего в скобках эле- 
мента, мы получим, используя равенство (2) (с заменой 6 на 6*), что 
слово 626 *ВФ*оф* выражается через слова с меньшей 6-длиной. Если 
дано слово 6*№,6*а,6 №, ... 6№а,, в котором степени элемента а череду- 
ются с одной и той же степенью 6* элемента 6 и если это слово 
нельзя выразить через слова с меньшей 6-длиной, то ввиду (2) сосед- 
ние множители ©; и 9.) #=1,2, ....П—1, должны быть различными, 
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а ввиду только что доказанного множители #;ио;,,,ё=1,2, ‹...,П— 2, 
также не могут быть равными. Вместе с тем всякое ©; равно одному 
из элементов а, а”, а?. Если поэтому будет например &, =а, в, =а*, 
то должно быть &, = а*, я, =а, о, =а* и т. д., но тогда при п=12 
наше слово будет четвертой степенью слова 6*а6*а“ф*а®, т. е. может 
быть заменено словами с меньшей 6-длиной. Отсюда и из доказанной 
выше возможности ограничиться рассмотрением слов, составленных 
не более чем из трех отрезков, каждый из которых содержит элемент 
Ь в некоторой фиксированной степени, следует справедливость теоремы. 


3 


ТЕОРЕМА 3. Проблема (СВ) решается положительно, если кольцо 
В коммутативно. 


Действительно, если образующие а,, а,, ..., а„ имеют соответственно 
степени К,, №,, ...,Ё,, то всякое слово в этих образующих выражает- 
ся через слова вида ата*...ал, тде Озз<Ё, #=1, 2, ... п. 


Таких слов однако лишь конечное число. 

ТЕОРЕМА 4. Проблема (СВ) решается положительно, если число 
образующих равно двум и они оба имеют степень 2 над Р. 

Действительно, в этом случае всякое слово выражается через слова, 
в которых чередуются первые степени элементова, иа,. Если однако эле- 
мент а‚а, имеет степень п, то всякое слово с чередующимися множителями 
а, и а,, общая длина которого больше, чем 2п, может быть выражено 
через более короткие слова. 

ТЕОРЕМА 5. Проблема (СВ) имеет в общем случае отрицатель- 
ное решение даже при условии, что степени всех слов над Р ограничены 
в совокупности. 


Доказательство. Пусть даны три символа а, 6, с. Слово. 


2,5,...2, в этих символах (1.=а, 6 или с, &=1, 2,...,п) обла- 
дает повторяющимся отрезком, если есть такие Ё и [, 
= <{1<п, что =, аж, .... .Я-а=Фа-к-а, Причем 


21 —К—1=< п. Известно, что существует бесконечно много слов в 


образующих а, БВ, с, которые не содержат повторяющихся отрезков. 
Пусть М есть множество всех таких слов, включая пустое слово, 
%, В, ...- элементы множества М, а 3— группа линейных форм над 
полем Р, ‘имеющая М своей базой. Определяем в 3% умножение, 
полагая о =1, где ‘| есть слово, которое получается приписыванием 
справа к первому множителю второго множителя, если только при 
этом не появляются повторяющиеся отрезки, и 08 =0 в противополож- 
ном случае. Ассоциативность этого умножения, распространяемого 
очевидно на всю группу №, проверяется без затруднений. Мы получаем 
кольцо ИН, в котором пустое слово играет роль единицы; в центре 
кольца В содержится следовательно поле Р. Слова а, 6 и с, входящие 
в М, служат образующими для В над Р. Наконец, всякое слово |» 
в образующих а, 6, с удовлетворяет равенству в’ =0. 
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ТЕОРЕМА 6. Проблема (СК) решается положительно, если степени 
всех слов в образующих а,, ..., а, не выше, чем 3. 

Доказательство. `При п=1 теорема очевидна, поэтому будем 
вести доказательство индукцией по п: Подкольцо А’ кольца А, порож- 


денное присоединением к.Р элементов а,, ..., а,„_1, есть конечная 
алгебра над Р. Введем обозначения: а„=6, «— произвольное слово в 
образующих а,, ..., аи_1. Тогда из 


(25) = К, (26) НК, (26) 1 К, К, К, КС Р, 
следует 
боб = КБ Ка - К, 1, (3) 


т. е. после замены элементов 6-' и © их выражениями получаем, 
что слово фа выражается через слова, 6-длина которых не больше 
единицы. Это же имеет место’для слова 6?%б?. Умножая, наконец, 
полученное нами выражение для 6%ф слева на элемент 6 и выполняя 
необходимую замену при помощи равенства (3), получим, что слово 
5°о6 выражается через слова вида 686, где В и у— слова в образую- 
щих а,, ..., @и_1, И слова, 6-длина которых не больше единицы. 
Теперь легко видеть, что всякое слово, б-длина которого больше 
или равна 3, выражается через слова с меньшей 6-длиной, а так как 
В’ есть конечная алгебра над Р, т. е. существует конечная система слов 
‘в образующих а,, ..., аи_1, через которую линейно выражаются все слова 
в этих образующих, то кольцо А также будет конечной алгеброй над Р. 
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2ОЗАММЕМЕАЗЗ ОМА 

П1е \ецеге ЕпёмясКТаио ег ТБеоге ег рерлод1зсвеп Стирреп, 4. В. 
дег Стирреп, Чегеп за све ЕЛетепе уоп епайсВег Ог4пипе зап4, Гог- 
Чегь Бекапп св 41е 1.6запо 4ез Го]сепдеп Вигиз1Чезсвеп Рго ет: 

Ргоь]ет (С). 75 уе4е рето@зсйе Стирре тиё епайсй чет Етзеи- 
вепаепт 5$615$& еп4йсй? 
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1л 4ег уог\есепден АгЬе№ ууег4еп ешре г1пр- ип@ Кбгрег{Веогейзсве 
РгоБ]еше апсесеЪеп, 41е дет Рго ет (С) АВаИсЬ з104 офег возаг ши 
лезет Ргоет п Газаттепрапя зфеБеп. Ут БегасМеп ептеп Вшз В 
ши Езе]етет&, 4еззеп Депёгит е1пеп Котпицайуеп Когрег Р ещё 
4егагь, дазз 91е Елпзе]етегие уоп В ипа Р ъегелзИтштеп. А 13 а1ве- 
ЬгаззсЬь иБег Р, \епп де4ез ЕЛетепь уоп В е1шег а1херга1зсВеп С]е1- 
свите ш Р репйо; В Ъез2А еп 411сЪ у1е]\е Егхзеизеп4е иЪег Р, 
\епп ез 11 В з01сВе Еетешме а,, а,,.... а, 21%, Ч4азз В ш\ дет шшг 
та!еп Опцеггио, дег аЙе 91езе Еетегие ип Р емЪаАЙ, аъегешзЯтих. 
]её2А епёзеВе але Егасе: 

РгоЪ]еш (В). /5& еп Вте, 4ег авебталзсй ифег Р 15 ипа епайсь 
лее Етзеисепае йбег Р Фезйлё, ате епайсйе Авебта йбег Р? 

Уоп Безопдегет [п\егеззе 136 Го]оеп4ег ЗреглаМа! Ч1езез Ргоетз: 

Ргоь]еш (К). 15 ет Когрег, 4ег айвебталзсй ифег Р 15 ип4 епа- 
Дей ее Етзеизепае йбег Р 6е51124, ете епайлсйе Оилззопза!вебта ифег Р2 

Ейг аз. Рго]еш (В) ех1з ег е1пе роз1уе Гбзипе, уепи ]едез Е\етепу 
4ез В шсез ешеп Сга@ @Ъег Р Ваф, 4ег пасЬё стбззег а1\з 3 136 (Зах 1). 
Ейг 4аз Ргоеш (К) ех1зИег е те роз\ауе Гбзипх ИБегА1ез 11 дет ЕаПе, 
уепп ег Кбгрег 2\ме Егхепфепае йЪег Р Ъез26 ипа дедез Е]етепф 41езез 
Кбгрегз ейпеп Сга@ аБег Р Баф, ег п1сБ% ятбззег а]з 4 13% (За 2). 

Р1е Ргоеште (С) ипа (В) яп4 епс шцешап4ег уегЬап4еп: даз Рго- 
Б]еш (@) 15 паш!1еВ 11 ме ТеПе 1еПЬаг, уоп 4епеп 4ег ег&е БеВаир- 
(её, дазз ет Сгиррепгио ешпег рег1о41зсВеп Сгирре а]хефга1зсв Бег зе1- 
пеш Сгип4Кбгрег 13%, ип уой 4епеп 4ег х\меце еш ЗрелаШа!] уоп (В) 
136. А]з Уегенасипх 4ег Ргоете (С) ипа (В) Капа тац Г!0]5еп4ез Рго- 
Бет ал еПеп: 

Ргоь]еш (СВ). 151 еп Вт8 В ете епайсйе Ащвебта ифег 4ет 
Котгрег Р, чепп 

1° Р зит Деттит ооп В вейот ип4а аабег @е Етз@етете оэоп Р 
ип В ибегеатзИттеп; 

20 В епайей лее Етзеивепае а,,.... а, ибег Р 6е51124; 

3° уе4ез Иогё ат 4еп Етзеивепает а, ..., а» .айвебтаезсй ибег Р (52 

Плезез Рго ет Ваф Гаг етеп Коштшщайуей Вше (5ам 3) апа г 
етеп В1п5 ши 2\е! Еглеисеп4еп, 41е Без4е уот Сгаае 2 з1т4 (Зам 4), 
еще тту1а]е розИлуе Г0зипе. Оаз Ргоет (СВ) Ваф аЪег е1пе песайуе 
Т.бзипь зсеВоп 1 дет РаПе, \мепо 41е Сгаде аПег УУоме 11 4ег Сезати- 
Ве Безтеп2А з1па (5а4 5). 

Раз {0]реп4е Рго ет уегеплек Фе РгоБ]еше (С) ива (К): 

Ргоь\еш (СК). 15 еп Юте В епте епайсйе Азебта ибег Р, феппв 
Фе Вейтвипзепт 15° — 3° гоп РгоМет (@В) гейеп ипа абег:сз 

4° уефез И’огё «ат 4еп Етзеивеп4еп а,,..., а, ет Гтоетзез ат В 
6ез 21, 4аз 4итср Родепзеп ооп & Цпеаг (й6ег Р) 4атз4еИЬаг 1512 

Ейг @1езез Рго ет ех1зегь ее розилуе Гбзипе 11 4еш ЕаПе, мепп 
]е4ез \УУогё епеп Ста4 бЪег Р Ваф, 4ег пасЬё сгбззег а1з 3 136 (За 6). 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВУТТЕТИМ РЕ Г`АСАРЁМ1Е РЕЗ $С1ЕМСЕЗ$ БЕ [0855 


Серия математическая 5 (1941), 241—954 зёме тафетайаие 


Е. ЕЕГОНЕИМ 
ЗОВ ГЕ РОГУМОМЕ$ 6ЁМЕКАТ 155 ОЕ ТЕСЕХОВЕ 
(Ргёзепле раг ЖЗ. Веги\ет, ае 1'Асаавпие) 


Рапз сеф агЫее 301% 644 16ез 1ез сог@1от$ песеззалгез её за 1- 
запбез рог аае 1ез роТупотез 26п6га!136$ 4е Гевепаге, 1п4годиз раг №е}6г, 
501еп% ог&вогопацх. 


1. б6п6га11665 зиг 1ез ро]упопез 4е Гереп@ге 56пбга156$ 93 А Г. Рег 


Зиррозопз Чоппёе ипе заЦе 1иН ие 4е диап (6: гёеПез а, а,,..., а,,... 
А 1юще заце {а} реш &те а@о ип зубёше 1аНи 4е ро]употез 
4е Гесепаге Р‚, (с0з8) (п = 0,1,2,...), 6 ла ае 1а Ёасоп змуаще*. Оп Гогше 
1а зёгле епиёге 


Е (2) =@-а,2- а... а,” ..., 


оп гетлр]асе 2 раг ге®, её Гоп ргепа |ЁЕ (ге) |° рог Гопсйоп обибгаимее 
4ез ро]употез Р,, (с03 8): 
со 
Ее") Г = >, Р, (6080 л". 


п=0 


Те авуеорретепть ехрИсце 4ез ро]упошез Р, (с030)} еп зёме Че соз1тиз 


езё а1пз1: 
т 


ЗР, (со 0) = № ара, _к 08 (п — 2К) 0, (1) 


в=0 


ауес 1е Чегилег 1егше 6са] А а, ой 2а,а,, 1 с0з0 гезресяуететь, 91 п=2у, 
оп п =2у- 1. Р,(5) езё 4опе ип ро]употе 4е 4естё п 4е тёте рагие 


ие з0п 4езгеё. 
Ехетр]ез: а) Ё (2) = (1 —2)-?, а, = ы к. в и. ; Р, (с036) ез{ 1е ряу- 
поте и{газрьёг1аче. 


1 1 1 
Ь) Е (=) = 105 = @, — па й 


5) 
5 


* Уолт Г.. Ее} 6г (1) Ролг 1е5 ад4гез гбзи а с146з, еф 1а Ы1ЬПовтгарше и &6еиге, 
сопзиЦег С. Бхесб (*). 
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- с0$ (п — 2К) 6 
Р, (6088) = Хи. 
в=0 


Варре]опз 1ез 4еих {Бёогётаез зи1уапз 
ра . . а а а . 
Т. (52е260). 51 а, >0, её 1а зице :. р я Е р еЬ .. @е36 сго1ззаще, 
]ез 26гоз 4е Р,(х) зопф гёез, зипр]ез её зИлёз Чапз ГимегуаПе 
—1< < +1. 81 1е3 26г08 01% х, = с036,, оп а Гшёзаие 


(\=14,2,...,п). (2) 


П. (Ее]ёг). 51 а, >0 её 1а заце {а„} езф сошр\ёетепь шопофюпе, 
с’ез{-А-41ге 


Е 
4%, =У (—1)" (ыы >0 О 
у=0 


а]огз 1е5 26гоз 4е Р,„(с0з0) зайзопь а Г1пёра!е 4е Зие ез 


(у) тая (*=1,2,....[2]). (3) 


Гез мепез 4’6раё пе зопф уа1а ]ез чае рог 1ез ро]упошез 4е Тевеьу- 
свей 4е ргегплёге её 4е зесоп4е езрёсе гезресиуетени. 

Рог ипе зиЦе {а„} сотр] етепть шопоюопе, ]ез соп4Илопз да \60- 
гёше | зопф 6у14еттеп гешр\ез (1аёра1]\ёе 4е ЗсВ\аг?). 


2. Сова1опз репг ие 1ез ро]упошез 4е Гереп@ге 256п6га1568 501е1% 
отТодоваих 


№ №08 и118013, ропг 1тоцуег сез сопд\опз, ]е \Ввогёте зиуап*: 
Роит дие а зиие ае ройупотез Р„(т) (п=0,1,2,...) зо отйовопище, 
Й езё песеззаате её зи} зат дие (а г4айоп 4е тёситтепсе 
26,2 Р„ (т) =Р,., (2) +, Р,„_, (2) (п>1, Х,„ > 0) (4) 
50 оётерее. 
51 Р, (2) езё 1е ро]употе 4е Гезепаге, оп а 


быт (п=0,1,2,...). 


Ветр\асопз 4апз (4) 


О 


Ри. (т) = С ака Ти-эк (2), 


К=0 


еп зе гарреапё дае 
2% Т» (2) = Ти», (2) + Ти (2). 


* Ус (*), р. 22. 
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А1огз 


1% 


6, У ака к [Глаза (2) + Ть-эк-1 (2)] = 
в—=0 
+1 п-—1 


= о акт +1 Ги-экча (2) Е №» р Чайф ь-1 Ги-ек-1 (7), 
в—=0 в=0 
п 1 


Г о (ака-к- ак-1@в-ь+1) Га-экча (5) = 
к=0 
п 1 


Е № [ад -Е Ль@в-1@п—ь) То-ь+а (5), 
Е=0 


ой а_,==0. Еп 14епйЙапь 4апз 1ез 4еих шетЪгез 1ез соеМслетиз 
Че Тао (х), 1 мет 


Би (аа к ак—1@п-к+1) = @ап-ь+1 + Хи@к-1@п-л, 
ой, еп 41У1запё раг ак-1 ап, 
Ва (Вы -Е Вик) = бк биби- Хы, 
се 41 решф епсоге &хге ёстц 4е ]а Гасоп вшуатце: 
И №. (5) 
С’езь 1а сопацлоп сВегсЪёе. 


№ из уоуопз аче ]е рго4и16 Поигапф аи зесоп@ шетЪге пе репё раз 
„Чёрепаге 4е №, се ди а Шец 1 


Пе (5) 
8 


№ №13 уёг1егопз раз бага Гехасиш4е 4е сейе ге]аоп. Ропг гёзопаге 
]е ргоёте, се дит геулепь А 1а а&егтапайоп 4ез 6» её Х„, поз рагбопз 
4е 

Ла = би (бак) — Ви ет (ом) 


Чие поиз 6сг1луопз 4’аБог@ ройг А =п, п. 1, п— 2: 
Ли =б, (6,-1+6,) — бы 5 Ав = В (6, -Н6,) —6,-26,; 
Аа= и (6 и-з-6,) —6би-з6,. 


П езё ву14ет аае 6, (её аизз1 6,) ез6 агЬитаге; помз розопз, ройг 
1е шотет, 6,=0, еп геуепап& епзаЦе аи саз рёпёга]. Оп ге а]огз 
Чез 1го1з ге]аМопз ргёсёдетцез: 


вби оба. В 


а ее Ь АИ 
6, Еф быа 6: биз Ша? Пи В — а, 
допс 
КР 1 (6 38 Ь,) 39 Вил (6+ = 1) 
телка че В ее ВИВЬ 
е 
Ь = оби (и бе: Ь:) У. Вил (6 = Ь:) Е 
и 6, (6—1 — Ь,) - в, (61-: — ы-и 6-1 (6. Неея = а 6.6, 
В 


р ы + 6—2 На 1 Е 
4* 
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Ре сейе 4егпаёге ёра]ё оп ге 
(6, ПР Ь,) ©. ОБ 6—1) р Я = 6,6, (5, 5 о) (5. к 5,) (п ЕР 3, 4, 5, эт .). 
$51 (юз 1ез 6, пе зопё раз 6раих, оп еп Иге епйп 


ие РР, (п=198...9. (6) 
и 6165 = (6. “# Ь,) В . Г р 


Ог, соташе 6, её ф, (её, сотше поцз уоуопз, епсоге 6,) з0пф 4ез фиап- 
(63 агЬИтатгез, поиз розеголз Чапз (6), 


> бе о ба 
о а. 


Че зоге фи’! улет 
с 
я (ВОВ = Ааа. (7) 
№45 шопгегопз 1014 а ’Бешге дие з1 1ез 6, зо 46 п1з раг (7), 
1ощез ]ез ге а{1о0з (5) зегопф уёг16ез. Оп уегга пит 1ацетепи дае ]а зо]а- 
оп еп потафгез гёе]з 4е (7) п’езё роззБе дие 1 с>4. Шез В, зегорц 
Чоппёз, еп еМе!, раг ипе {гасйоп сопипае Ише. Еп розапё 


= 8 А а 
= (%=1; п =, 2,3,...), 
оп аига 
1 
а: с с с 
т 1 |1 | 1. | 
ауес 
В, =В . Е 
И = У ь Эа = Зы 6 бп? 


1 
По = = В, =1—-, 5,=1. 
В, е! 5, 301 4оппёз раг ]ез гас1пез 4е ]’6даайоп Чиа зесоп4 4есте 
в 1 
Е - =. — 0, 


с'е31-д-Ч@1ге 
ри и ЕЕ: 
2Ус : 


Розопз с =4 с" (ой Гоп а еп с > 4). А1югз, еп тетагаиащ дае 1 < 1, 


1 46 =)" +2 — (1— 1&)”*2 В =) +1 — (1 — Ета 
о 


а & } л от + {В Е 
её а1051 
ь У ТИ Л (1-1 5)"* — (1—8)? _ Й (и +2): 
ро 6 ао НО ВЕ ВИ 


а НЕ 
Ета[етет(, ]1а зо] а\0ой ае (6) езё аоппёе раг 

№ (п -— 1 Е 
ЗВ (п - 1) 
$ 6апЕ ип рагатё те > 0 дие]сопаче, 6, её 6, 4ез отап4еагз агБитгайгез. 


,=Ь,- (6, Ь,) (п=0,1,2,...), (8) 
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Ре сеше узеиг (8), оп Ите 
6, — бы = (6, —6,) Е ОЕ _ В (- 25 ;4 


$В (п - 1)= ЗВ АЕ 
__ (6, — 6) 5125 %(п-К+1)Е 
Ве 1) =. 5В АЕ 2 
е 
а Бо) ЗВ 2: ЗВ АЕ 


8В (п + 1)5 (п - А+ТЕ° 

_ (6, — 6%) 25 ©), — р 
пере ВМ, 
её 1е зесоп4 сое елеть ›„ 4е 1а г@айоп 4е тбеатгепсе (5) езь Аёцегиите 
раг (5): 


№15 уоуопз 4опе дае (5’) езь убгИАе. ауес х 


> 2 2 
= — — 


о +- (6 ь,) ОЕ Гы, РЕЯ | 
з й Е ры 1 0 ме 


ЗВ (в + 1) (и ОЕ 
ой 
2 (п - ЮЕ 25 =) Е 
= 1-25, (6, — ЕРЕСИ: (и=3,6...). 9) 


Оп уо\ адче ^„ >06 > 6. 
(8) её (9) Чоппепф, раг (4), 10из 1ез ро!употез сёпёгаЙзёз 4е Гесепаге 
Чит $016 ог{Воропашх. Ше саз ИтИе Ё=0 сопаи1ь & 


#1 ,—№) (п-1)_ 2 в 
6, =6, + ИЕ Ее - Е 


51 26, >6,, пом гейгоцуопз, А ип Гасеиг ргёз, 1ез ро]упошез ата- 
зрЬ6г1аиез. М№оиз ргепопз. Чапз ]е саз оёпёга], 1ез 4еих ргепуегв сое 1с1- 
еп{з 6рашх А сеих Чи саз иЦгазрЬ6г1аие 


а, 
6, =р, 6. = 
Оп аига а1ог$ 
Роб 
й __ ЗВ 75 СВЕ -- ров п: зв 5 _ Шир МЕ __ 45 у 
в 86 (в + 1): ЕЕ ле у 
—— 24 
415 
Розоп$ 
{В л= 
ЧЕ — {п (п=0, 1. ры У =, 7: =\) (10) 
4е зое аие 
Ея: (п=0, 1, 2,...; %=0). (11) 


ие. 


Ветагдооптз дие 1<у,=< п, сошше сеа гёзаМе ппиш61айететь 4е се 


х КОоНоСКоЕЕ 
с + (+ 4+. 
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Роиг &=0, саз игазрЬёгаче, оп а м, =п. 


.п 


ВЕ ‘ Оу ал . 
Гез сое слет а„ 00 а]огз Ч егтлиёз 4е 6, =—"*: 


@в 
а, = @,6.6,6,...6,. (п=1, 2, 3,...), 
4’ой 
а "ООО +) @ +. .-Ф+ь ь р 
Чо ваыт азаььь ре ом Ла 
Рог р=1, 6, =1; с’езф 1е саз 4ез ро]упошез 4е ТевеБусвей (И, (5). Га 
ге@]айопт (8) шопие 4’аШеигз дие, роиг 4ю4е уа]еиг 4е &, 1 6, =6,, оп 
а 6, =6., с’ез{-А-Ч@ге, 1ез роупотез (,„(х) (& ип {ас4еиг 6ра] & 8% ргёз). 
Роиг ^„ оп апга а]огз Гехргезз1оп 


и 002 < 
ЕЕ на НР 11" 


3. Ргорг! 6468 @е ее5 ро]упошез 
Опа 


а ея 
№ из зиррозопз 0 < р=—< 1. Сошше № (п-- 1) > Вл, # 


ибВ ЗВ & Соб 


п-1 — бизн иЕ — ар свЕ (р Е 1) 


оп аига 6,., >6,, с’ез4-А-д1ге, 1ез соп4@Илотз Чи \Ьвогёте 1 зопф уёг- 
Неез. Роиг а ровИлу6 4ез 6, П Гаиё розег 1а сопа оп 


В (п-1)Е 


тя ты ЗВ ПЕ СВЕ 


Чи1 езё загетепь убгИ16е 4апз “1 саз ргёзепф. Тез 26гоз 4е Р,„(х) зопь 
$163 Чапз 1’ицегуаПе (2). 

Ма!1з оп реш аПег раз 1011, еп 4ётот\гапь дае 1е 1Тёогёте П ез\ 
аиз31 уа1!а ]е ропг сез ро]употез. Еп еНМеё, 1а заце (12) 4ез {а„} езь 
сошр1ё {етепф шоповопе. Розопз 


4— 
ЕЕ» 8=1-%  (П=0, 1,2,...), 


п-—1 


а„=а, |] (1—9,) (а >0, 94,>0). 


(1) вы ыы ИЕ. (1—в) (Уи+а— 1) 
- Ч" — Ч Чи. — (м т 


Ала —=АФи — А _ 9-2) [@-и»з) Чиа) С т) Сыза- и] 
вы Н ат) а) А 1) | 


От 
= 
та т (+ 1) Е ЗВ пЕ 
допс 
(1—р) 3ВЕЗ$В 2 
238 (п - 1) 538 (п + 2)= ? 


А Ч» = 
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(1—0) 362 Е 3В 28 св (п + 2)Е 


= 
п мп -+ 1 ЕЗ (п + 2)ЕЗВ (п + 3) Е ? 


оц 
А <> Ань: Аа Аа 9" 
9. = ИЕ Ч ть Чп› Чи — ав 4» 


Сотше 4, > 0, 44, > 0, оп ге 4е 1а ргепуёге 4ез геайопз ргёоб- 
Четцез ие Д® 4, > 0, её аз 4е зице, А” 4„>0, рошг Ё=0, 1, 2,... 
Га зесопде 4ез ге]а\мопз 4е 101% & 1’Беиге тшотите а1огз 4е ]а шёше {а- 
$0п* де 1’оп а аизз1 Да, > 0, её 1а зиме {а„} езё сотр\етепть то- 
пофопе. [лез ро]упошез Р„(х), 41 сопйеппепф, сотше саз рагисиегз, ]ез 
роупотез иЙгазрЬёг1аиез, {ойги1ззеп ип ехешр!е 4е ро!употез ог{Воро- 
паих 401% ]ез 26гоз з0пф зИиёз Чапз 1’ибегуа\]е де Зиеез— МагКо!{. 


Ал зи]её 4е сез ро]упошез Р,„(5), оп реш епсоге зе ргорозег де свег- 
сЪег 1епг ехргезз1оп ехрИсЦце, 4е шёше дие ’ицегуаПе её ]е ро14з 9’ого- 
50па11ё. Гез ро]употез Р„(х) опё Гехргеззлоп ехр|сце 


Я 
0” 0..0 0 
1 


Р„ (1) = 0 Е 


ооо + соо ооо 


Гез ргеплегз ро]употез Р,(х) зопё (ауес а, ==1), 


Рь (2) =1, 

Р, (1) =2 6х, 

Р, (5) =46.6,1° —^,, 

Р»ь (2) =86.6,6,1° — 2 (6.^, Е 5;^,) х, 

Р. (1) =166.6,6,6,2“ — 4 (Б.Б, А.Н В.Б, ^,  6,Б,^,) 2-Е А.А, 

Р, (1) =326.6,6,6,6.2° — 8 (6.6.6... 6. Н.Б, 6.^, 
+, 6. ^,) 2 +2 (Б.А. Н.Л, ^,) х. 


Га диезйоп ди ро1Чз езё гёзоше, еп рглшслре, раг 1е ргоБёше 4ез 
потеп{з. 51 Гоп {ац 


С, = \=* 4% (2), 62,1 =0 (у=0, 1, 2,...) 


сев шошепз зегопь 4®егиииёз 4е ргосВе еп ргосВе раг Р.„ (с) =0, ой ’ой 
а, 4’ипе {асоп зушЪо!1ате, (с) = с». Без !отти]ез ргёсёдетиез Чоппеп, 
раг ехешр]е, 


2160 тит. (Бойз -- 64) Алсо 


СЫ › Е ыыы 6. 


* Соштопцег, ропг се га1зоппетеп&, 1. Ре]ег, (*), р. 28—29. 
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Ма!з, 4’ипе Гасоп ехрИсИе, оп пе решф раз еп Игег 1а 1опсйоп $(5) 
п1 1а стапдеиг рг6с1зе 4е ]’11щегуаПе 4’огВовопа1 6. Зиг 1а даа 6 4е се 
пцегуае оп реш оБ{4еплг 4ез и{огтайопз дез ехргезз1опз 4е 6, её Х„, 
вотте оп реф 1е уо1! р. е. дапз 1а шоповгарые 4е 7. Звовац*), р. 441. 


Веса 
Видарез* 10 11 1941 
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Э. ФЕЛЬДХЕЙМ. ОБ ОБОБЩЕННЫХ ПОЛИНОМАХ ЛЕЖАНДРА 
(ПЕРЕВОД) 


1. Общие понятия об обобщенных полиномах Лежандра по Л. Фейеру 


Допустим, что дана бесконечная последовательность действительных 
чисел а, а,,..., а, ... С каждой последовательностью {а„} можно связать 
бесконечную систему полиномов Лежандра Р, (с0з0) (п=0,1,2,...), 
определенную следующим образом *. Образовав степенной ряд 


Е (3) =а, а, а, +... а,” .. 


заменяем 2 через гей и принимаем |Р (ге) |* за образующую функцию 
для полиномов Р, (с0$6): 


|Е (ге®) Ур (с0з0) г". 


п=0 
Таким образом явное выражение полиномов Р, (6030) в виде ряда 
из косинусов имёёт вид 


п 
Р„ (с0з 6) = У, ака,—к 003 (п — 2К) 0, (1) 
в=0 
где последний член равен а} или 2а,а,;16088, смотря по тому, будет ли 
п=2у или п=2у--1. Итак, Р„(х) есть полином п-ой степени четный 
или нечетный соответственно при четности или нечетности п. 


Примеры: а) Р (2) = (1—2)-?, а „= (" а ВЕ Тогда Р,„(с0з0) есть 
ультрасферический полином. 


1 
Ь) Е (1) = 1084, еее а Тогда 


сх с03 (п — 2К) 0 
Р‚ (с086) Хао +5. 


* См. Г. Ее}еёг (1). По поводу других цитированных результатов и дальнейшей 
библиографии см. @. Бзевб (*). 
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Напомним следующие две теоремы: 
р а 
Г. ($52е26). Если а, > 0 и последовательность г = 
о @, Чт 
возрастающая, то нули Р„(х) действительные, простые и расположены 
в интервале —1 <х< +1. Если яули будут х,=6с0$8,, то мы имеем 


неравенство 


.... 


1 | 2 
Е 
С ба, п (2) 


П. (Ее}6г). Если а, > 0 и последовательность {а„} вполне монотон- 
ная, т. е. 


„= У (—1)”(, ыы 0 (К пе ое), 
У=0 


то нули Р, (с030) удовлетворяют неравенству Стильтьеса 


(тер (у=1,2....[3]). (3) 


Знаки равенства будут справедливы только для полиномов Чебышева 
соответственно первого и второго рода. 

Для вполне монотонной последовательности {а„} условия’ теоремы Г, 
очевидно, выполнены (неравенство Шварца) 


2. Условия ортогональности обобщенных полиномов Лежандра 


Для того чтобы найти эти условия, мы воспользуемся следующей 
теоремой (*): 

Для того чтобы последовательность полиномов Р„(х) (п=0,1,2,...) 
была ортогональной, необтодимо и достаточно, чтобы имело место 
рекуррентное соотношение 


262 Р, (2) = Ра (2) А.Р, 1(2) (п>4, *>0). (4 
Если Р„(х) есть полином Лежандра, то 
Чт» Е? 
ет. 0.2.) 


Заменим в (4) 


Ри (2) = о ака»-к Тл—эк (т), 
к=0 
вспомнив, что 
2х Т» (1) = Ти+1 (2) + Тл-1 (1). 
Тогда 


0. >> Ч @п-в [Ти-эи+а1 (1) + Ти-2ь-1 (1)] == 
А—о Е =. 


= Урала ии Гиза (2) № УХ акал-н-1Ти-эл-1 (5), 


№=0 =0 
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$» № (акак_к Е ак—1@п-п+1) Г.-2и+1 (5) = 


ъ-+1 


= > (ава па -Е Ап@к-1@,-к) Тп-эи+а (5), 
®—=0 


где а_,=0. Отождествляя в обеих частях равенства коэффициенты при 
Т,—2к+1(1), получим 
Ь„ (ава-к | ак-1@п-ь+1) = ак@в-к+1 | Ам@к-1@п-в 
или, деля на @ь_1@в_ь, 
[2 (Бь-1 Зе Вик) == 16 ть Е ^», 
что можно переписать так: 
Ав = 6 — (6, — 6%-1) (6„—6и-к) (К =1, 2, =. М). (5) 


Это и есть искомое условие. 
Мы видим, что произведение в правой части равенства не может 
зависеть от Ё, что осуществляется при 


Би, — к -1= бп 


ыиФ, д). (5') 


В дальнейшем мы докажем правильность этого соотношения. Для 
разрешения проблемы, что сводится к нахождению ф,ь и Х„, мы отпра- 
вляемся от соотношения 


= Ви (бань) — Бы -16ъ-ь (= 1, 2, а 
которое напишем сначала для ЕЕ п 1, п 2: 
Ая =б (6„.- +6.) — Ь._ 16°, Ап = ба (6.-2--6,) —6„-26,, 
Аи = (6 п-з-+6,) — и -з6.. 


Ясно, что 6, (а также 6,) произвольно; мы пока положим 6, =0, 
а в дальнейшем вернемся к общему случаю. Тогда получим из трех 
предыдущих соотношений: 


в об Ь о . Б ее би 
О р о — бы’ Л; 55 биз— ба. 
Значит 
1 (6, а— В и. ра (Виа — Ви 1) 
Б _.— аа 1 | и—1 
г Вы: — В, а ыа— В, 
и 
рт Виа (Ви — 6,) = Виа (Би — 61) ее. 
у Ь, (Виа 2х Ь,) ЕЕ 1 (6—2 ЗЕ: В 1) Вы (6 + ре гы Б,_1) ре Ь:6> я 
ИВ 


ы - виа — би 
Из последнего равенства получаем 
(6, т Ь,) (6. -› 5 1) В и16 и => Ь.6, (6. Е 6—1) (6—1 => Ь,) 
=. 3.) 


Если не все 6, равны, То из этого окончательно получаем 


[0 |. 
ь а (п=1, 2,5, 5%). (6) 
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Но так как $, и 6, (и, как мы видим, также 6,) суть произвольные 
количества, мы положим в (6) 


> в _&— № 
оные ОФВ 
и таким образом получим 
В (В =0,.В, =1, п=14,2,3,...). (7) 


с — В! 

Покажем теперь, что если 6, определены по формуле (7), то все 
соотношения (5) удовлетворяются. Можно сразу убедиться, что решение 
(7) в действительных числах возможно лишь при с > 4. Действительно, 
8, определяются при помощи конечной непрерывной дроби. Полагая 


3„=1—№ о 


имеем 


где 


А, =1, 5.=1 В =1—2, 5, =4. 


В, и 5„ определяются как корни квадратного уравнения 


1 
и а-- = 0, 
т.е Е 
ИУ Уе—4& 
о т | 
2Ус 


Положим с=4сй?Е (где как раз с>4). Тогда, замечая, что \ВЁ< 1, 
_а+ 9" — 4—9” 


ИЕ Ша — 20—65 
Аи — 9т+2 16 Е ) Эа 9т+1 ВЕ 
и значит 
а № _ 1210-09 — 60” 1 де 
п в сЕ 2 (= (1—1 6)" 2 (+1)? 


ЗВ (п + 2)Е __ 236 ЕСВЕ _ ве 
35 (п-+1)Е М (ВЕ _ ЗВ (п + 1)Е° 
Окончательно решение (6) дается формулой 


. $8 (п — Е ы. 
=, - (6, 5) ва (п 0, 1. Ри, .). (8) 


В, = 4 65—26 


где &— произвольный параметр > 0, 6, и 6, — произвольные величины. 
Из (8) получаем 
3в(п—1)= (К -2)Е] _ 
и— 61 =(6, — 6.) т ЗВ АЕ — и 
_ (6, — 5) 3825 зв ®- А+ Е 
— ви + Е $В КЕ 


т р _ (6, — 65) $825. ЗВ АБ 
пт 5т+оЕ п -К+ИЕ" 
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Мы видим таким образом, что -(5”) удовлетворяется при. 


(6, — 6%) В 25 о) — 
и ее ЗВ А, 


и второй коэффициент ^„ рекуррентного соотношения (5) определяется 
при помощи (5): 


„0 5х = 
в. ЗВ 25 -+ зВ.(п — 1)Е $В (п — 1) — $В 25 
в НИЕ | беты ] 
или 
Ь —1)Е > 5} —3)=Е . 
= 61+26, (6, ЕН ао (и=3, 4,...). (9) 


Мы видим, что \„>0, если 6, >6.. 

Формулы (8) и (9) дают на основании (4) все обобщенные полиномы 
Лежандра, которые являются ортогональными. Предельный случай &=0 
приводит к 
(6; — бе 12а в—1, 


бы=Ь- +1 А Иа 


Если 26, >В, мы получаем с точностью до множителя ультрасфе- 
рические полиномы. В общем случае примем два первых коэффициента 
равными соответствующим коэффициентам в ультрасферическом случае 


ВыЕаВ 
В. = р, т 
Тогда получим 
16 из 
ь __ ЗВ ПЕСВЕ + осВпЕЗВЕ _ ЗВ тЕ+рВЕ Ч6Е | Р 
ге ВВ (в РЕ — ЛЕ Е ле : 
Е 
= 
Положим 
{В лЕ 
Е = 1» (й—0,.1, ее ТО ей (10) 
таким образом 
ЕЕ (120.1, ЗК: КО. (11) 


Заметим, что 1<\„=< п, что непосредственно следует из 


о Оеене 
1+ (3 + (4 я 


Для #0, т. е. ультрасферического случая, имеем 1, и 


: а 
Коэффициенты а„ тогда определяются из 6, = = 


аъ -- Чо бог. ИЯ: 9...) 
откуда 


до ФО О. - Фа) а. 
Ча о Ча а -а-рно ео (2) 
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Для р=1, 6,=1; это случай полиномов Чебышева (7, (2). Соотноше- 
ние (8), кроме того, показывает, что для всякого значения &, если 
Ь, =6,, мы имеем 6,„=6,, т. е. полиномы П, (2) (с точностью до ‘множи- 
теля равного 6%). в для ^, Получим выражение 


Е (62 5 


и ат») = 7») (1 — 22) [а - 29-Нр’у,,6В* Е |. 


3. Свойства этих полиномов 


Имеем 


1 —о 
= == и 
о 1-Е 1» 


Предположим, что 0 <“ р=<1. Так как 18 (п 1) > № пё и 


$65 Ч, Чит 
6, о „= аа т: ы — 2) сВЕ _ (2 5- 1) 
будем иметь 6,., >6,, т. е. условия теоремы 1 выполнены. Чтобы 
числа 6, были положительны, надо поставить условие 
 _ (8 —4)Е 


в — 25 ПЕ СВЕ ? 


которое в рассматриваемом случае, разумеется, выполнимо. Нули-Р, (х) 
расположены в интервале (2). 

Но можно пойти дальше, а именно, доказать, что и теорема П вер- 
на для этих полиномов. Действительно, последовательность (12) чисел 
{а,} вполне монотонна. Положим 


Чи ,=1— 4 (п =0, в 21) 


у=0 
Имеем 
ОО) 
А Ре. 
Ч» — Чи Ча — (1-Е уы) а +1 › 
р Чи = р и р Чада 
== С г 2) [а Е Ти+2) (ил Е т») р (1 а У») (нео ыЕЕ а] $ 
(98а У) (1 Е на) (1-Е Тина) 
Но 
СВЕ 
т т 5 (о Е и= 
значит 
Ва (1 — р) 3ВЕЗВ 25 
Чт — 53 (® Е ЕЗЬ (в + 2)Е 
—=о 2Е 22 СВ Е 
Ад, = (1 ) $5? ЕВ 25 св (п -+ 2) 


$ (п + 1 ЕЗВ (п + 2) ЕЗВ (п + 3) ? 
или 


Ао 


(2) а (1) РЕ 
А Чи = 1 — рп А Чи, А Чи — Чи. 


Так как 9, > 0, 4? 4, > 0, то из первого из предыдущих соотноше- 
ний следует 4 Ола м АЯ о Оздая =. О, 2,.... Второе из 
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предшествующих соотношений тогда показывает таким же образом *, 
что мы имеем также А” а„ > 0, и последовательность {а„} вполне мо- 
нотонна. Полиномы Р„(х), содержащие, как частный случай, ультра- 
сферические полиномы, дают пример ортогональных полиномов, нули 
которых лежат в интервале Стильтьеса — Маркова. 

По поводу этих полиномов Р,„(х) можно также поставить себе за- 
дачу найти их явное выражение, а также интервал и вес орто- 
гональности. Полиномы Р,„(х) имеют такое явное выражение: 


ЗО або 0 


О О О 


|| 


Первые полиномы Р„(х) таковы (считаем а, 


Рь(х)=1, 
Р. (<) = 2%. т, 
Р, (1) =4 66,4*—Х,, 
Р, (2) =86,6,6,2*—2 (6, 6%, х, 
Р. (1) =16 6.6,6,6,2* — & (6.6. НЫ, , Н.Л, ) 2 + А.А,, 
Р, (2) = 32 6.6.6,6,6.5° — 8 (6.6.6, ВВ. ^, НЫ, В.А, 
+ ,6,6.^,) 2 + 2 (6 А -НЫ Л, А,)х. 
Проблема о весе, в принципе, разрешается проблемой моментов. 
Если положить 


о \ 274$ (т), с. =0 (=0, 4, 2,...), 


то моменты последовательно определяются при помощи Р,„(с)=0, где 


символически (с) = с». Из предыдущих формул например получаем 
тва Янсо С — (бой + ВЯ 1) Алсо итд 
8—5.’ 1662535, Ах 
Но отсюда нельзя извлечь в явной форме ни функцию $ (5) ни точную 
величину интервала ортогональности. О качестве этого интервала мож- 
но судить по выражениям 6, и \„, как это видно например из книги 


Шохата (*), стр. 41. 
Будапешт Поступило 10 Ш 191 


* Ср. но поводу этого рассуждения 1.. Ее} 6г(з), стр. 28—99. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОТТЕТ!М ОЕ Г’АСАРЕМ1Е РЕ$ $СТЕМСЕ$ РЕ [0855$ 


Серия математическая 5 (1941), 255—962 Зее тафетайдие 


В. Д. КУПРАДЗЕ 


К ТЕОРИИ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С ИНТЕГРАЛОМ 
В СМЫСЛЕ ГЛАВНОГО ЗНАЧЕНИЯ ПО КОШИ 


(П редставлено. академиком (0. Л. Соболевым) 


Для одномерного интегрального уравнения с сингулярным ядром 
и с интегралом в смысле главного значения по Коши доказывается 
теорема, аналогичная третьей теореме Фредгольма, и теорема о раз- 
ности числа фундаментальных решений двух союзных уравнений. 


Пусть 1у— простой замкнутый контур, имеющий в каждой точке 
ограниченную кривизну: $ и { — комплексные координаты точек, лежа- 
щих на 1; а($), с($), К (5,8), В(5, 2), }(5) —заданные на у функции, 
удовлетворяющие условию Гельдера; х(5)— искомая функция, также 
удовлетворяющая условию Гельдера. Тогда наиболее общий вид линей- 
ного одномерного интегрального уравнения с интегралом в смысле глав- 
ного значения по Коши будет 


Кз(5) = а(5)9 ($) (5)  [ в(в, 0) ] $04 = 16). 


Обозначив 
К (5, 5) (5) =5(5), ПАКО В =А(ь, 0), 


можно написанному уравнению придать вид 


К (в) = а (5)9(8)—%6 (5) \ [ +445, 0 |0 @=1. (4) 


Я 
Однородное уравнение, соответствующее (1), будет 
° Ко($) =0. (2) 
Уравнение, получающееся из данного путем транспозиции переменных 
в ядре, будем обозначать чертой над оператором; так что союзное 
с (1) уравнение будет 
1 


К9(5) =а (5)$(5) —^ \ Ь (2) [+446 3) ]+04=0. (3) 


Обозначим через Ё и Ё соответственно числа линейно независимых 
решений (2) и (3). 
Теория уравнений типа (1), (2) опирается на следующие теоремы. 
ТЕОРЕМА А. Если 


а? (5) + 2" 6? (5) 50 (ЕТ), (4) 
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то существует оператор Г. типа К такои, что уравнение ГКФ(5) = 
—= Г. } ($) будет регулярным` или квазирегулярным уравнением Ф редгольма 
2-го рода. 

ТЕОРЕМА В. Для того чтобы уравнение (1) приводилось к эквива- 
лентному уравнению Фредгольма, необходимо и достаточно, чтобы 


а ($) Е Ам (5) 
\ а ЕН = 0. (5) 


я 2 


м 
ТЕОРЕМА С. Необходимым и достаточным условием существования 


решения уравнения (1) являются К равенств 


(5) 21 (9) &=0, (6) 
т 
где К — функции %; (5), &=1,2,..., Ё, суть фундаментальные реше- 
ния уравнения Ко(5)=0. 
ТЕОРЕМА О. 
Е —К=2п. (7) 


Из теоремы А следует, что К и & ограниченные числа. 

Все указанные теоремы более или менее полно были сформулиро- 
ваны Ф. Нетером в 1921 г. (*). Но данные им доказательства этих 
‘теорем неполны и чрезвычайно туманны. Кроме того, доказательства 


Нетера неприменимы к ядрам рассматриваемого нами типа, так как 
—5 
я 


Нетер, изучая ядра вида с1° - А (1,5), предполагает ограниченность 


выражения \ \ [А (1, 5) 4541. В нашем случае это условие не выполнено, 


1 1—5 ]? 
ибо интеграл \\ | а ] 414$, как нетрудно проверить, есть 


расходящийся интеграл (*). 

После работы Нетера уравнениям типа (41) посвящался ряд работ, 
в частности, обширные исследования Г. Жиро(*), который, пользуясь 
чрезвычайно сложным и длинным приемом, получает некоторые теоремы 
Нетера. Доказательство теоремы В дано С. Г. Михлиным (*), а затем 
И. Н. Векуа (°). 

Ниже мы имеем в виду дать простые доказательства теорем С и РБ. 


Пусть © (5) есть решение уравнения 


1 
—5 


Го ($) =а (3) в ($) 21 (5) \ [- Ав 5) | в (#4 =0. (8) 


й 
Делая в уравнении (3) замену 


получим 


а (5) ($) ЛЬ (5) \ [—;—4(, 3) в (#) 4 =0. 


т 
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Следовательно уравнение (8) имеет по крайней мере столько же 
решений, сколько и уравнение (3). К числу этих решений относятся 
все функции у 


в; (5) = (5) $; (5), ЕР, 


Число всех решений (8) обозначим через К, очевидно р >. 
‹; ($) 
Ь (5) 


чены и удовлетворяют уравнению (3); значит =. 


Из уравнения (8) следует, что функции должны быть ограни- 


Функции ИБ (5) $; (5) &=1,2,..., А) линейно независимы, и де- 
терминант то им соответствующий, 
Вах $; (5) 9; (5) 4] | +0 о. (10) 


отличен от нуля. Композиция Г. К $(5) может содержат:. полярности 
только ниже первого порядка. Действительно, элементарные вычисле- 
ния показывают, что 


ЕК) = [а* (5) + ее? (99-Х К* (в, 9) (04 


0 
где 


Кр 54) [1 ДьФ (9) А (0% 


{ —5 


Ь (=) И. 

и а (5) А (5,5) | 4. 
С другой стороны, при тех предположениях, которые нами сделаны 
относительно А (5, #) и 6(5), нетрудно показать, что 


Ь (=) ый. 1 
) (93) (2 ") == бы 


т 


А (с, $) 6 (=) Гы 1 
\ {—5 9 |, В< 1. | 


ЕЯ 
Следовательно уравнение 


—а($) А (5, —а(А(Е, 5) | ых 


о а 


(11) 


ГК (5) =Г (5) (12) 
представляет линейное квазирегулярное уравнение Фредгольма. По- 
этому уравнение 

К$(5) = 1 (5) (13) 
может иметь только конечное число линейно независимых решений. 
Аналогично показывается, что уравнение 


КФ(5) =0 (14) 
допускает только конечное число независимых решений; пусть эти 
решения будут 9, (5) &=1,2,..., К). 

Доказательство теоремы С. Пусть уравнение (1) имеет реше- 
ние. Тогда можем написать систему равенств 


УХ: 9: (8) 4 = \ 9, (8) Ко (5) 48 = \ (5) Кз, (5) 4—0, 
т т 
5 Известия АН, Серия математическая, № 3 
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и необходимость условий 


|145) (54 =0 (15) 


доказана. 
Для доказательства достаточности рассмотрим следующие случаи: 
1) [ГКо(5)=0 имеет только нулевое решение (т=0; г— число ненуле- 
вых решений), причем а) Е =0 или Ъ) К-+0; 2) ГКо(5) =0 имеет г 
отличных от нуля линейно независимых решений, причем а) =0 или 
Ь) ЕО. 
1а) г=0, =0. Условия (15) выполнены; из (143), которое разре- 
шимо вследствие условия г=0, имеем Ё[Ко(5) —/{(5)] =0, откуда по 
условию Ё=0, получаем Ко ($) = } (5). 
1Ь) г=0, = 0. Из уравнения (42), согласно с (9), теперь имеем 
Е 
Ко (5) —/(5)= Хе: ($) 9 (5), (16) 
=1 
где с; — определенные постоянные. Умножая (16) на $; (5) 45, интегри- 
руя по 1 и принимая во внимание условия (15), получаем 


р 
Хвие=0 (ви =\ (5) 9 (8) $, (8) 45), 
2=1 т 
откуда, по свойству детерминанта Грамма, имеем с;=0 (#=1,2, ..., №), 
и наконец, из (16) Ко(5) =} ($). 
2а) г 0; А=0. Уравнение, получающееся из уравнения Г. К®(5)=0 
транспозицией переменных в ядре ГКУ (5) =0, имеет г решений; сле- 
довательно уравнение 


КГУ (5) =ГКУ(5) =0 (17) 
также имеет г решений; обозначим эти решения через 9, ($) 
(1=1,2,..., 7). Условия (15) выполнены. Для разрешимости (12) 
теперь необходимо и достаточно г условий 

\ 9.) 2165) 4 =0 (1=4,2,..., 7). (18) 
т 
Эти условия выполняются автоматически; действительно, вследствие 
условия #&=0 из (17) следует Г; ($) =0 (7=4,2,..., г), поэтому 
$5) 2.745) 48 = \ 145) 24,(5)4=0. 
т У 


Следовательно (13) разрешимо, и так как #=0, из Г, [Кф ($) — / (5) =0 
следует Ко(5) =] ($). 
25) г 0, К-Е0. Теперь из (17) следует, что 


2$: (8)= У/енФи®)) 3 Зе Зои 
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поэтому условия разрешимости (12) снова выполнены, так как 


в 


+5459) 48= \ 148) 24,49) @ = Жен | 168). &=0 


т у 1=1 т 


согласно с (15). Таким образом из (12), по условию Ё-Е0, следует 


® 
Ко(5) —1(5)= У 4:6(5) 9; (5); 
+=1 
отсюда, повторяя рассуждения, примененные в случае 1Ъ, получаем 
4, =0, и следовательно Ко (5$) = (5). Теорема С доказана полностью. 
Из наших рассуждений следует, что при выполнении условий (4) 
и (15) уравнение (1) всегда приводится к эквивалентному и разреши- 
мому линейному неоднородному уравнению Фредгольма 2-го рода. 
Доказательство теоремы О. Пусть 


а? ($) №? т" 6? ($) + 0. (19) 


Составим два союзных сингулярных уравнения 


Г 6 (5) ==а ($) ($) Е №Ь (5) \ В а =0, (20) 


-@=0. (21) 


Пользуясь приемом, указанным Карлеманом (*), покажем, что (20) 
эквивалентно задаче Римана: найти кусочно-голоморфную* на плоско- 
сти 2=х--й/) функцию \(2); удовлетворяющую на ‘1 граничному 
условию 

ь а ($) | 1тьЬ ($) т. 

=, ($); 

ТЕБЕ" 4 (8 (22) 
здесь значки а и при функции (2) указывают на предельные зна- 
чения соответственно извне и изнутри. 

Будем искать 1 (2) в виде 

С ПТО) 
и а 
(=) 21 \ *— 9 2 
№ 
тогда на основании известных свойств интегралов типа Коши 


а 1 т т) ©(1) , й вк 1 $(#) 
(Ня 6 Чо = ое 
условие (22) непосредственно приводит для ©(5) к интегральному урав- 
нению (20). 


* Кусочно-голоморфной называем функцию, голоморфную на всей плоскости. 
за исключением точек у, и непрерывно продолжимую вплоть до контура изнутри 
и извне. 

5* 
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Очевидно также обратное: имея решение задачи Римана, будем иметь 
в виде разности 
Ч; ($) — 1. (5) =9 (5) (23) 
также и решение уравнения (20)*. 
звестно, что указанная здесь задача Римана решается олементарнс 


и имеет (5) 1° только нулевое решение, если п< 0, 2° 2п линейно 


независимых решений, если п > 0. Заметим, что решения могут быть 
выписаны в явном и замкнутом виде при помощи интегралов типа Коши. 


Знак п очевидно зависит от коэффициентов а (5) и 6 (5) в уравнении (1). 
Рассмотрим случай 15: 


паки. \ О а (24) 


Тогда на основании сказанного 0б эквивалентности уравнения (20) 
и задачи Римана, которая в этом случае имеет только тривиальное реше- 
ние, заключаем, что уравнение Г. о (5) =0 имеет единственное решение 
& ($) ==0. 

Уравнение (21) теперь будет иметь 2и решений; в самом деле, сде- 
лав в (21) замену 

т ($) =6 ($) © ($), (25) 

приведем его к виду 


а ($) < ($) —^6 (5) \ 2 @&=0. (26) 


Но это уравнение есть уравнение (20), в котором » заменено на 
Следовательно индекс уравнения (26) 


== а \ 4105 Е И 0 (27) 
ий 
и уравнение (26), а вместе с ним и (21) имеют 2п’=|2п| решений. 
Очевидно уравнения Ко (5) =0 иЁ Ко ($) == 0 эквивалентны; ибо если 
бы последнее имело решение ©`(5), не являющееся решением первого, 
то мы имели бы Го" (5) =0, где о’ (5$) =Ко’ ($) + 0, “что противоречит 
условию об отсутствии нетривиальных решений у Го ($) =0. 


». 


Поэтому, на основании легко проверяемого равенства** Г.К = К Г. за- 
ключаем, что уравнение Фредгольма К Г.о (5) =0 имеет А решений $; (5) 
Е Я 

Так как Го=0О имеет |2п! решений, очевидно А = |2п|. Пусть 
К>|2п| и пусть последние |20| функции %,(5) (&=-—|2%|--1, 


К |2п|-+2, ..., №) суть решения уравнения Г,% (5) =0; тогда 
— * . 
А О = (28) 


7=1 


* Речь идет конечно о решениях, удовлетворяющих условию Гельдера. 


** Чертой над заглавными буквами всегда указывается на транспозицию перс- 
менных в ядре. 
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Так как (Е —|2п|) функций 5, ($) (=1,2,....^—|2п|) линейно незави- 
симы, то они не могут быть выражены в виде линейного аггрегата 
меньшего числа линейно независимых функций; таким образом из (28) 
следует > А—|2п|. 


Пусть 9^-|2п |+1 ($) есть какое-либо решение уравнения 


Ко (5) =0. 
Рассмотрим уравнение 


24" (5) = Фипаничи (5). (23) 


Необходимые и достаточные условия его разрешимости выполнены, 
так как уравнение Г, (5) =0 имеет только нулевое решение; но, найдя 
9" (5) из (29), мы могли бы присоединить его к решениям уравнения 
К Г.%(5) =0, которое таким образом имело бы не А, а А 1 решений: 
%, ($), $, ($), ..., Фи ($), $ ($), причем очевидно %”(5) не есть линейная 
комбинация предшествующих функций. 


Из этого противоречия вытекает, что =А—|2п| ила 
ЕЕ =|2п.. (30) 


Можно вести доказательство отдельно для случая п > 0. Укажем его 
ъкратце. Теперь уравнение Г. о(5)=0 имеет 2и решений, а Го(5)=0 
не имеет вовсе ненулевых решений. 

Рассмотрим уравнение К Г, %($) =0 (в отличие от композиции СК, 
которою мы пользовались в случае 1°). Легко убедиться, что компози- 
ция АЁ также регулярна и типа Фредгольма. Это уравнение имеет 
(2п + А) линейно независимых решений. Действительно, 21 из них — это 
известные решения уравнения Г, % (5) =0 (решения задачи Римана). 

Рассмотрим уравнения Г. в; (5) =9,; (5) ((=1,2,..., ®). Вследствие тео- 
ремы А, они разрешимы, и А функций 0; (5). найденные отсюда, будут 
остальными А решениями уравнения К Г. (5) =0. Следовательно уравне- 
ние КГ. 5 ($) =Г Ку (3) = 0 тоже имеет (2 --®) решений; с другой стороны, 
это уравнение допускает только К решений, ибо Г.%(5) =0 имеет только 
нулевое решение. Таким образом А =2п--Ё или 


Е—Е=2п. (31) 
Очевидно равенства (30) и (31) можно объединить в одно равенство 
Е — =, 


где и — целое положительное или отрицательное число, и теорема О до- 
казана. 

В следующей статье мы дадим доказательство теорем А, В, С, В 
для того случая. когда `] есть незамкнутый контур. 


Математический институт Поступило 
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ОЗАММЕМЕА$З О Ма 
Ез мегаеп Пицеста]о]е1сВипоеп 4ег Сез(а 
Кз(в) = а) (8) —№ 666) } еда = 18) (1) 
ип(егзиср, море! у епте о]аце, сезсоззепе ВапаКигуе 131 ипа 41е Епок- 
Иопеп а (5), 6 ($), К (5,1), ($) ег НЫаегзсвеп Ве штечпе веписеп. 

Ез зе1еп Ко(5)=0 ипа Ко(5) =0 яме аззо2 ее, зтеаге Вотозепе 
цесга]о1е1сБапаеп 4ег апоесеЪепеп Агё; А гезр. Ё зе! @1е АпзаБ] 1Вгег 
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Ве\уе1зе Гаг Фе Го]сеп4еп 5842е зесефеп: 

баё2 Л. Риг 4е Г.бзфагкей соп (1) 151 4аз Везейеп 4ег Сесйипвеп 


(в): (5) 4 =0, Е 


по теп@: ипа шпгесйепа. 


ИЛ 18% 
Е—К=2м, 
о 
— а += А (3) 
пн } 918 ($) АВА ($) 
у 
ипа 


250. 
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С. Ф. ЛИДЯЕВ 


О ПРЕДСТАВИМОСТИ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ 
ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ В ВИДЕ ИНТЕГРАЛА ПУАССОНА 


(Представлено академиком ©. Л. Соболевым 


В статье доказывается существование почти всюду предельных 
значений интеграла Пуассона с бесконечными пределами при 1, стре- 
мящемся к нулю, и даются необходимые и достаточные условия пред- 
ставимости решения уравнения теплопроводности в виде интеграла 
Пауссона—Стильтьеса и в виде интеграла Пауссона— Лебега. 


Решение уравнения теплопроводности 


д%и ди 
9н— 1 =0, (1) 
удовлетворяющее условию и(х, 0)=$(х) при некоторых предположе- 
ниях о функции $(5), дается обычно в форме интеграла Пуассона 
+5 (и)? 
аа \-=е. 0 2-0. (2) 
з 2У* У: 


—©® 


Из работы А. Н. Тихонова (') известно, что если для некоторой сум- 
мируемой функции этот интеграл сходится для значений х,, #, то он 
сходится для всех значений х, $, когда {< В. 

Исследуем предельные значения интеграла Пуассона при #->0 и 
условия представимости решения уравнения (1) в подобном виде. Ана- 
логичные задачи для уравнения Лапласа были исследованы Фату (°), 
И. И. Приваловым (®*“), однако отличие нашей задачи от предшествую- 
щих заключается в том, что пределы интеграла бесконечны, что суще- 
ственно меняет метод исследования. Задача, разрешенная в настоящей 
работе, была поставлена А. Н. Тихоновым и при выполнении ее я 
пользовался его консультацией. 

ТЕОРЕМА 1. Если интеграл (2) сходитея для некоторых значений 
1, &, то при 1—0 и (5, #) стремится к $(5х) в тех точках, где ф(т) 
является производной своего неопределенного интеграла, т. е. почти 
всюду. 

Доказательство. Следуя А. Н. Тихонову ("), представим интег- 
рал (2) в виде 

+5 
Р(р,)=и(2,)=-— } М9 (61,1, 2,, 4%), (2) 


5 
—> 
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где положено 


= 
А». п 410 7: 
м (9 о. $4, 
ОР ен 
Уь 5 — = а 


р й 
причем функция М (&) ограничена. Интеграл (2’) разобьем на сумму 


интегралов 
Хо—= хо-+еЕ со 


не Т-, 


0, Хо—= хо Е 


подинтегральное выражение которых одно и то же, а именно: 


д 
М (5) дЕ Ф ($, 2,1, 2,, 2) Е. 
> 
Оценка каждого из трех последних интегралов дает, что при #-—> оо 
первый и третий стремятся к нулю, а второй —к $(5), что и доказы- 


вает теорему. 


Аналогичная теорема доказывается и для интеграла Пуассона — 
Стильтьеса 
со (х — Е)? 
По — жа 
УЕ 2(е), (3) 


со 


(Е) 


где функция ®(е) ограниченной вариации, е— конечное множество, а 
именно: 

ТЕОРЕМА 2. Если интеграл Пуассона — Стильтьеса (3) сходится 
для некоторых значений т,, &,, то для всякой точки т, для которой 
существует предел 


Ни ©) — 1 (д), 


пе5 ® 


также существует предельное значение Пт и (х,, #), равное }(х,), т. е. 
>00 


предельное значение существует почти всюду. 

Доказательство аналогично доказательству первой теоремы. 

Изучим теперь класс решений уравнения (1), представимых при 
помощи интеграла Пуассона. 

ТЕОРЕМА 3. Если интеграл Пуассона (2) сходится для некоторых 


значений х,, &, то существуют такие положительные числа с и К, 
что 


1Р(2, 6 |е <= (ля 0 <=. 


Доказательство. Представляя интеграл (2) в виде формулы (2”) 
и пользуясь тем, что функция М (Ё) ограниченная, будем иметь 


в [4 [4 


А так как ®(55,1,х., 1) — положительная функция, то 


хц — хп 
> 
0 


С 


95 


У 'Р. АВНЕНИЕ ТЕ ПЛОПРОВОДНОСТИ 265. 


Следовательно 
та -— 20 
ва е 0, 
т р 
откуда 
‚ —сх2 К 
Ре е ан 
|Р (2,1) | д я 


ТЕОРЕМА 4. Если интеграл Пуассона (2) сходится для некоторых 
значений х,, &, то существует такая соцзь с `> 0, что интеграл 


Це“ Р(, 142 < (М, (4) 
м 
т. е. что интеграл фе Р(,1) 4 сходится равномерно относитель- 


но &, О < -—з,, для всех х. 
Доказательство. Левая часть выражения (4), которую мы 0бо- 
значим через /, может быть представлена в виде 


со со 
т 
1=— \ МАО &- |} МВ &=Е+Ь,, 
Ни — со 
где — б- 9? > == 08 
Уь а (20 —5) вы" 
А =—2 я. е р \ е ах, 
— 00-0 © (5-8 
Е 
ВХ оса ИбеиЯьи(гепльетилоьы Себя 
Г 
у: Ю ь 
Оценивая интегралы /, и Г,, мы 
|, | < ©0186 - УЕ т сы) ах, 
М 
со (х — хо)? 
— а№ — сх? + — 
|1, < вот. ( + ге 4-0 др). 
м 
Отсюда можно видеть, что как |/,|, так и |/,| стремятся равномерно 
к нулю при ЛМ- с при всех &, &<&—®, (эта оценка справедлива для 


любого М, в частности и для № =0). Этим теорема доказывается пол- 


ностью. 

ТЕОРЕМА 5. Для того чтобы и (1,1) > 0, положительное решение 
уравнения (1), определенное в области О <<, —© <х<-о5, могло 
быть представлено в виде интеграла Пуассона — Стильтьеса 


© (&— в? 
Ча 
Ей ЕН, и —=е 4$ (е) 
ира ( 
с помощью функции Ф(е) с ограниченной вариацией, необходимо и 0д0- 
статочно, чтобы существовали такие с, Е и 8(№), что 


— сх Се к 
Е \ ^ и, 042 <). 


м 
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Доказательство. Положим 


ф (е, =) = \ и (т,=) ах, 


где е— любое открытое конечное множество. Семейство функций о(е, ) 
образует последовательность аддитивных, неубывающих, равномерно огра- 
ниченных функций. Это семейство будет компактным, следовательно 


Па $ (е, =) = $ (е). 


п-со 
Рассмотрим функцию 
со : (х — 5)2 
1 4-е) : 
Ри = = \ —е и (&, г) 4. 
буи (Е, °) 


В силу условия теоремы и теоремы единственности (") будем иметь, что 
Р(х,)=и(х,0) для = <<&-—е,. Тогда замечая, что 


ее ЕЕ 
Е 49 (е) = Вт т р уе 49 (е). 
Легко доказать, что разность 
М С 
нь ““ 4$ (е) 


стремится к нулю при М -> со, что и доказывает теорему. 
Выведем, далее, необходимые и достаточные условия для представи- 
мости решения уравнения (1) в виде интеграла Пуассона — Лебега. 
ТЕОРЕМА 6. Если и (х,#) — решение уравнения (1)— удовлетворяет 
условиям 
0 
1) шахи (те “^ ОЕ 2) \ ш( бе “ 4&< (М), 


тах 
0<1< у: Ум 
где си ЕЁ — положительные константы, и если кроме того функция 


Е (е, ®) = \ и (х,е) ах, 
е 
— равномерно абсолютно непрерывно, то функция и(х,ё) представима 
при помощи интеграла Пуассона — Лебега 


© — Иеоыву 


1 4 
ух рее 1 (Е) а 


= 


для всех 1, О<1<&-—в. 
Доказательство. Как и в предыдущей теореме, в силу ком- 
пактности семейства функций Ё (е,е„), устанавливаем, что 


то Е (е,в„) = (е). 


Предельная функция ф(е) будет аддитивной и абсолютно непрерывной, 
$ (©) 


следовательно Пт 
пе$ ® 


—=1(=) почти воюду, и $(е)=\ / (2) 42. Тогда 


е 
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и (т Е \ а ее. м . й 
9 зу У. 7 (5) & 


Обратная теорема. Пусть решение уравнения теплопроводности 
и (х,ё) представимо в виде 


со (х-— Е)? 
(= у р" “ре. (5) 


Предполагая этот интеграл сходящимся для значений х., &,, а функцию 
у (5) суммируемой на конечном интервале, докажем, что 


Е (е,*) = (и (2, =) 4 
е 
есть равномерно абсолютно непрерывная функция множества ес (— А, А), 
где А-- любое фиксированное число. 
Доказательство. В силу равномерной сходимости (') интеграла 
(5) относительно хи $, при &<&-—$,, 4’<х-<1”, имеем 


М 

Л с 1 Е 

= РС 41 

или Пт \ (2,1) 42 = На р а \ о ат. 


Вводя характеристическую функцию, получим на основании теоремы 1 


Ни и (2,0) 42 = 7%. (6) 


1->0 
е 


е 


е 


Выбрав далее 5 > 0 так, чтобы, при тезе < 5, | \ 1 (2) ах | < 2, будем 


е 


иметь 


\ и (2, а== \ [и (2, г) — / (212+ \ 1 (2) аз. 


В силу предыдущего неравенства и равенства (6) получим 


Е(е, г) = \ и (тв) аа =1, 
е 
что и требовалось доказать. 
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$. ТЛЮЗАЕУ. ОВЕВ ПОТЕ БАВЗТЕРГВАВКЕ!Т БОЕВ 10$0№6 
РЕВ УАВМЕГЕТОХКОСРЕСНОМ@ БОВСН ОА Р01550М5СНЕ 1ХТЕСКАГ 
РОЗАММЕМЕАЗЗОК@ 
ле Гозипе Чег УУ&гтее оп: е1сВито 
д =0, (1) 
41е 4ег Ве тоиио и (х, 0) =©(х) зепаоё, хм зехбвиНсь, атцег зе\у1ззеп 
Уогаиззейтапаеп ИБег 41е РипкЫоп ©(х), ЧагсВ Чаз Ро1ззопзефе [иесота] 


ея - («82 
Ву анх фи омижАдото, их 2 
и (2, = т УТ? 94  (<0) (2) 


дагоезе(. [п ег уогПесет4ел АгЬе\ уег4еп @1е У’ег(е 4ез Ро1ззопзереп 
Пиеота!з Гог $ —> 0 ипа а41е Ве1теипоеп г Че РагзеПагкей 4ег [05а 
уоп С]есВапя (1) 1} Чегагйоег Когш ап(егзисВе. 

ТНЕОВЕМ 1. И’епп Гоезгай (2) т етве Иеще т, & Копоегвет 
151, апп вейё и (х,р) г + —>0 гп аЙеп аепуемвеп РипЁеп вевеп © (5), 
п аепеп ® (х) @е АШейипе затез ипфезиттаеп Пиерта[$ 154, 4. №. }а5& 
ибегаЦ. 

Ет апа|осез ТНеогем хита г Чаз Ро15зоп—Биеез’зсВе Пцеста| 
(5-2 


Ра = Ее! =9%(е) (3) 


рехзлезеп, ип4 и\аг: 

ТНЕОВЕМ 2. Иепп 4а$ Ро1550оп—5 иейуез’зсйе Пертщ (3) иг ее 
Уеме ту, & Копоегаег, 4апп ежзиета рт уедеп Рип х, г 4еп агег 
Степзуегр Ит у) еха5нег, 4. й. }а5$1 ибегаП, 4ег Степатет 
Вт и (52,0 @еей }(х,). 

ш 4еп Твеогетеп 3 ип4 4 м4 сезе1оф, 4азз ез пп ЕаПе 4ег Коп- 
уегоеп2 уоп (2) г еше Уеме х,, &, зо]сБе Копзатцеп сип4 К, еотбззег 

- со 
. о К . у э 
а15 Ми, э161, Чазз е-<^* | и (2, #) |< Ут 156 ип 4а$5 \ ео аа 
11 Берао ауЁ Е, О= {= —е, г аПе х ®есрт&з 1 Копуегалегу. 

ТНЕОВЕМ 5. Рё’ @е ОПатздеПагкей 4ег розисеп, ат Сейме 
0<1=&, —©х<х< {о 4ейшемчеп Г.0зипе и(х,1) соп Сасрипв (1) 
Читсй аа; Ро15з0п — Упеуеззсйе Гпдертай (3), ти аег Еипкиоп х(е) гоп 
безситапмег Уатайоп, 15% Це СМиркей аег Ведйтвипвеп соп ТАеотет 3 
ип 4 потер ипа шпгесйепа. 

ТНЕОВЕМ 6. У’елп 41е Г.0зипе и(х,1) аег Сесфипе (1) [еепаеп 
Вефйтвипвеп вепивг: 


тах арок <” ее 
1) затей” ре < РНК 2) \ и (х, 1) е-<^* 4х < т(М), 
м 


то с ипа Е Копатще ртдззег аз № та, ипа &е Еапкиоп Е(е, в) = 


А и (х,е) ах Шасптазие абзоша ен 151, аапц, Капп аи (х,&) г аЦей, 


е 


0 = {= &, — з4игсй 4аз Рог550п — Гефезвиезсйе Гиезта! (2) дагвезе 1 тег4еп- 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОСЬЕТ1М БЕ ГАСАРЕМ!Е ОЕЗ ЗСТЕМСЕЗ$З ОЕ ГОВ$$ 


Серия математическая 5 (1941), 269—276 Земе та\пётаНаче 


К. С. ЕРМИЛИН 
ОБ ЭКСТРЕМУМЕ ИНТЕГРАЛОВ В СЛУЧАЕ РАЗРЫВНОЙ 
ПОДИНТЕГРАЛЬНОЙ ФУНКЦИИ 


(П редставлено академиком ©. Н. Бернштейном) 
В работе устанавливаются необходимые и достаточные условия 


экстремума простейшего функционала при специальных условиях раз- 
рывного типа. 


Настоящая статья посвящена вопросу об экстремуме интеграла 


= уе, ууу аь 


когда /(х,у,9) есть разрывная функция 9. Ограничиваясь рассмотрением 
простейшего разрыва, мы приходим к задаче, близкой к той, которая 
была нами разобрана в статье (т). 


1. Определения 


Пусть функция }(5,9у,9) определена для 0 = $ < 2* в области В (х, у) 
и подчинена следующим условиям: 

1° В интервале 0 < $3 < Жж и при всех х, у, принадлежащих области 
В (х, 9), }(х, 9,3) непрерывна вместе со своими частными производ- 
ными до третьего порядка включительно. 

2 Существуют пределы 


(зу; == 0), Ибину ак 0); ПЕ 0) = Че, +0) = 0. 


3° Значение /(х,у,0) отлично от {1 (х, у, +0) и /(х, у, 2=— 0); будем 
считать, что 


(а, у, 0) = И (ту, 0-1, у, ж— 0}. (1) 


4° Функция }(7.9,0) и ее производные первого и второго порядка 
непрерывны *. 


* Преобразованием переменных к предыдущему приводится также случай, 
когда ](т, у, 8) претерпевает разрыв непрерывности при $ = (х, у), не равном 
нулю тождественно (если функция $(х, у) однозначна и удовлетворяет необходи- 
мым условиям непрерывности). 
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Нас интересуют условия, при которых экстремум интеграла / реали- 
зуется кривой, содержащей конечные отрезки прямых х=6015%. 

Примем обозначение 9} (С) для множества кривых С, которые опре- 
делены следующим образом: 

14° Кривые С принадлежат области А (5,9), непрерывны и имеют 
всюду, за исключением, может быть, конечного числа точек, непре- 
рывно вращающуюся касательную. 

2 Кривые С соединяют заданные точки А и В и составлены 
из отрезков Р.Р; прямых х=00тз: и дуг Р,.Р,, Р.Р. ‚, не содер- 
жащих отрезков прямых х = с0пз6, #=1,2,.... п(Р, и Р,., суть соот- 
ветственно точки Аи В). 


3° Точки Р;, Р; расположены соответственно в окрестности точек Р?, 

?, из которых точки с общим индексом имеют общую абсциссу. 

Если некоторая кривая сообщает интегралу [ экстремум, то любая 
ее дуга с непрерывной касательной, не принимающей направления $ = 0, 
должна быть экстремалью интеграла / в обыкновенном смысле. Будем 
обозначать через @© те кривые множества 9} (С), которых дуги Р, Р., 
Р.Р.,, суть экстремали интеграла Г. Пусть точки Рз, РЗ определяют 


кривую б,. Направление экстремалей Р°,Р°, Р?Р°., всюду и, в частно- 
сти, в каждой из точек Р“, Р° отлично от направления 8=0; поэтому 
точки Р°, Р° суть угловые точки кривой ©,. 

Рассмотрение условий, при которых кривая ©, реализует экстремум 


интеграла / на множестве 9} (С) и составляет задачу настоящей работы. 


2. Условия в угловых точках и знак функции Вейерштраеса 


Пусть кривая ©, есть решение нашей экстремальной задачи. При- 
нимая для функции под знаком интеграла / обозначение 


Р(Р, 8) = /(х, 9,8) Уз? у”, 
где Р — точка (5, у), мы вследствие равенства 8/=0 получим условия 
0 (1,81) =0 (Р1, 83°) =0, 


в 


м ее р 
РР Ро 25-9 о) 


Здесь 
((Р,3)=Е,.(Р,3)—Е(Р,0), У(Р,3)=Е,,(Р,3)—®,(Р), 


| (2, у, 0)ау=«(Р)—®(Р); 
РР 
РР отрезок прямой д = с0пзё, $ — направление экстремали _в точке Р; 
Е.Е, — частные производные по указанным аргументам; Ё(Р,0) 
определено на основании (1). 
Рассмотрим вопрос о связи между условиями (2) и условием по- 


стоянства знака вейерштрассовой функции @ на экстремалях РБ; 1”, Рорз 


141* 
Будем считать, что х’>0 вдоль экстремалей Р.Р РР. 
Если последние доставляют интегралу [ минимум относительно близких 
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кривых, соединяющих те же точки и ограниченных неравенством 0 < $ < 0, 
где $ <69<2т ($ — направление экстремали в точке Р), то функция 


© (Р,3,3) Вейерштрасса на этих экстремалях должна быть неотрица- 
тельной для всех направлений 0 < $ < 0. При $ положительном и стре- 
мящемся к нулю имеем в пределе 
0 
6 (Р°,, +0) =Р(Р”, +0) Е,, (Р°, 85°) > 0, 
о 30 о т ро 9 
@(Р, 9, 0) = р (Ре, +0) К, ("0 >0 
Равенство здесь исключено на основании условий (2). Сопоставляя 
последние с написанными неравенствами, получим 
АВЕО. 850), во) (РО). 
Когда значение /(х,у,0) определяется равенством (1), должно быть 
Ат, у, +0) > 1 (т, у, 4=—0). {3) 
На основании (1) вместе с тем заключаем, что на каждой из экстре- 
малей Р®,Р°, Р°Р° 


+1 
ного знака для всех направлений 0 = 2; при $, достаточно близком 
к 2т, в точках Р°, Р> ес значения отрицательны. Следовательно, в нашей 
задаче речь может итти только 0б ограниченном минимуме. Однако 
в отличие от задачи, упоминавшейся в начале статьи [см. ('), стр. 13 

158 — 159], здесь не исключен минимум относительно кривых, для которых 
касательная принимает направления, сколь угодно близкие к #=0. 


функция Вейерштрасса не сохраняет положитель- 


Таким образом, не исключен важный случай минимума, когда дуги Р;_.Р,, 


Р.Р... конкурирующих кривых С ограничены неравенством Оу < л. 


3. Поле кривых © 


Рассмотрим множество значений интеграла / по кривым ©, из которых 
каждая определяется точками Р, (х;, у;), Р; (1... Для краткости записи 
введем в области точек Р°, [° вместо д, у новые переменные Ё, у [см. ('), 
стр. 138 — 140]: 

= Г#Ъ я:—9> № =В,— т: —в ) 
где индексом ° отмечены значения и в точках Р”, р кривой ©., 
а В обозначает постоянную интегрирования в общем интеграле урав- 
нения И (Р,9)=0; в точках Р°, Р° можно принять 1. В новых пе- 


ременных условия (2) будут: 
9—0 =0, У\№—%№=0, 


где 
0=0(Р,3), У=У(Р,8)+0(Р, 3) 48; 


ты 
10° и пр. соответствуют значениям &,=1,;=7,=0. Имеем 


И 
1 д = . д 2 Эт 
Та тнт + 


$ =1 
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Здесь г— остаточный член; 8, 8,, как функции переменных $;, \;, 1, 


определены на семействе экстремалей, соединяющих точки 
о ыы. И 
Р; =; Уи, СНЕ 


о р ео Е а 
Р;-, Я. =91,.. “6,1, И = Са +в 
== 1: 


Отметим, что 


й А’ (2) 
9% о, = О Г В (р. $.) а» 


А; (2;) 
где 0%.) — частная производная от 0 по 1, вычисленная при постоян- 
д 
ном %; А,(5) — интеграл уравнения Якоби. Производные 5: т. 5 У 
[2] 
не содержат А; (2;). Полагая >. 03 + 0, мо’ = 0, получим 
1 
` й. #1). Не 
к у‘ в} К 
15—16. == — о р > А У.) 
” я 2 
1 = д :] 
0 То г. №. О жи, 0 
РЯ а ан?) (в ОН 6) +. 
Е: | 
а Ст, 
В случае минимума 7 на кривой б,, имеем 
Е. Ва 
70 : 70 
9 (у у (=) 8) 
92 # #) а го ] Е = У, | 
90: эт 6: (4) 
Э то Е 
эко: > 0, 20:30, } 
и следовательно, 
д т 
5—9) >0. 


Полученные условия показывают, что теория поля кривых  осно- 


вана на рассмотрении поля, построенного для каждого звена Р*,Р°Р°Р°, 
кривой @©,, взятого в отдельности. Свойства же этого последнего поля 
аналогичны свойствам поля в экстремальной задаче, указанной в начале 
статьи [см. (*), стр. 144 — 150]. 


Для того чтобы поле возможно было построить, должно быть 
о Это 
де 0+ 0, Е 9+ = 0. 


Назовем сопряженными на экстремалях Р.Р”, РР. точки Р’(х’) 


ыы * еы ЕЯ гея 
Р;(т,), < х, 1; > я), гдех,, 2; — ближайшие к 1’ нули интегралов 
А, (5) и А, (5), связанных равенством 
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Из (4) вытекают необходимые условия 


0 0 
7:1 => п 1+1 = #) 


где точка Р,(7,) сопряжена точке Р°, а Р”(Р,) сопряжена точке в 


4. Доетаточные уеловия минимума 


ТЕОРЕМА. Если 

1° в угловых точках Р°, Р° кривой ©, выполиены условия (2); 

2° выполнены в строгом смысле неравенства (4); 

3° на экстремалях Р°,Р°, Р®Р®, соблюдено уеловие @(Р, 3,8) > 0, 
где 9 — направление экстремали в точке Ри 0<#< 1 (0— постоянная, 
заключенная между 8 и 2), — то справедливо неравенство 

Тв < [с (5) 
для всякой отличной от ©, кривой С, для которой 

1° точки Р,, Р; и дуги рр. Р.Р;., достаточно близки соответ- 
втвенно к точкам Р°, Р’и дугам Р°,Р°, РР, кривой ©, и 

2° дуги Р.Р, Р.Р.,, ограничены. неравенством 0 << 0. 

Теорема следует непосредственно из предыдущего изложения. 

На основании (1) и (3) заключаем, что неравенство (5) распростра- 
няется также на кривые, которые не принадлежат множеству 3} (С) 
и аппроксимируют кривые С так, что в окрестности отрезков Р.Р; для 
них имеет место неравенство 0 =} <, где е достаточно мало. 

В случае, когда / (х, у, 0) = О тождественно, мы, выбрасывая отрезки Р;Р, 
из состава кривых С, будем иметь разрывную кривую б,, реализующую 
минимум интеграла / на множестве, составленном из разрывных кривых (` 
и непрерывных кривых, которые их аппроксимируют. 

В нашей статье ('), стр. 136 и 159, было замэчено, что разрывная 
экстремаль, которую рассматривал А. М. Размадзе в известной его 
работе (”), не реализует, вообще, сильного экстремума. Мы можем 
теперь сказать, что этот недостаток разрывной экстремали устраняется, 


ея а 
у 
"р \ Е( ху, а ) =, 
51 
который изучался Размадзе, требование 


11а Л5= Л, 
оО 
где С — непрерывная криваЯ, аппроксимирующая разрывную кривую (°. 


если снять с интеграла 


5. Пример 
Пусть при 0<%<2= функция Р(Р,9) под знаком интеграла / 
задается в форме 
Е(Р, 8) =%(т, 9) (& (и) 8" Уз -у”, 
где 5 (и) непрерывна вместе с первой и второй производными; и — рх-{ 9; 
т, К, р, 4— постоянные, т > 0; Е(Р,0) определяется на основании (1). 
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Примем 


тонн 


Тогда прямые у= сопзё будут экстремалями интеграла /. Исследуем в 
этом случае экстремальные свойства ломаных линий, составленных из 
отрезков прямых у= с0пзё и прямых 5 = сопз!. Полагая 


д’? + И == й 
имеем 


Е, (Р, 3) = тар Риь (Р,8) =$ (т, у) {8"—* (т (т — 1) + 8°) 5 (и) + ®}. 


Обозначим о 1 наименьшее значение г2(и) в том интервале, где рас- 
сматривается интеграл. Будем для определенности считать [< 0, т= 1, 
р>0, 9>0, и выберем Ё так, чтобы 


(1)"` ‘(== Ра т )1+#> 0, хт-? (т (т — 1) =) 1-Е 0. 
Тогда $ (х. у) Е конечным и положительным и ЁР, (Р, 59) — положи- 
тельным при 0 <$<л. Функция ©(Р,3,3) Вейерштрасса на экстре- 
мали => при 0<<= будет так/ке положительной на основанин 
соотношения 

@(Р, 3,5) = 10 (0-3, (Р,8 +8 (8—8)), 0<:<4. 
Условие { (р,2) —=0 представляется в форме 


(т тт) (ак =0. (6) 


е ми 1 (т- 2? ("-0)1-- ЕО, 


то для существования корней и =и, уравнения (6) достаточно, например, 
существования в рассматриваемом промежутке корней функции 2(и). 
Значениям и, соответствуют прямые 

и, = рх- ву, (7) 
на которых могут располагаться угловые точки искомой кривой б,, 


Если 


52| а 


составленной из отрезков прямых $ =0 и $== . Далее, имеем 


и (Р.: т) =+ (%, и{( а (еЗРОт овее (и) - Неее Ио 


На прямых (7) —их должно быть не менее двух — отсюда получаем 


ОЗОНЕ. 


Следовательно, условие Г (Р, $) —У (Р,3) =0 выполняется тождественно, 


если выполнены условия ((Р,8) = (Р,$)=0. 
Так как на прямых (7) имеем 
—- КР &' (м) 
55 (Р,- =) и» 


д — 
то условие >. (У, —У,) > 0 сводится к неравенству 
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8" (и,) — в (и) < 0. 

Обратимся к рассмотрению поля кривых ©. В задаче указано семей- 
ство экстремалей у = сопз{. Этому семейству соответствует частный ин- 
теграл А=1 уравнения Якоби. Пользуясь этим, напишем для того же 
уравнения интеграл 

х 


ах 
Я ИИ 
\ Ру’ тЫ т) 
с нулем =". Первое из условий (4) принимает форму 


&(ш) 8). 
1 СА (2) ^ 1+ бА(х,) 


где 


Х < %, Хх; Р(1,у,), Р(2,,у,)- угловые точки кривой 6©,. Если 
например 2’ (и,) < 0, г” (и,) > 0, то неравенство (8) выполнено в строгом 
смысле. Вместе с тем тогда выполнены и другие неравенства (4), и мы 


имеем условия, достаточные для минимума интеграла. 
Ленинградский Политехнический институт Поступило 
17 ХИ 1940 
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К. ЕВМИЛМ. $ ОВ 1?ЕХТВЁМОМ ОЕ$ ТМТЕСВ АЕ РЕЗ ЕОМСТтО МЗ 
О15СОМТТМОЕ5 
ВЕЗОМЕ 
Оп еше Г1ицёрга]е 


1= \ (у, 8) Уз ут а, 


С 
> 2’ ОЙ 
В 6099 
У =”? у? о У =" у” 


Га Гопсмоп }(х, у, 9) езь еле роог 0 = $ < Жж дапз 1е дотатте А (х, у); 
еПе ез зоит1зе аих сопа 1018 зиуапцез: 

1° Та Гопсйоп /(5,9,9) еб 1ющез зез 4ёмуёез рагиеПез 4ез 1го1з 
ргепиегз ог4гез 01$ сопапиез 4апз |’ицегуаПе 0 < $ < 2 4пап@ х, уар- 
рагйеппеп( ап Чоташе А (х.у). 


6* 
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2° Тез птице ] (д, у, 0), 7 (х, у, 2= — 0) ехлает(; 
1 (т, У, 2 — 0) = _ У, + 0)=0. 

3 | (т, у, 0) = (у, +0) + (а, у, ж— 0)}. 

49 Та Гопсйоп }(х, у, 0) еБ зез демубез Чи ргеплег её аи зесопа 
огагез зо соппчез. 

Раз се 1тауаЙ оп таце 1е ргоёше де Гехиётитш 4е Ги6огае 1 
Чапз ’епзет ]е 4ез соигез сопплез 41 ]01етеп делх ро1п{4$ 4оппёз А 
её В её чи1 соплеплетф 4ез зестеп(з 4ез Попез х = с0п8(. 

Оп сопз ее ’епзет е 9} (С) Ч4ез соагЪез С, дал 300 а6ёЙплез 4е |а 
тап1ёге эзиуанце: 

1° Тез соигЬез С аррагаеппеп аи доташе А (5,9); еШез зопё сопИ- 
пиез е еПез репуеп ауот ип пошЬте Вп1 4е ро1п{з апоша1гез. 

2% Тез соигБез С ]0о1етепё 1ез рошиз 4оппёз А её В; еШез з0п сот- 
розбез 4е зеотеп(з Р; Р; 4ез Попез х = сопз( её 4ез агсз у И: ВР 
сез Чегилегз пе соплеппепи раз 4е зеотеп(4з 4ез Попез х= сопз; 
ИИ ое 

3° Тез роз Р,, Р; зопё *Ии6з аих епутопз 4ез ропиз Р°, Р; сез 
Чегилегз ауапё ип 1т41се сотшиап оп ипе аЪзс1ззе сошиипе. 

© зопь 1ез соигез 4е ГепзетЫе 9% (С) Яопь 1ез агсз Р.Р; Р.Р... 
зопь дез ех'ёта]ез 4е |’тпибота]е Г; ©, езё ипе 4е сез соигЬез; еПе евр 4етае 
раг 1ез ройпиз Р°, Р*. 

ТНЕОВЁМЕ. 5: 

10 0е5 соотоппвез 4ез ротёз апешаатез Р°, Р° 4е 1а соитфе ©, @ 
1а @тесиоп `4ез 1апзепез 4ез ежтетищез Р’.Р, РР, аих тётез 
ро1т1$ запзрюта аих сопатиютз (2), 

2 & сез диапиав$ ат5 дие 1е$ диапилез А, (23), А; (23) сете аи 
$1; ЗСТ 165 атёрай16$ (4), 

3° 51 [е опр 4ез ежтётаез Р°, Р°, Р°Р°, а Цен (а сопагиоп 


7+1 


© (Р,8, 3) >0, Ох <Ьь 
ой © (Р,9, $) сз (а рютейоп 4е И’еетятазя, $ сатгасфетазе 1а @тесноп 
4е Гедтётае аи ропи Р, 8 ез ипе сопате ртёзе етте $ её 2, оп аита 
Гапееа1е 
Че, 16 
роиг 10и4е соитбе С 4ш зе @зипвие 4е ©, $ С езё аззиуеле аих соп- 
Чоп зшоаттез: 


1° [е5 ротё5 РР; её 1е5 атсз Р_,Р;, Р;,Р.,, зо а55ез соятз 4ез 


рогиз Р°’, Р’ её 4ез атс Р°, Р°, Р°Р°, 4е 1а соитбе ®, @ 

2° 4[ез агсз Р.Р, Р,Р;,, обыйет ГРатевимие 0<$8< 8. 

А]отз Глабоае Тв, < Гоа Пеи аизз1 ропг 1ез сомгЬез С Чи п’арраг- 
Пеппеп раз а |’епзет ]е $} (С) её дал Чоппеп( |’арргохитайоп Чез соигЬез С 
Че 1еПе тап1ёге ди’аих епугопз 4ез зеотепиз Р.Р; еПез убмНет 1тёса- 


160=3 < =, ОП з ез6 аззе2 реф. 
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Л. В. КАНТОРОВИЧ. Определенные интегралы и ряды Фурье. 
Изд. Ленингр. гос. университета, 1940, 248 стр. 


Издаиная Ленинградским гос. университетом книга проф. Л. В. Канторовича 
содержит систематическое изложение части университетского курса математического 
анализа, а именно, теорию интегралов, зависящих от параметра, и тригонометрические 
ряды Фурье. Сообразно с упомянутыми двумя разделами анализа, книга состоит 
из двух частей. 

В первой части изложены несобственные интегралы, интегралы, зависящие 
от параметра. и элементарная теория интеграла Стильтьеса. Вторая часть книги посвя - 
щена теории рядов Фурье. В коние каждой главы приведены задачи, часть которых 
снабжена подробными решениями, а также в конце некоторых глав имеются дополне- 
ния, содержащие теоретические вопросы, требующие самостоятельного доказательства 
отдельных специальных предложений, не вошедших в курс. 

Изложение всего материала стоит на высоком научном уровне, отличается логи- 
ческой стройностью и ясностью и выполнено тщательно со всеми необходимыми 
деталями. 

С педагогической точки зрения я считаю неправильным стремление автора к наи- 
более общим формулировкам теорем, что усложняет их содержание, затрудняет пони- 
мание предложения для среднего студента, в особенности не являющегося по специаль- 
ности математиком, и во всяком случае создает трудности учащемуся в смысле запо- 
минания формулировок. С моей точки зрения, курс классического анализа, читаемый 
для студентов, среди которых большинство будет в дальнейшем специализи роваться 
по механике и астрономии, должен избегать разных тонкостей и деталей, привносимых 
из теории функций действительного переменного, представляющих интерес лишь для 
чистого математика и усложняющих понимание основных идей анализа. 

Безусловно весьма ценная книга Л. В. Канторовича была бы более доступной для 
студента, если бы она не была перегружена деталями и тонкостями в формулировках 
теорем, делающими эти предложения хотя и более общими, но зато и более трудными 
для студента. В частности, я считаю неправильным в основном курсе анализа рассмот- 
рение функций с бесконечными множествами точек разрыва, что составляет содержание 
нурса теории функций действительного переменного, и поэтому излишним введение 
интеграла по Риману в общей его форме. Этим затрудняется для студента понимание 
процесса интегрирования, так как, не усложняя с формальной стороны доказательств, 
в изучение вводится в качестве объекта функция с бесконечным множеством точек раз- 
рыва—понятие, достаточно сложное, которое сознательно может быть воспринято лишь 
при достаточно высокой математической культуре студента и, во всяном случае, после 
усвоения им классических идей анализа. 

Книгу Л. В. Канторовича с успехом можно рекомендовать как ценное учебное 
пособие для студентов университета. В качестве основного учебника для студента, 
впервые изучающего анализ, она, по моему мнению, достаточно трудна, вследствие 
сжатости изложения при обилии содержащегося в ней материала. Существующие 
программы курса анали®а не содержат многих вопросов, разобранных в этой книге, 
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которые в таком полном виде не могут быть пройдены во время, отводимое для них 
учебным планом. Достаточно сказать, что книга имеет 248 страниц, на протяжении 
которых очень сжато излагаются лишь две темы общей программы анализа. 

Заканчивая, я еще раз подчеркиваю ценность книги Л. В. Канторовича как учеб- 
ного пособия, в котором с безупречной логической стройностью и математической 
строгостью изложены важные вопросы общего математического анализа. 


И. И. Привалов 


В. Г. уан-4ег УАЕВОЕМ, Е гоне 11 @1е асефтацейе беошейте, 
Вег\п, 1939,24 7-РУП р. 


Книга уап-4ег У/аегЧеп’а является среди других работ в этой области в известном 
смысле исключительной: с одной стороны, по основным идеям излагаемого в ней 
метода она остается близкой к классической литературе по алгебраической геометрии; 
© другой стороны, в силу необходимости четкого определения понятий и проведения 
доказательств, удовлетворяющих современным требованиям строгости, в ней исполь- 
зуется целый ряд понятий и результатов современной абстрактной алгебры, иногда 
довольно тонких. 

Это последнее обстоятельство иридаст изложению полную прозрачность и свое- 
образную прелесть. Чтобы его оценить, достаточно вспомнить хотя бы «определение» 
понятия общей точки, обычное в алгебраи ко-геометрической литературе, например 
итальянской. Вместо этого «определения», из ноторого даже не ясно, что оно относится 
к неприводимым многообразиям, мы находим у уап-4ег У’аег4еп’а совершенно четко 
сформулированное алгебраическое определение. 

Заметим еще, что в силу самого назначения книги служить введением в алгебраи- 
ческую геометрию, се содержание составляют главным образом общие идеи, а не 
факты. В части общих замечаний по поводу книги мы ограничимся сказанным 
и перейдем к краткому изложению содержания по главам. 

Первые три главы содержат различный подготовительный материал. Первая из 
них посвящена понятию проективного и кратно-проективного пространства. Во второй 
вводится понятие алгебраической функции и приводятся некоторые сведения из тео- 
рии исключения. Нужно отметить, что автор остается здесь на строго алгебраической 
точке зрения, определяя все понятия для случая произвольного алгебраически замкну- 
того основного тела. Глава третья содержит элементарные сведения о плоских алге- 
браических кривых. В частности, довольно много места отведено кривым третьего 
порядка. 

С четвертой главы—«Алгебраические многообразия»—начинается изложение 
основного материала книги. Прежде всего автор несколько обобщает понятие точки, 
вводя точки в обобщенном смысле. Дело в том, что первоначально при рассмотрении 
проективного пространства ›5„ над телом К подразумевалось, что отношения коордикат 
точек есть элементы К. Для целей дальнейших применений от этого ограничения удобно 
отказаться и допускать для отношений координат точек значения из произвольного 
расширения тела К. При этом пространство 5„ попрежнему рассматривается как про- 
странство над К. 

После этого вводится понятие о специализации, сохраняющей соотношения (геа- 
опзтеие Бредайз1егитя). Именно, точка &’ называется специализацией точки Е. 
если все (конечно однородные) алгебраические соотношения с коэффициентами из К 
между координатами & остаются справедливыми, при условии подстановки вместо 
координат Е соответствующих координат &’. Почему здесь важно понятие точки 
в обобщенном смысле, ясно непосредственно. 

Далее вводится понятие об алгебраическом многообразии. Как само определение 
этого понятия, так и доказательство однозначной разложимости на неприводимые даны 
без помощи понятия идеала. Несколько позже в специальном параграфе указываются 
эффективные методы такого разложения. 
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После того как понятие алгебраического многообразия определено, с помощью вве- 
денного раньше понятия специализации вводится понятие общей точки и доказывается 
ее существование для неприводимых многообразий. Попутно вводится чисто алгебраи- 
чески понятие размерности алгебраического многообразия. 

По поводу всей четвертой главы можно заметить, что хотя по содержанию здесь 
излагается, в сущности, то же самое, что и в главе ХИТ «Современной алгебры». 
в характере изложения и даже в самих установках автора произошли большие 
перемены: как уже было сказано, он совершенно отказался от понятия идеала. Кроме 
того, изложение в рецензи руемой книге гораздо нагляднее и геометричнее, чем в «Совре- 
менной алгебре». 

К главе четвертой имеет`я приложение, посвященное специально топологическим 
вопросам, связанным с понятием алгебраического многообразия. Основным изложен- 
ным здесь результатом является теорема о триангулируемости алгебраических много- 
образий в комплексном проективном пространстве. Это приложение стоит совершенно 
особняком и с остальным материалом книги не связано. 

Естественным продолжением четвертой главы является глава пятая—«Алгебраи- 
ческие соответствия и их приложение». Здесь прежде всего понятие алгебраического 
соответствия между точками алгебраических многообразий, лежащих в некоторых 
пространствах (проективных или кратно проективных), приводится к понятию алгебрап- 
ческого многообразия в прямом произведении рассматриваемых пространств. Это 
делается естественным образом: точки многообразия, выражающего алгебраическое 
соответствие, просто сопоставляются парам точек, соответствующих друг другу. Такое 
сведение дает возможность воспользоваться уже полученными результатами отно- 
сительно алгебраических многообразий. В частности, появляется возможность опре- 
делить неприводимость соответствия. Для неприводимых соответствий тотчас же опре- 
деляется размерность и доказывается следующий принцип подсчета размерностей. 
Если между неприводимыми алгебраическими многообразиями М и М размерностей, 
соответственно, аи 6 установлено 4-мерное неприводимое алгебраическое соответствие, 
причем общей точке М соответствует с-мерное подмногообразие М, а общей точке № 
4-мерное подмногообразие в М, то имеет место соотношение а=а +е=Ь- а. Это про- 
стое соотношение в дальнейшем часто используется. Несколько очень изящных 
примеров его приложения приведено сразу же. 

Вслед за определением алгебраического соответствия и выводом основных его 
свойств идет параграф, содержащий приложение теории алгебраических соответствий 
к вопросу о пересечении алгебраического многообразия с линейными пространствами. 
Здесь установлен ряд простых теорем о размерности пересечений данного многообра- 
зия с общим линейным пространством заданной размерности. 

Следующий параграф содержит решение несколько частного, ноинтересного вопроса 
о числе прямых на поверхности третьего порядка. Обнаруживается, что поверх- 
ность третьего порядка, расположенная в трехмерном пространстве и не имеющая 
двойных точек, содержит ровно 27 различных прямых. 


Последние два параграфа рассматриваемой главы посвящены идее введения коор- 
динат в множество алгебраических многообразий данной размерности. Делается это 
в духе статьи уап-4ег \/аег4еп’а и Сво\ (Ма. Апп., ВА. 113) следующим образом. 


Вводится понятие «соответствующей формы» (7иреог4апее Гогт) многообразия. Для 
т 

точки (ро Ра, .... Р») эта соответствующая Форма будет У р;*,‚. Для системы точек 
9=0 


это будет произведение соответствующих форм отдельных точек. Этим понятие соот- 
ветствующей формы определено для нуль-мерных многообразий. Пусть теперь в п-мер- 
ном проективном пространстве задано ”-мерное многообразие М. Берем общее линей- 
ное подпространство Г, размерности п—^л (его уравнения содержат какие-то пара- 
метры о линейным образом) и пересекаем его с М. Пересечение будет нуль-мерным мно- 
гообразием, для которого понятие соответствующей формы уже определено. Пусть эта 
форма будет Е(и). Заметим. что коэффициенты Е(и) есть полиномы и даже формы от о. 
Поэтому Р(и) можно рассматривать как форму от двух рядов переменных и и $5. Эта 
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форма Е(и, о) и называется соответствующей формой многообразия М. Ясно, что коэффи- 
циенты В(и, ©) вполне определяют многообразие М и могут, таким образом, рассматри- 
ваться как координаты М в множестве алгебраических многообразий данной раз- 
мерности. 

В шестой главе заканчивается изложение результатов, относящихся к алгебраи- 
ческим многообразиям произвольной размерности. В ней рассмотрено понятие крат- 
ности (Мир! 718 43Ъест!). Проблема определения кратности ставится следующим 
образом. Пусть некоторая геометрическая проблема приводится к системе алгебраи- 
ческих уравнений, имеющих конечное число решений. Требуется каждому из этих реше- 
ний приписать определенную «кратность», удовлетворяющую так называемому «прин- 
ципу сохранения числа»: число решений, понимаемое как сумма кратностей отдельных 
решений, не должно изменяться при специализации рассматриваемой проблемы, т. е. 
при специализации значений тех параметров, которые могут входить в исходную задачу. 
Автор излагает свои исследования в этом направлении, меняя изложение, принятое 
в серии его работ «мг а1еергалзсве Сеотейге», сравнительно несущественно. 

В отличие от уже разобранных глав, которые относились к алгебраическим много- 
образиям произвольной размерности, материал глав седьмой и восьмой (особенно 
восьмой) касается главным образом теории алгебраических кривых. Седьмая глава 
содержит основы теории линейных систем алгебраических многообразий (главным 
образом групп точек на кривой). Способ изложения по своему геометрическому смыслу 
близок к принятому итальянской школой (см. например учебник Зеуег1). Однако изло- 
жение и здесь остается чисто алгебраическим, так что автор нигде не обращается к поня- 
тию непрерывности. Кроме определения линейных систем и вывода их простейших 
свойств, в этой же главе даются: преобразование кривой в кривую без кратных точек 
($ 45), понятия дивизора и класса дивизоров ($45 и 46). Глава заканчивается доказа- 
тельством двух теорем ВегИп1 о кратных точках общей группы некоторой линейной 
системы. 

Весь этот материал, равно как и тот, который содержится в начале восьмой главы, 
является подготовительным для доказательства одной из основных теорем теории алгеб- 
раических кривых—теоремы Влетапп’а— Косй’а. Эта теорема составляет основное 
содержание главы восьмой. Основная идея доказательства восходит к Ви!’ю 
и М. Мое\ег’у, но в принятом изложении имеется ряд оригинальных деталей, напри- 
мер принадлежащее уап-4ег \Уаег4еп’у доказательство теоремы остатка (Вез{за{#). 

Небольшая заключительная девятая глава книги посвящена анализу особенностей 
плоских кривых. 
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[ И. И. ПРИВАЛОВ | 
К ОПРЕДЕЛЕНИЮ СУБГАРМОНИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ 


Пользуясь обобщенным оператором Лапласа, автор дает условия 
субгармоничности функции. 

Из теории субгармонических функций известно предложение: если 
функция и(0), полунепрерывная сверху в области С, удовлетворяет 
в каждой точке О этой области условию А’и (0) 0, то эта функция 
будет субгармонической в области С. Под А’и (0) в этом предложении 
мы понимаем верхний обобщенный оператор Лапласа, определяемый 
либо посредством осреднения функции по объему шара с центром в точ- 
ке 0, либо при помощи ее осреднения вдоль поверхности сферы с цен- 
тром в точке 0. 

Пусть Е, — замкнутое ограниченное множество точек пространства р 
измерений. Цель настоящей статьи доказать следующую более общую 
теорему: 

Если Е, емкости нуль, то каждая в окрестности Е, однозначная 
ограниченная сверху и полунепрерывная сверху функция и (0) будет необ- 
ходимо субгармонической в области, содержащей Е‚, при условии, что 
Д"и (0) > — со всюду в окрестности Е, ш почти всюду в ней А*и (0) >0. 

Доказательство. Чтобы обнаружить справедливость нашего пред- 
ложения, нам достаточно, вследствие известной теоремы (*?“), доказать 
субгармоничность функции и (0) в достаточно малой окрестности С вся- 
кой точки О,, не принадлежащей множеству Е,. Итак, в области С, 
согласно условиям теоремы, функция и(0) полунепрерывна сверху, 
причем А*и (0) > — < всюду в С, и А"и.(0) >0 всюду в С, за исклю- 
чением множества точек ЕЁ меры нуль. 

Предполагая, что функция и (0) не является субгармонической в об- 
ласти С, мы придем к противоречию. В самом деле, тогда найдется 


подобласть Ш), ОС С, и гармоническая функция 0 (0) внутри ШО, не- 


прерывная в), такие, что будут выполнены условия 


и(0) =0 (9) (1) 
на границе Г области О, тогда как внутри Д в некоторой точке О, 
будет 

и (0,) > 0 (0,) (2) 
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Построим в пространстве функцию лебеговых множеств в (е) со сле- 
дующими свойствами: 
1° в (е) > 0; 
2° »(е) — вполне аддитивна; 
3° в (е) — абсолютно непрерывна; 
40 симметрическая производная функции в (е) в каждой точке множе- 
ства ЕЁ равна -- со; 


в (©) 
50 если « — шар с центром в точке О радиуса г, то отношение РЕ 


остается ограниченным равномерно относительно всех точек О 
пространства и всех г. 

Построение этого примера было выполнено студентом А. Л. Брудно 
следующим образом. Рассмотрим открытые множества О„. удовлетворя- 
ющие условиям: 

оо. 

2 0„—Е, каково бы ни было п > 1; 


(ани: 


1 
3° тез О» = 


ыы 
Пусть /„(0)=1, если ОЕО,, и }, (0) =0 в противном случае. Пола- 


гая /(0)= р [» (0), рассмотрим функцию множества 11 (е), определив ее 
П=1 


при помощи соотношения 


в(е) = { 10) 4» = У] шез(е 0, 


Очевидно 


в (е) = У} шез О, = У. =4, 


1—1 Я—1 


и следовательно, №(е) удовлетворяет трем первым условиям 41° — 3°. 

Покажем, что р(е) удовлетворяет условию 4°. Пусть О, ЕЕ. Для 
каждого п найдется такое х,, что шар ®„ радиуса г, с центром в точке 
О, лежит внутри О„. Тогда, считая г < х,, будем иметь 


со т 

У! тез (®, Ох) У} тез (®, Ол) 

к (®,) _ и = п шез о, 
о гр -- ТР ке: ТР > п. 


Следовательно, для каждого п найдется такое г, =, (п), что при д 


= в (о 
будет я те. 


Наконец, обнаружим выполнение условия 5°. С этой целью, обозна- 
чая через ®, шар радиуса г с центром в любой точке О пространства, 


1 м > 
предположим „—— = Тогда найдем 
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п со 
те (®, О;) тез («, Ох) 
в (®,) _ х, н р . 
—_ аа 


тр-1 гр-1 рР-1 


= 


т = ыы 
=п 


Е (п 4)Р-1 У тез О, < 


#=п-+1 


Я 3 


у ет Ня < С 


каково бы ни было п > 1, где С, зависит только от р. а 


отношение к < Ср для 0 < г=< 1; прил > 1 это отношение < в (®,) = 


те ьь) 


Итак, < С,, равномерно относительно всех точек О пространства 


и всех г, что доказывает условие 5°. 
Образуем теперь соответствующую построенному слою в(е) субгар- 
моническую функцию 0(0)= — \ 8(Р; О) ав (е), где К шар, содержа- 
К 


щий внутри область С, которая будет удовлетворять следующим усло- 
виям: 


а) А*о(0)= + < в точках множества Ё, ибо в этих точках функция 
распределения №(е) имеет плотность, равную -{ с (№?); 


Ь) 45 (0)>0 всюду в области К, потому что © (0) — субгармониче- 
ская; 


с) °(О) конечна всюду в области К. 


ав (е 
В самом деле, достаточно, в случае р>2, показать, что 5 


конечен в любой точке О области К. Пусть О, такая точка. Опишем 


около О,, как центра, шар К, радиуса й, целиком принадлежащий 
области К, и обозначим К = ие Тогда 


\ ав _ \ Яр + \ ав 

О == Е ==) 

270, 2) РР") РО. 

где второе слагаемое, очевидно, имеет конечное значение. Что касается 


ар = 41 (9) 


первого слагаемого, то \ ‚ где / (1) — масса, заключенная 


К\1 РО? С 
внутри шара с центром О, радиуса #. Интегрированием по частям получим 
;- в 
КОМ ( 4 21) 
р АНА ВА ие 4 
К1 йо о 


чем свойство с) доказано. Аналогично доказывается свойство с) в слу- 
чае р=2. 
Рассмотрим вспомогательную функцию 


Е (0) =и(0)-=5(0), 


1* 
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причем выбором числа е достигнем того, что в точке О, будет существо- 
вать неравенство 


Е(0,)>0(0,), (3) 


что возможно осуществить вследствие (2). 

Так как на границе Г выполнено неравенство (1), то Ё (0) —<0 (0) 
на Г. Заметим, сверх того, что Ё (0) полунепрерывна сверху в области 
С. Очевидно Д"Ё (0) не может быть больше или равно нулю всюду в об- 
ласти С, так как в этом случае функция Ё(0) была бы субгармониче- 
ской и, следовательно, неравенство Ё (0) < 0 (0), имеющее место на гра- 
нице области ), было бы справедливо и внутри О), что невозможно 
вследствие неравенства (3). С другой стороны, обобщенный опе- 
ратор 4*Р (0) может быть отрицательным лишь в точках ЕЁ, так как 
вне Е имеем Д"и (0) = 0, А’. (0) >0. В точках же множества Е будет 


4"и(0) > — со, А*5(0)= + со; следовательно, в этих точках А*Е (0) > 0. 
Итак, А*Е (0) >0 всюду в области С. 

Следовательно, функция Р(0) является субгармонической в области 
С, что согласно неравенству (3) невозможно. 


Математический институт Поступило 
при Московском гос. университете 13 ПТ 1941 
им. М. В. Ломоносова 
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|1. РЕТУАГОУ. | ЗОВ ГА ОЕЕЕМГТТОХ О’ОМЕ ЕОМСТТОМ ЗОВНАВМОМГООЕ 
ВЕЗОМЕ 


ПРапз ]е ргёзепё агасе 1е 6огёте зи1уапф езё а6тош тб. 

51 Е, езё ип епзетЪ]е 4е ро1т{з Богпё её {егшё зИае Чапз Г’езрасе 
а р 41тепз1опз её 4е сарасиё паПе, а]огз сВадие Гопсйоп и (0) ипИогте 
аи у0131пасе 4е Е, Богибе зарёглеигетепт+ её зепасоппае зарёмеигетепь 
зега пбсеззалгетет® заББагтоп1аие 4апз ап Чоташе соп{епа Ё, ройгуи 
де А*и (0) > — со раг4юшь Чапз се уо1зтасе её дие Гоп ай ргезале 
раком А* и (0) = 0. 
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А. Л. ШАГИНЯН 


К ВОПРОСУ ОБ АППРОКСИМАЦИИ В СРЕДНЕМ В КОМПЛЕКСНОЙ 
ОБЛАСТИ 


(Представлено академиком С. Л. Соболевым) 


В работе рассматриваются вопросы аппроксимации функций комплекс- 
ного переменного в среднем полиномами и рациональными функциями. 
Устанавливаются критерии полноты и неполноты в зависимости от ха- 
рактера области. В конце рассматривается одновременная аппроксима- 
ция в среднем в двух соприкасающихся областях. 


Пусть В — любая односвязная область, с конечной внутренней пло- 
щадью, на плоскости комплексной переменной &=х-и/. Отнесем 
к классу РЕ, все функции, однозначные и регулярные в В и удовлетво- 
ряющие условию и 

\\1у(=) = ау < о. (1) 
В 
Совокупность всевозможных полиномов будем называть полной в классе Р,. 
если любая функция /(2) из РЕ, допускает аппроксимацию в среднем: 


им | 1742) — 0, (2) а=4у=0, ) 
В 
где {О0„(2)} — последовательность соответствующим образом подобранных 
полиномов. 

Для ограниченных областей со связным дополнением — в так назы- 
ваемых областях Каратеодори — имеет место полнота полиномов 
в классе Р, (1). В случае областей, не принадлежащих классу Кара- 
теодори, доказано, что полнота зависит от метрических свойств 
областей (*, 3). 

Ниже мы приводим некоторые результаты относительно аппрокси- 
мации в среднем рациональными функциями. В $1 мы показываем, 
что существует область, отличная от единичного круга, внутри которой 
имеет место полнота системы полиномов и замыкание которой совпадает 
с единичным кругом *. Более того, существует область, замыкание 
которой совпадает со всей плоскостью, внутри которой все-таки имеет 
место полнота. Аппроксимация в случае второй области отличается 
от первой тем, что в этом случае полиномиальные приближения пред- 


* Мысль о существовании таких областей высказал в устной беседе 
М. В. Колдыиу. 
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ставляют некоторые рациональные функции с полюсом на границе 
области. 

В $2 приводится класс неограниченных областей, внутри которых 
система полиномов не полна. 

В $3, как следствие из предыдущего, доказано, что возможность 
аппроксимации в среднем рациональными функциями, полюсы которых 
лежат на контуре области, зависит от метрических свойств этих обла- 
стей как в случае областей Каратеодори, так и в случае любых обла- 
стей. 

В 84 рассматривается вопрос об одновременной аппроксимации 
в среднем в нескольких областях, имеющих общие граничные точки. 


1 


Обозначим через $(2) одну из функций, однолистно и конформно 
отображающих область В на единичный круг |®"|<1. Пусть $(%) 
обратная функция. Приведем два предложения, необходимые нам 
в дальнейшем. 

1. Для выполнения равенства (2) для любой функции из класса Е, 
необходимо и достаточно, чтобы оно выполнялось для функций 
{$' (2) (2) в=0,1,2, ...). 

Необходимость этого условия очевидна, так как функции {$’ (2) [$ (2)]"} 
(п=0, 1, 2,...) принадлежат классу РЕ, в В. 

Для доказательства достаточности заметим, что так как }(2) СЁ, 
в В, то [$ (%)] $" (®) СЕ, в | %|[ < 1. 

Подберем последовательность полиномов {Р, (%)} так, чтобы 


зе [УФ (#) — Р, (9) аи 45 =0 
1% <1 
или 


ии 1742) — Р.Ф (2)]$' (2)? азау =0. 
|: 
Если для всех функций $’ (2) [$ (2)]" возможна аппроксимация полино- 
мами, то в этом равенстве последовательность функций {Р„[$(2)] $’ (2)} 
(п = 0, 1, 2, ...), очевидно, можно заменить последовательностью поли- 
НОМОВ. 

Пусть {С»} — последовательность односвязных областей, содержащих 
некоторый круг с центром в 2, и сходящихся, в смысле Каратеодори, 
к ядру С. 

Обозначим через $,(2) (9,(0)=0, $’ (0) >0) функцию, которая 
отображает конформно С, на единичный круг, и пусть $(2) ($ (0) =0, 
ф’(0) > 0) отображает С на |%| < 1. 

П. Если через $, (2) обозначить функцию, которая совпадает с $, (2) 


в общих точках областей С, и С, а в остальных точках областа С 
равна нулю, то 


Шиа о” (2) [е(2)}"— 8 (2) (ва (г)"Р 42у=0. (3) 
[© 


И-—со 
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Обозначим круговое изображение круга [®|<1—е (|=| =4) в обла- 
сти С через С. Так как {С,} сходятся к ядру С, тов б равномерно 
_- Ф® (2) [а (2) № =” (=) [9 (2) (п=0,1,2,...); 


с другой стороны, 
пи \ \ Ф' (2) 9" (=) — 8 (2) 8" (2) Разау—0. 


Из этих двух замечаний следует равенство (3). Перейдем к нашим 
построениям. 

ТЕОРЕМА 1. Существует область С, внутри которой система 
полиномов полна и замыкание которой совпадает со всей плоскостью, 
тогда как сама она отлична от всей плоскости. 

Эту область мы построим как ядро некоторой сходящейся последо- 
вательности областей {С„}. За область С, мы примем единичный круг. 

Из окружности единичного круга проведем радиальные лучи с аргу- 


2пр 
р 


жим эти отрезки суживающимися к концам полосками, ограниченными 
достаточно хорошими контурами так, чтобы в области С„, состоящей 
из С, и из этих полос, имела место полнота. Ширина полосок должна 
быть достаточно малой, чтобы удовлетворялось условие, которое будет 
сформулировано ниже. 

Обозначим через х„(2) (+„(0)=0, +. (0) > 0) функцию, конформно 
отображающую С„ на единичный круг. 


ментами 


(р=0,1,2,..., 2" —1) до окружности радиуса В, =". Окру- 


Определим полиномы Р»,(2), Р/„, (2), ..., Ри (2) так, чтобы в области 
С, имели место неравенства 
‚ 7 1 
\ 19. (2) я (2) — Рьь (2) раза < > (#=0, ТО (4) 
(# 


Пусть $3, (2) —функция, совпадающая с $,(2) в С, и равная нулю 
вне С,„. Обозначим 
М. =ша‹|Р,,(5)| при |2|=1 (&=0, 62557). 
Тогда вне единичного круга будут иметь место неравенства (“) 
| Рик (2) | < М» |2" (&=0,1,2,..., п), (5) 
где $„— наибольшая степень переменной 2 в многочленах {Рил (2)} 
{&—=0,1,2,...,п), 

Полагая, что упомянутые ранее полоски построены так, что концент- 
рические окружности пересекают границы каждой из них лишь в двух 
точках, мы будем в дальнейшем достраивать область С„ так, чтобы 
интеграл 


М» Тибр) ре Фр < ег, (6) 
1 


ще. через Г„(р) обозначена сумма центральных углов, соответствующих 
изжтам которые будут отсекать на окружности |з|=р полоски, вводи- 
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мые в дальнейшем (не входящие в С,). Для этого достаточно строить 


полоски, вводимые при переходе от области С„.ри С„,р.:, Так, чтобы 
выполнялось неравенство 


Ь 
1 
М» \ ТИР (р) "НЧ < знань 


1 


где рГФ (2) —сумма дуг, высекаемых этими полосками на окружности 
радиуса р. 
Условие (6) ограничивает лишь быстроту суживания и никак 
не ограничивает форму тех полос, которыми мы будем достраивать С». 
Если обозначим через С область, которая получится из С„ допол- 
нением ее какими-либо полосками, удовлетворяющими условию (6), то, 


очевидно, в этой области С будут иметь место неравенства 


$18; (2) 8% (2) — Рак (2) | 42 4у < уж, (2) 
б 
так как 9,(2)=0 вне С„, а также в силу (5) и (6), учитывая, что 
Т„ (2) р4р есть сумма плоских элементов между окружностями |5 | =р 
и |2| =р-Р ар, входящих в С и лежащих вне С„. 
Продолжая этот процесс, мы получим бесконечную последователь- 
ность областей < С С,С..., каждая из которых содержит предыдущие. 
Обозначим предельную область через С. Эта область будет удовле- 
творять неравенству (5). Следовательно, в С будет иметь место неравен- 
ство (7). Вообще, из указанных построений, очевидно, следует, что 
в области С имеют место неравенства 


\\ |8; (2) 9% (2) — Рик (2) аз4у < м (&=0,1,2,....п; п=1,2,...). (8) 
Но по ранее доказанной теореме 
Ни (1 (2) 9* (2) — 84. (2) 81 (2) Рагу =0, 
Е 
где $(2) ($(0)=0, $’ (0) > 0) —функция, конформно отображающая Сб 
на единичный круг; поэтому из неравенств (7) следует 
т \\ 1$’ (2) Ф* (=) — Рь (2) Рагау=0 (&=0,1,2,...), 
а 


т.е. в С имеет место полнота. Так как, с другой стороны, лучи, 


9 
соответствующие аргументам о (р, п=0,1,2,...), расположены всюду 


плотно, то замыкание С заполняет всю плоскость. В силу неравенств (5} 
сама область С не может совпадать с полной плоскостью. Наше 
построение закончено. 

Аналогичным образом можем построить область, в которой система 
полиномов полна и которая при замыкании совпадает с единичным 
кругом. 
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2 


Укажем теперь класс неограниченных областей, в которых не имеет 
места полнота системы полиномов. 

В области, расположенной справа от оси у, ограниченной осью Оу 
и кривыми у = ае-?<?, у—се-4=Р, (х> 0), где а, с— произвольные действи- 


тельные числа, 6, 4 — произвольные неотрицательные числа и р<-, 
система полиномов не полна. 

Проведем доказательство для области В, ограниченной осью Оу 
и кривыми у, =е->?, у, = —е-=? (т > 0). 

Предположим, что в В имеет место полнота. Покажем, что это 
приводит к противоречию. Проведем кривые 

у= А, У, (0<&, < 1); У=А, У. (0< Е, < 1. 

Обозначим через А, В, и А, В, отрезки, отсекаемые от этих кривых 
прямой х=1 и окружностью |2|=А. Пусть Г означает замкнутый 


Фиг. 1 


контур, состоящий из прямолинейного отрезка А, А, дуги А, В,, кри- 
вой у=К,у,, большой дуги В, В, окружности |2|=В и дуги В,А, 


4 1 
кривой у=А,у, (фиг. 1). Функция г—*@-5", где |=|=1, р<9<ъ, 
регулярна и однозначна на плоскости с разрезом 1 < х < со. Мы дока- 
жем невозможность равенства 


а 2 


Е \\ . 


где р при а, лежащем вне В, очевидно, принадлежит к классу Р.. 
 —@&@ 


Предположим, что равенство (9) выполняется для некоторой после- 


довательности полиномов {Р„ (2)}. 
Составим контур Г, при В > |«|. Тогда 


ее Р, (2) } Ча = деи. 
Г 


Отсюда 


енот. |. Р, (2) | - [481 21-0 


А.) 
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применяя неравенство Шварца, получаем 


ее. Р, (2) 148] >28 >0, 
Г 
где 
вла с? (@-1)1 


т: 14| 


Очевидно, при соответствующем подборе г числа 6 при различных /, и К, 
для кривых Г имеют положительную нижнюю границу 8,. Таким 
образом, для любых контуров С при А >|2| и любом многочлене 
Р, (2) имеем оценку 


9 
\ [ето | х 
Г 


Если допустить возможность равенства (9), то при фигурирующих 
там многочленах {Р„(2)} часть интеграла (10) по отрезку А, А, стре- 


1 
2 Ш 


—Р» (1) |". 1421 =, >0. (10) 


1 
мится к нулю при п-—> со. С другой стороны, так как Ч«5, число в 


можем предполагать таким, чтобы при фиксированном Р,(2) часть 
интеграла (10) равномерно стремилась к нулю на дуге В, В, при 
В—> оо. 

Таким образом, при достаточно большом п получим 


КС Л А 6 
1еее-9° |.“ Р, (2) |". 142 ®. 
А1В1-+ А›Во ; 


Заключаем, что при достаточно большом п 


\ [ее @-1% |. 
1 


1 2 й 6 
-=—Р, (8) |. 148] > %, 


УЕ 


где /— дуга А, В, при произвольном #,, либо дуга А, В, при произволь- 
ном К,. 
Для определенности предположим 


\ 162-01 |. 


Аз Вл 


1 


ВЫ 


— Рн(2) |". |421 >% 


при любом 0 < Ё, < 1. Тем более 
1 2 б 
ее. | з- Р (а) | [481 > %, (14) 
1 
где 4:=|43=| и интегрирование совершается по дуге любой кривой 
у= Ке-=" (0<&<1) между х=1 их=о. 
Пользуясь неравенством (11), оценим интеграл (9) снизу. Заменяя 
переменное у через А посредством соотношения у = Ёе-^’, получим 
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у 


- в бе Рода Как |= —Р.@) 42. 
= = 1 


—0 0 


1 


=! @. 


— Р» (2) ата = 


Но так как на кривых у=е-=?, очевидно, 


—^Р 


ах = 0 е 0 
Е = В 3 [е+* (@-5% | = > 


при 1 = х = со, где В и у — определенные постоянные, отличные от нуля, 
то 


< 

Полученная оценка противоречит условию (9), следовательно, наше 
утверждение доказано. Отметим, что построенная нами область имеет 
связное дополнение. 

Таким образом, приходим к теореме: в неограниченных областях, 
принадлежащих даже классу Каратеодори, полнота зависит от мет- 
рических свойств этих областей. 

Расхождение этого результата с соответствующим результатом для 
ограниченных областей объясняется тем, что в случае неограниченных 
областей полиномиальные приближения представляют из себя прибли- 
жения рациональными функциями с полюсом на границе. 


1 со 


< —Р, (2) | Ча > Ву | 4% \| Р.Р, (2) |. ее" |4 > Ву. 
о № 


АА, 1 


3 


Как следствие предыдущего построения, докажем, что в односвязных 
областях, даже если они ограничены и принадлежат классу Каратео- 
дори, возможность аппроксимации вида (1) рациональными функциями, 
полюсы которых лежат на границе области, зависит от метрических 


свойств этих областей. 
Примером огранизенной области, где указанная аппроксимация не- 
возможна, может служить область, которая получится из части по- 


у с 1 
строенной выше области преобразованием и -- 2 =®=-—- при х> 1. Это 


будет область, ограниченная кривыми 
С) ко и р 
и? 52 == 95р |. и? 02 
Г. 22 | и р 
ПВС Е ао 
1 > 
при Ор 5 0 <=и=—<1 и прямой и=1. 
В этой области невозможна аппроксимация вида (1) рациональными 
] и Е 
функциями Р, »„ ) для произвольных функций из класса К,, напри- 


мер невозможно равенство 
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в -Р, (:) |442 =0, 
В 


1 
где _ —аффикс произвольной точки, лежащей вне области. Если бы 


1 


это равенство имело место, то путем перехода на плоскость Е - мы 


получили бы 
: 1 2аха 


у: 


где В’р— часть построенной ранее бесконечной области (фиг. 1) при 
Же [. 
Легко доказать, что это равенство противоречит неравенству (3). 
Аналогично тому, как это сделано в $ 1, легко построить область, 
топологически эквивалентную вышеприведенной, внутри которой воз- 
можна аппроксимация (1) для любых /(%)С_Р, рациональными функ- 


Л 
циями Р,„ („), где /=0 лежит на границе области. При построении 


такой области можно исходить из очевидного свойства областей класса 
Каратеодори —в них возможна аппроксимация вида (1) для любых 
71(#) СЕ, рациональными функциями с фиксированными полюсами вне 
этой области. 


: 
Пусть С, и С,— произвольные ограниченные области Каратеодори. 
Определим в С=С, | С, класс В, функций 
д) пе ас. 
711 (2) при 2С6,, 
где },, /, — голоморфные функции с интегрируемым квадратом модуля, 


определенные соответственно в областях С,, С.. 
Исследуем вопрос о возможности аппроксимации вида 


т № |Ё (2)—Р, (2) ат4у=0, (12) 
а 


Е (2) 


где {Р„(2)} — последовательность полиномов. 

Докажем, что в 20вокупности любых ограниченных областей Кара- 
теодори, имеющих не более одной общей граничной точки, имеет место 
полнота полиномов, в смысле (1), в классе В,. В случае, когда С, и С, 
имеют более одной граничной точки, полнота зависит от метрических 
свойств этих областей. 

Если С, и С, не имеют общих граничных точек, полнота доказы- 
вается так же, как и в случае одной области. 

Пусть теперь С, и С, имеют одну общую граничную точку А (а). 
Равенство (12), очевидно, будет доказано для любых Ё (2), если доказать 
его для 

[ р (2) при СС, 
| (2) я 
0 при 2С С, 
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м 
0 С 
в, (9 = | при 2С-С, 
1, (2) при ёСС.. 
Докажем, что 
Е \ \ |Е', (2) —Р, (2) |4 4у=0, 
б 
т.е 
вшГ {1 — р. (Раз аи + (1, (о)Рагау]} =0. = (43) 
С1 [е 
Рассмотрим последовательность областей р 
й. 20,572 _..., покрывающих С, и С, в аа 


сходящихся к С=С, | С, (фиг. 2). 

Пусть $ (2) ($(2,)=0, 9’ (2,) >0) отображает 
однолистно и конформно С, на круг |%|< 1; 
Фи (2) (Ф» (2.) =0, Фи (2) > 0), п=0, 1,2,...-—00- 
ответствующие функции для 2),, 0,,... При дан- 
ном = >0 подберем полином 0(2) так, чтобы 


(см. $ 1) 
\\ |, (2) —0 (Ф(2)) 9 (2) Разау <. Зе 5 
Из теоремы П ($ 4) следует 
т {10 ($ (229 (2) —0 (в. (2) (2) Г вау = 0. 


Сл 


Выбираем настолько большое значение п, чтобы 


(19 (е(2))9' (2) — © (9н(2)) 9; (в) азау <. 


1 


Тогда при фиксированных 0 (%) иф, (2) имеем 
11, (2) — © (= (20) (2) № Ча <4е. (14) 
б1 
Обозначим через 8, часть области С,, в которую переходит С, при 
отображении “=, (2). Тогда 
10, «и (ораеау= \ 10 (дат ду. 


Очевидно, Ит 8,=0. Поэтому, изменяя в случае необходимости значе- 


®-усо 


ние п в (14), мы можем достигнуть неравенства 


1, (2) — © (е, (2), (д т азау-+ \ АТО (в, (д) 19% (д ати < а. 

Ст (2 

Но так как О ($, (2)) $, (2) регулярна на замкнутой совокупности С. -+С., 
то по теореме Рунге можем определить полином Р (2) так, чтобы 


И ›-Р(драяаи+  { Р(ар ау < 6 


1 2 
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Так как =>0 было выбрано произвольно, то равенства (13), а сле- 

довательно, и (12) доказаны. 
Приведем теперь пример пары областей 
С=С, {С,, в которых не имеет места пол- 

нота. 
а й Возьмем две области Каратеодори, име- 
$ ющие общие граничные точки А и В 
(фиг. 3). Предположим, что А и В дости- 
$ жимы изнутри областей С, и С, нулевыми 
углами, состоящими из кривых, имею- 
В щих в этих точках соприкасание конеч- 
ного порядка р. Пусть а, В, |— соответ- 
ственно аффиксы точек А, В и произволь- 
ной точки, лежащей внутри контура 

В5,А5,В (фиг. 3). 
Докажем невозможность аппроксимации 

№ (( | —Р, (2) | 424у=0. (45) 


2 
п—со сб» 


Фиг. 3 


Для этого проведем через точки Аи В произвольную спрямляемую 
замкнутую кривую С, состоящую из дуг (АВ), и (АВ)., расположенных, 
соответственно, внутри областей С., С.,. 

При произвольном многочлене Р(2) получим 


аа) (в) { : —Р,(@2)} 42 = 24 (1 — а)? (1—В)?; 


РИ 
С 


отсюда 


\1=-ар]=— ВР 
[# 


== —Р(2)|142| > 2*|1—&) 9—7, 


и применяя неравенство Шварца, 
1 2 2 =. тя 28 
ава ВВ о Р, (2) | [42| > ОЧ. 
) 8—1 | Г 
где Г, — длина С. 


Если допустим возможность (45), то на каждой замкнутой совокуп- 
ности внутри С=С,-+ С, 


Ба | —Т-Р, (2) ео 


п—со 


Поэтому, при достаточно большом п, из предыдущего неравенства 
получим 

1 
®-Я 


2 |1 - ат В 


2 
42 (= 
| | Г 2 


И) 


[2—2 |2 — В? 


91-62 63-64 
где 8,, 8,, 8,, 8, — произвольно малые дуги в С, и С,, упирающиеся 
в точки Аи В. 
Из последнего неравенства следует, что хотя бы для одного семей- 
ства дуг, например семейства 8,, имеем 
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12—а[22 | 2— ВР 


81 


1 2 2 нЕ т 2р 
т Рь(а) | 1421 > РР, (16) 


хо == ) 


в противном случае, группируя соответствующим образом подобранные 
дуги 8,, мы пришли бы к противоречию с указанным неравенством*. 

Неравенство (16) противоречит (12). Это легко доказать, оценив 
интеграл в формуле (12) в окрестности точки А. 

Отметим еще следующий пример: существует пара областей С, 
и С, таких, что их замыкания заполняют некоторый квадрат и в их 
сумме С=С,-{ С, система полиномов полна. 

Рассмотрим квадрат с вершинами А (0, 0), В (0, 1), С (1,0), Р (1, 1). 


1 


2 
Нрямые у=- и у=- разобьют его на три части, нижнюю из кото- 


рых примем за нулевое приближение области С,, а верхнюю—за нуле- 
вое приближение области С,. Для построения п-ого приближения 


р 
рассмотрим прямые х=-», 


оз И добавим к области С,(С,) прямоуголь- 


1 2) 
ники с основаниями ширины 8,, лежащими на прямой у = (ч=з) 


1 72) 
5я =. Если числа 8, убы- 
вают достаточно быстро, то полученные этим процессом области будут 
удовлетворять поставленным требованиям. 

Пусть Р„„(2) (Е=0,1,...п) — полином, удовлетворяющий нера- 
венству 


1 
с высотой --- (1— - и с осями на прямых = 


С прил (а) п @е + | Рлк (а) <, 


Ап) А) 
1 
где 4") — часть исходного квадрата, лежащая ниже прямой У 


а й 1 
Е», Дб) — часть, лежащая выше прямой у= = я. Обозначим 
через М„ максимум модулей полиномов Р,„»„ в квадрате. Тогда доста- 
точно, чтобы числа 8„,, удовлетворяли неравенствам 


И] 
Зо — в (М + Ор 92т+р 


В самом деле, легко убедиться, что из этого неравенства следует 
2 
2 К |2 =” 
Аир,» (2) Р4е-- С} Рф Р 4 < 
Сл С 
и, следовательно, полнота системы полиномов в С,- С,. 
Таким образом утверждение, приведенное в начале параграфа, 
доказано вполне. 


Гос. Ереванский университет Поступило 
28 1 4941 


* Ср. нашу заметку (<). 
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А. ЗАбТМУАМ. ЗОВ ТЕ РВОВТЁМЕ РЕ Т’АРРЕОХ1МАТТОХ ЕМ МОУЕММЕ 
ТАМ ГЕ ВОМАГМЕ СОМРГЕХЕ 
ВЕЗОМЕВ 

501% В ип доташе зипр|етепе соппехе дае]сопаае 4опё Гааге и\е- 
г1епге езё Ише её 41 езё зИмё Чапз 1е р]ап 4е 1а уамае сошрехе 
2=2--1/. Оёзаептопз раг Ё, 1а с1аззе 4е фолцез 1ез !опсИопз ип Могтез 
её гёсиПёгез 4аюз В уёт1!аиф 1а соп4! оп (4) (у. 1е цехе). 

Г, ’епзет ]е 4е ф0из 1ез ро!упошез розз1Б]ез зега поштё сотар]еф 4апз 
]а с1аззе Ё,, 1 сБадие ГопсМоп }(2) 4е Е, аатеь ипе арргохипайоп еп 
тоуеппе 

ши | | 1762) — 0. (2) а=4у=0, 
В 
ой {0„(2)} езё ипе заце 4е ро!упошез сопуепа ]етеп сБо1313. 

Рог ]ез дотапез Ъогпёз 40пё 1е сотшр!6тепбалге езь соппехе—ез 
Чота1пез поштёз 4оташтез 4е Сага ёоЧогу —1а с]аззе 4ез ро]употез 
езё сотр1ёе Ч4апз Р, (*). Рапз 1е саз 4ез 4отпазпез 4а1 п’аррагйеппепте 
раз а Та с\аззе 4е Сага Вёо4огу И езё аётогигё фае 1а ргорглее 4и 
зуз6ёте 4ез ро]!упошез 4’6те сотр!еб ой поп, абрепа 4ез ргорг16&6з 
тп6г1аез 4ез Чоталтез (*›3). 

Рапз сеф агс]е поз 4оппопз сегба1пз гёзаЦафз сопсегпапё 1’аррго- 
хипайоп еп шоуеппе раг 4ез {опсМопз гайоппеПез. Папз 1е $ 1 поиз 
попгопз Ча’ ех1зе ип 4оташе дот 1 еге Чиа сеге]е ипбате, А 
Р1пбёеиг 4адиае] ]е зузёёте 4ез ро]упошез езё сотар!еф её Чоп Та {ег- 
шефиаге со1пс14е ауес ]е сегс]е ипцате. О’а1Шеигз, 11 ех1з6е ип доташте 
Чоп ]а {егтебаге со1псе14е ауес {004 ]е р1ап её & Гицёмеиг 4ааие] 1е 
зуз6ёте Чез ро]упошез езё епсоге сотр]её. Т,’арргохипайоп 4апз ]е саз 
Чи зесоп@ Чотате АНЁёге 4е сей 4а ргешлег еп се але 1ез арргох!та- 
Иопз раг ро|]упошез ргёзепфепф сегфалтез ГопсМопз гайоппеЙез 40% 
1е рбЙе езё & 1а {гопиёге да дотазше. 

Папз ]е $ 2 оп 4оппе чипе с]аззе 4е 4оталпез поп Богпёз а 116 6- 
1еиг 4е ]адаеПе ]е зузёте 4ез ро]употоз п’езё раз сотр]еф. 

Рапз 1е $ 3, сошше сопзёааепсе 4е се Чий ргёсё4е, оп Чётпопге аие 
1а розЬИИе 4’арргохилег еп шоуеппе раг 4ез !опсМопз гайоппеПев 
Чоп 1ез рб]ез зе {гоцуеп® зиг 1е сопбочг 4и доташе 46ёреп4 4ез ргор- 
г1646з ше1аиез 4е сез Чоташез Чапз ]е саз 4ез Чдотазштез 4е Сага 6о- 
Чогу, сошше 4апз сел 4ез дота1пез дае]сопалез. 

Папз ]е $ 4 оп сопз1Аёге 1е рго1ёте виг 1’арргохипавоп еп тоуеппе 
зипаЦапёе 4апз р}азеигз дота1лтез аузп& 4ез ро!пёз гоп ёгез сошшлпз. 
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А. И. ТИХОМИРОВ 


ОДНО ОБОБЩЕНИЕ ПОНЯТИЯ СКРЕЩЕННОГО ПРОИЗВЕДЕНИЯ 


(Представлено академиком 0. Ю. Шмидтом) 


В работе дается определение скрещенного произведения комму- 
тативного тела и некоторой полугруппы эндоморфизмов. Устанавливаются 
некоторые свойства таких скрещенных произведений. В частности, 
установлены необходимые и достаточные условия простоты. 


В теории простых алгебр очень большую роль играет введенное Нете- 
ром (Е. Мое ег) понятие скрещенного произведения конечного нормаль- 
ного расширения основного поля Р с его группой Галуа С (К, Р),— 
понятие, приводящее к единственному пока способу построения простых 
нормальных алгебр конечного ранга. В настоящей работе* это понятие 
обобщается на случай произвольного коммутативного поля К и произ- 
вольной мультипликативной полугруппы С изоморфных отображений 
этого поля в себя, причем полугруппа С может быть и бесконечной. 
Основные теоремы о скрещенных произведениях (нормальность и про- 
стота скрещенного произведения, а также описание его подколецы— 
см. М. Оепг1иа, А]оегеп, 1935, стр. 52—55) оказываются при этом 
следствиями теорем, относящихся к нашему общему случаю, причем 
даже без предположения об ассоциативности рассматриваемых колец. 

Пусть в произвольном коммутативном поле К задана некоторая 
система С различных изоморфных отображений этого поля в себя или на 
себя, причем произведение (в смысле умножения отображений) любых двух 
элементов из С снова принадлежит к С, т.е. С является полугруппой. 
Элементы из С будут обозначаться через 5,Т, 5; и т. д., а образ 
элемента а из К при изоморфизме 5 — через а°. В поле К выбираем 
систему отличных от нуля элементов @5,т для каждой пары изомор- 
физмов 5,Т из С. Эта система называется системой факторов 
конструируемого кольца и будет обозначаться через А. 

Ставим теперь в соответствие всякому элементу 5 из С символ из 


* Эта работа есть результат участия в семинаре по алгебрам, под руковод- 
ством А. Г. Куроша и А. И. Узкова в Московском университете в 4940/41 уч. 
году. Особенно я обязан А. Г. Курошу, указаниями, советами и критикой которого 
я постоянно пользовался. Приношу ему свою глубокую благодарность. 


2 Известия АН, Серия математическая, № 4—5 
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и образуем модуль линейных форм = У изК, в котором, таким 
5= Сс 


образом, предполагается невозможность существования равенств вида 
п 


> ит,б: =0, если не все 6;=0; всякий элемент © из 3{ имеет вид 
-5Ё 


© в избз, где 63 Е К и лишь конечное число коэффициентов 65 отлично 
зав 
от нуля. 


Предположим также, что К служит для % областью левых опера- 
торов, причем 
аи =иса°, аЕК, 5еЕС, (1) 
и что % удовлетворяет обычным требованиям, предъявляемым к двой- 
ному модулю. 
Определим теперь в % умножение, полагая 


изит = изтаз,т, (2) 
а (изит) = (аиз) ит, (3) 
(иза) ит = из (аит), (4) 
(изит) а—и5 (ита), аЕК, (5) 


и считая справедливым дистрибутивный закон. Этим % превращается 
в кольцо, которое мы будем называть скрещенным произведе- 


нием поля К и системы изоморфизмов С при помощи системы фак- 
торов А и обозначать через 


\=(А, К, С). 
Это кольцо будет ассоциативным в том и только в том случае, если 
элементы системы факторов удовлетворяют соотношениям 


Е 
аз,тват,в = азт,ваз,т (6) 
для произвольно выбранных В, 5, Г. 


В дальнейшем кольцо % не будет предполагаться непременно ассо- 
циативным. 


ТЕОРЕМА 1. Кольцо %=(А,К,С) обладает единицей в том 
и только в том случае, если С содержит тождественный автомор- 
физм Е поля К и если сверх того в А справедливы соотношения 
5 
45, Е =@Е,Е, ЧЕ,5 — ЦЕ,Е- (7) 
Единицей будет при этом элемент икарк. 


Доказательство. Заметим, что из условий (1—5) следует для 
любых о и о’ из Ч и любого а из К равенства 


а (5о’) = (ао) о’, (3’) 
(са) о’ = о (ао’), (4’) 
(с5’)а=ь(’а). (5’) 


Если е есть единица кольца %, то при всяком а из К будет 
еа = еа-е=е-ае = ае, 
о: ае =за:е=оэа. 
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Мы будем считать, что поле К содержится в 9%, отождествляя еа са. 
т 


Пусть теперь е= м ит,6:. Тогда из еа=ае после сравнения коэф- 


1 
т т 


1 : 
фициентов в равенстве № ит: а= У ит;б:аТ: будем иметь а=аТ!, 
=1 =1 
=1,2,...,т; но абыл произвольным элементом из К, значит, Г; =, 
т=1 ие=иеЕб. Из еик= ик следует далее 
ЧЕБ-ИЕ = ИЕ-ФиЕ = ИЕЧЕ, ЕВ = ИЕ, 
откуда 6 —=а уе. Наконец, из еиз=из, 5ЕС, следует 
НЕЧЕ,Е` из = изак,5 (ав. к) = из, 
а 
т. е. ак,5=аЕ,Е; аналогично из изе=из следует азк=ав,к. Обратное 
утверждение теоремы проверяется без затруднений. 
Заметим, что в ассоциативном случае (7) следует из (6), и поэтому 
в этом случае для существования единицы в 9 достаточно, чтобы 
система С содержала Е. 
ТЕОРЕМА 2. Если кольцо {=(А,К,С) обладает единицей, то 
элемент из в том и только в том случае обладает левым и правым 


обратными элементами, если 5 есть автоморфизм поля К и если 5 


также содержится в С. 
т 


Доказательство. Пусть = У ит: есть левый обратный эле- 
=1 
мент для элемента из. Тогда 
т 
гиз = № ит,з@т;,36? = икавк. 
1=1 
Отсюда Т,5 = по крайней мере для одного #; это возможно только 
в том случае, если 5 и Т — автоморфизмы К. Но Т.5 = Т»э при Т; = Т,, 
следовательно т=1, Т,5=Е, Т,=5* и 6,=(а5ч зав к)", откуда 
—=иИ5-1 (451 зав к)". Аналогично, если 0’ есть правый обратный эле- 
мент для из, То 0’ = И5@5 зак. Обратно, если 56 С, то найденные 
нами выражения дляо и ©’ будут, как легко проверить, служить 
левым и правым обратными элементами для из. 
ТЕОРЕМА 3. Кольцо У=(А,К,С) обладает отличным от нуля 
центром в том и только в том случае, если ЕЕС ши в К существует 
элемент 6, удовлетворяющий условию 


Зак, з = Ваз, (8) 


для всех 5 из С; центром \ тогда является аддитивная группа ивбА, 

где А—подполе К, инвариантное при всех изоморфизмах из С. 
Заметим прежде всего, что в случае кольца % с единицей е = икаЕ,Е 

условию теоремы в силу (7) удовлетворяет элемент 6=ак,к, и значит, 

центром 5 в этом случае является поле ед. 

2=* 
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т 

Доказательство. Пусть © = 2 и, 5-0, +=1,..,т, есть 
= 

элемент центра и 5 — один из изоморфизмов 5,, ...,5т, например 5,. 

Из равенства 0.и5,с =из.с:0 следует 
т т 
5 5; 
о из; @8,51ба с = о и5,3,31 „3:6: " (9) 


=1 = 
Мы утверждаем, что 5;5, +55, при =]; действительно, так как 
5, =5;„ то существует такой элемент а из К, что а5; + а5;, но так 
как 5, есть изоморфизм, то а5:5, - а5;9., и следовательно, 5:5, + 55, 
и в равенстве (9) слева подобных членов нет. Но справа их также нет, 
так как в противном случае справа было бы в действительности меньше 
чем т членов и (9) давало бы линейную зависимость между из. Поэтому 
из сравнения первых членов сумм (9) имеем 651 = 6,651; но с — произ- 
вольный элемент К, следовательно при с=1 мы имеем 61 =6,, откуда, 
сокращая, получим с$1 =с, т.е. 5, =Е. Так как этот вывод справедлив 
для 1060г05;:, =...) По ПО -=ИкО 

Пусть теперь 5 — произвольный элемент С; тогда из из = изо следует 
6Зак,5 = базв, т. е. должно выполняться условие (8). Наоборот, если 
элемент $ удовлетворяет условию (8), то ивб, как легко проверить, 
принадлежит к центру. 

Пусть СЕК также удовлетворяет условию (8) и 6=с4{; тогда из 
равенств СсЗак,5=сазе и с°4Завк,5 = с4азе следует 4°=@ для каждого 
ЗЕС, т. е. 4ЕА. Легко видеть, что и обратно — всякий элемент 84а, 
где ЧЕЛ, удовлетворяет условию (8), и значит, ик есть элемент 
центра кольца З. 

ТЕОРЕМА 4. Если полугруппа изоморфизмов С содержит тожде- 
ственный автоморфизм Е, то иеК есть максимальное коммутативное 
подкольцо (подполе) кольца \=(А, К, С). 


т 
Доказательство. Если элемент о= у, ит,б; перестановочен 
=1 
с произвольным элементом икс поля иЕК, то из икс-2=0-ивс следует 
ак, т.СТ: = ат,ЕС. Так как с произвольно, то при с=4 ЧЕТ. =атТ,Е 
и ст,=с, откуда Г.=Е, т=1, о=иЕб, т. е. обиЕК. 
Система факторов А’ называется ассоциированной с системой фак- 
торов А, если факторы азт и аз.т связаны соотношением 


где сз и т. д. — произвольные не равные нулю элементы поля К. Оче- 
видно, если А’ ассоциирована с А, то, наоборот, А ассоциирована с Д’. 

ТЕОРЕМА 5. Еслы скрещенные произведения {=(А,К,С) и \' = 
=(А’, К, С’) операторно изоморфны, то полугруппы С и С’ совпа- 
дают, а системы факторов А и А’ ассоциированы. Наоборот, если А 
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и А’ ассоциированы, то кольца Ч=(А,К,С) и \'=(А’,К, С) опера- 
торно изоморфны; при этом в качестве области двусторонних опера- 
торов рассматривается поле К. 


Доказательство. Пусть %=%”, и этот изоморфизм задан 
т 


отображениями из =>’ = № итст, элементов базиса кольца %; тогда 
$1 

из биз = изб? следует 65’ =0’63, 6Т:=55, Т:=5, т=1, ЕС’, С'5б. 

Аналогично получается С 2 С’ и следовательно С’=С. Таким образом, 

5’=из5с5, и соответствие принимает вид из->изз. Произведению 


изит = изтаз,т соответствует произведение изсзитст = изтазтезст = 


СеСс 
р р ОТ 
= Изт@з,т65т, откуда а5,т=а5т ‚ Те. А и А’ ассоциированы. 


Если, наоборот, системы А и А’ ассоциированы, то соответствие 
и; ->и5с5, отображающее %= (А, К,С) на 5 =(А’, К, С), как нетрудно 
видеть, есть операторный изоморфизм. 

ТЕОРЕМА 6. Все подкольца № кольца {= (А, К, С), для которых К 
является областью двусторонних операторов, исчерпываются множе- 
ством всех подколец вида (А’,К,Н), где Н—полугруппа, содержащаяся 
в С, а А’ совокупность факторов аз,т из А, у которых 5 иТ входят в Н. 

Доказательство. Пусть ит,6,- ... + ит,» =е, где 6; 0, есть 
произвольный элемент кольца $. Мы утверждаем, что ить, ... , Ит» также 
являются элементами 3. Если п > 1, то можно указать такой элемент 4 
из поля К, что 41: = 477 по крайней мере для одной пары изомор- 


физмов Т;, Т;. Пусть мы так перенумеровали Т, что Т,,Т,, ... ‚Ги 
теперь — все изоморфизмы из ряда Т,,Г,, ..., Ги, переводящие 4 в один 
и тот же элемент 4Тя; Ти +1, Ги», ..., Гь—все изоморфизмы, перево- 


дящие 4 в один и тот же элемент 47% и т. д. до Т‚, &=п. Умножая о 


2 = й 
слева на 1, 4, 4°,... ‚ 4°_' и обозначая ит, о НЫЙ 6; через чв, 
в—1 вВ-1 8 в 
получим систему равенств 
о -Но,- ... + =, 


о ат. #- ... +60 = 40, 


Ти \“—1 Т;,\<-1 Т; \“-1 ых. 
о, (4 а) +, (9 *) ЗВ «ай: о. (4 %) = 49° 5, 

причем все 4% являются элементами №. Детерминант этой системы 

т; т; 
есть детерминант Вандермонда, и он не равен нулю, так как 4 +4“ 
при р + У. Из этого следует, что эта система разрешима относительно 
0.,... 2, Которые, таким образом, все принадлежат подкольцу 3. Каждое 5, 
как сумма, имеет меньше слагаемых, чем ©, и каждое ов можно под- 
вергнуть тому же процессу и т. д.; в результате окажется, что в № 
содержатся ит,, ит, ›....ит,. Следовательно, всевозможные Т, служащие 
индексами у всех ит из 3, образуют полугруппу НЕС и % = (А’, К,Н). 
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ТЕОРЕМА 7. Допустимые двусторонние идеалы кольца {= (А, К, С) 
исчерпываются множеством всех подколец а=(А’, К,Н), где Н —такая 
полугруппа из С, что СНСН, НССН; при этом в качестве области 
двусторонних операторов берется поле К. 

Доказательство. Если Н удовлетворяет требованиям теоремы, 

т 
то, умножая произвольный элемент № ит, идеала а справа или слева 


$=1 
п 


на произвольный элемент > из; из кольца З{, получим соответственно 
аа 
п п т п 


8; т; 
элементы У, > ит;5,т:,5,0 6; и й — из таврт, був, принадлежащие 
4=1 751 ВЕЛИ 


к идеалу а, так как Т;5; и 5,Г; принадлежат к Н. Наоборот, если 
т 


о ит‚а; есть произвольный элемент допустимого двустороннего идеала 
1=1 
а=(А’, А, Н), то вышеприведенные двойные суммы являются элемен- 
тами а, и следовательно Т;5; и 5,Т; должны входить в Н, т.е. НССН, 
СНЫ: 

К теоремам 6 и 7 можно добавить следующие замечания. 

Замечание 1. Если С содержит тождественный автоморфизм, то 
теорему 6 можно также сформулировать следующим образом: все под- 
кольца 3 кольца {= (А, К, С), удовлетворяющие условию иЕК С ЗС %, 
исчерпываются множеством всех подколец вида (А’, К, Н), где полугруппа 
Н удовлетворяет условию ЕСНСС, а А’ есть совокупность всех фак- 
торов а5,т из А, у которых 5 и Т входят в Н. 

Для того чтобы показать это, надо при доказательстве теоремы 6 
слева умножать о не на 4^, а на икЧ*"Е 3; именно, тогда получится 
система равенств 


иво, + ико, | ... Рико. =иЕОЕЗ, 
ЧЕ, Та иво, аТь соб Рик. 9 Га —=иЕ4оЕ 3, 
иво, (Та)* 1 иво, (ЧТ) -- ... Рики (9Т:°)*-1 = ик" №ЕЖ. 
Точно так же при решении этой системы относительно иков нужно 
Е-ую строку умножить справа на Алик, где А’в— алгебраическое 
дополнение элемента, стоящего на пересечении /-ой строки и В-го 


столбца детерминанта этой системы. Складывая затем все эти равенства, 
справа мы получим элемент из 3, а слева х сумм вида 


&«—1 а—1 
У шеез (479) Авив = У, [иво (9749)9] Авив — 
®—=0 В=0 


= а (418) Ан | } ИЕ 
®=0 
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[согласно (4’) й дистрибутивному закону]; но все они равны нулю, 
кроме В-ой, которая, очевидно, а 


иЕ8О-иЕ = ит, ты днб +-.. ‚5 Нт, 6 


где все 6’ -Е 0. Продолжение этого процесса дает, что все ит; входят в 3. 

Замечание 2. Есди ЕЕС, то рассуждение, приведенное в заме- 
чании 1, как легко видеть, позволяет теорему 7 сформулировать как 
утверждение о произвольных двусторонних идеалах кольца % = (А, К, С): 
всякий двусторонний идеал кольца %\=(А, К, С), где СЕ, имеет 
вид (А’,К,Н), где полугруппа Н удовлетворяет условию СНСН, 
НССН, и наоборот. Е 

Замечание 3. Если С есть группа, то {=(А, К, С) есть простое 
кольцо, ибо СН =НС=С. 

В заключение докажем, что замена условия (2) в определении скре- 


щенного произведения, казалось бы, более общим условием изит = 
т 


Уи где А; ЕС и не все а. =0, на самом деле не дает ничего 


4=1 
т 


нового. Действительно, из равенства бизит = изитбЗТ или У ива, == 


1=1 
т 


= р ик.б Та; следует И ==» "ТВ, = Ви, те 
З-Т 
и изит — изта5,т- 
Механико-математический факультет Поступило 


Московского гос. университета 12 ТУ 1941 
им. М. В. Ломоносова 


А. ТТНОМТВОХ. ЕТМЕ УЕВАТГСЕМЕТМЕВОМС РЕЗ ВЕСВТЕЕЕ$ ОЕ 
УЕВЗСНВАМКТЕМ РВОРОКТЕ$ 


2ОЗАММЕМЕА$ ОМС 


Ез зе К еш Кошшлцайуег Кодгрег ип С еше На!огирре уоп 150- 
тогрВеп АЪЬ9ипееп Ч1езез Кбгрегз 11 з16В зезё. Па Когрег К уша 
еш ЕаКогепзузет А схема, 4. В. еш Зузет уоп Ми уегземедепег 
Е1етепце ах, г ]е4ез Рааг ШзотогрЫзтеп 5, Т уоп С. Чедеш Е1е- 
тепь 5 уор С миа 4аз ЗутЬо! и; тасеог4пеь ип4 4апп еш ГлпеагГог- 


тептоди! 9%= У и;К зеБИае, мо Фе бушьое и; а1з Ппеаг ипаЪВап- 
ЗЕС 


хе ЫпесвЕеЬ К апдезевеп зуег4еп. Уе4ез ЕЛетепё © уоп % Ваё @1е 
Сезба16 о= У] и.б;, ш 4ег 6; ЕК па 41е 2аЪ] 4ег уоп МаН уегзоше- 
Кае 


Аепеп Кое! лепцеп епаЙсЬ 13%. 

Ез зе! Гегпег аз Ргодак& уоп ПпКз ш\ деп Е]етегцеп уоп К 4ей- 
плег6, п4еш аи; =иза5 реземА уйг4. \ пшузз аПеп Апог4егопзеп бепй- 
сеп, 41е шап дет Горре!шпо4а]! ач!ег1езу. 13% пип Чаз Ргода к \гетег 
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Е]етепцеп уоп 3 шИе1з (2), (3), (4), (5) 4еблегь ип 5% 4аз а1зиаЬч- 
ыуе Сезеёх, зо улга 4ег Модо1 5% ет В10е, ег уегзсвгапкез РгодиКке 
4ез Кбгрегз К шй 4еш Зубет С тат ЕаКюогепзузет А зепапи® уйга 
ип4 а1з 3 =(А, К, С) Ъезесвпе миг а. 

Ейг Чегагыо сеь4дее ип йЪеграирь п1еВё аззотламуе В1шзе \ег- 
деп !о]оеп4е Твеогете Беулезеп. 

ТНЕОВЕМ 1. Ет Втё У=(А, К, С) фезй аа; Елтйейзеетета е 
апп ип4 пиг 4апп, тепп С а4еп а4епизсйеп Ашюотогр#азтиз Е ептай 
ип4 аиззегает @е Веайопеп а; =ар, к, а. з=а%, к 2еЙеп. Ме Етйей 
е 151 аафер 4аз Еетещ иза\*,, к. 

ТНЕОВЕМ 2. На: 4е Вт: \=(А, К, С) ше Етйей е, $0 феи 
и; @е Ппке ип тесме 1Тпоетзе 4апп ип4 паг аапп, тепп 5 ет Ашо- 
тогризтиз 151 ип 5—ЕС. 

ТНЕОВЕМ 3. Ет оегзсйтапе; Ртоди %\=(А, К, С) пай ет Ёет- 
тит 3-0 аапп ип4 пиг 4апп, тепп С @е Етйей Е ет ай, ипа ет 
К ет зо сйез Е1етет 6 п, аа 4ег Вейтвипе 6*а’,; = Фа; х г аЦе 
5 аи5 С вепит; 4апп 19 44$ Петтит топ Ч ете аафите Стирре изБА, 
п 4ег А ет Ъе: Гзотогр#азтеп топ С атоапатег ТейКбгрег соот К 154. 

ТНЕОВЕМ 4. Ешйай С 4а5 Е@етет Е, 50 191 и,К ет тажтег 
Коттишайьег Тейптпе (Тейкбгрег) соп {= (А, К, С). 

ТНЕОВЕМ 5. $та У=(А, К, С) ипа Г =(А’, К, С’) орегаотзсй 
1зотогри, зо та ие На етирреп С ипа С’ шеей ипа ще Еаюютгепзу- 
ете А ипа А’ аззозией ип@ итвекейт; аз Вегесй аег зтеззеивет 
Орегаотеп члта аафег аег Кбгрег К Багастей. 

ТНЕОВЕМ 6. Леаег Тейтпе 3 гоп {=(А, К, С), та К а[$ Вегезесй 
хоп 2тезеивеп Орегайотеп, 15 аисй ет сегзсйтат Ме; Ртоди № (А’, К, Н), 
то НСС, А’СА япт4 ип4а итрекейта. 

ТНЕОВЕМ 7. Ле4ез зщ а55ее зфезеиюе [4еай сот Вто \=(А, К, С} 
ти К а5 Вегеср аег  зуазеееп Орегиотеп 159 ет  Тейптпте 
а=(А’, К, Н), чо НЕС ипа НСЕН, СНЕН эта ипа итвекейта. 

Ео]региио. 13% С еше Сгирре, зо 136 %\{=(А, К, С) еп еш!асЪег 
В1лс. 
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В. Д. ПОДСЫПАНИН 


ОБ ОДНОМ НЕОПРЕДЕЛЕННОМ УРАВНЕНИИ 
(П редставлено академиком И. М. Виноградовым ) 


В статье дается решение в целых числах уравнения 42? — фу = с, 
где ю ==. 2.4, 8. 46. 


1. Поетроение полей К 


Цель настоящей работы — дать полное решение в целых числах 


уравнения 
41° — 6у* =, 


где с =1, 2, 4, 8, 16. Числа а и $ при этом надо считать целыми поло- 
жительными. Без нарушения общности можно считать, что а, 6 и с взаим- 
но просты, число а свободно от квадратов, а 6 от четвертых степеней 


простых чисел. 
Умножая уравнение на соответствующую степень двух, приведем 


его к виду 


где 


При такой записи общий наибольший делитель чисел т и р может 

равняться только 1, 2, 4, 8 или 16. Кроме того, р свободно от ква- 

дратов, а т свободно от четвертых степеней нечетных простых чисел. 
Введем теперь в соответствие каждому решению (5, у) число 


Бои У таит 
р $ 


и его сопряженные 


у уИ-—т— ИУ -ту +4 Ут 
ыы 2 


в” ЕМУ уИ—т + У -ту—4 И-—т 
= 2 


мы Ули —4У=т 
2 


(под корнем квадратным из комплексного числа я подразумеваю его 
зиачение с наименьшим положительным аргументом). 

Легко видеть, что в принадлежит некоторому полю К четвертой 
степени. Это поле тоже будем считать соответствующим решению (х, у). 
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Как сейчас будет показано, этих полей имеется конечное число даже 
в предположении, что решений данного уравнения бесконечно много. 
В дальнейшем ведется разыскание чисел вида и в данном конкрет- 
ном поле. При этом удается доказать, что в данном поле К может 
существовать, вообще говоря, только одно число в. 
Переходим к разысканию полей К. Пусть 


а=4-у —т, и’ =4—У —т. 


Разложим & на идеалы в поле В(У —т т), выделив идеалы, входящие 
в четной степени а = а65*. Пусть 


а= р, р, ей рырыЯ, ее Ч > п, => П.,, 


где р; — идеалы первого порядка, входящие в а вместе со своими 00- 
пряженными; 4,— идеалы первого порядка, входящие ва без своих 
сопряженных; П;— идеалы второго порядка, входящие в а. Тогда 


"= ф.р, -е рр, 9, ие 9. П, =. П..- 


Далее, с одной стороны, 
М (=) = =’ = 16 | ту“ = рх’; 


с другой стороны, 
АА (МО = р. . Рыб веб В со ый Ооо 


Следовательно, идеалы 4— делители числа р, идеалы же р и 
П — общие делители чисел & и а’. 
Но всякий общий делитель & и а’ делит «+ <’ =8. Следовательно, 


. и П — простые делители числа 2 в поле В(ИУ—т т). И так как вместе 
с рва входит и р’, то на месте всех ри П может стоять только число 2. 
Итак, а может принимать лишь конечное число значений. Чтобы 
получить все эти значения, достаточно выбрать из р все простые числа, 


которые в поле А(У — т) разлагаются на произведение двух идеалов 
первого порядка, разложить их на множители, а затем полученные 
идеалы скомбинировать всеми возможными способами. Таким образом 
мы получим половину всех возможных значений а. Другая половина 
получится от умножения каждого из этих идеалов а на 2. Поле К 
можно считать полученным от присоединения к полю рациональных 


чисел числа На о, у- т. 


Если взять в качестве х два числа, отличающиеся на квадрат числа 
из ву — т), то мы получим одно и то же поле К. 
Из этих соображений ясно, что в качестве идеалов Б достаточно 


взять по одному идеалу из каждого класса, так как эквивалентные 
идеалы Б определяют одно и то же поле К. 


В самом деле, если ВБ, сов, то БВ, =6е, где с—чиело из поля 


в(у- — т); а, =аБ? = а6?с*; ©, = с". Однако Б надо выбирать не из всех 
классов, а из тех, для которых имеет место 


а6°с>4, ибо х=а6?с>1. 
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Главный идеал определяет число с точностью до единицы: В поле 


ВИ —т) имеются, вообще говоря, только две единицы: + 1; таким 
образом идеал & определяет два поля: 


я(ИЗИ") и я(/ УТ). 


Однако эти поля будут сопряженными, и если к одному принадлежат 


11! 


в ир,, то к другому принадлежат р” и р”. Поэтому достаточно рас- 
смотреть только одно из этих полей. 


Если же в в(у — — т) имеются особенные единицы, то надо рассмо- 
треть все поля, порождаемые главным идеалом (4). 


2. О группе поля К 
Числа в, м’, и’и в” удовлетворяют уравнению 
2 ту?" - 2туё т =0 (1) 
с дискриминантом 0 = 16т*рх? > 0. 


Если т = Ё и р-=1, то Данное уравнение неприводимо. Дей- 
ствительно, если уравнение (1) приводимо, то в, а также и 


У — ту? 4 и — т — квадратичные иррациональности. Следовательно, 


— ту 4 —т т есть квадрат числа из ви —т). Но если число есть 
полный квадрат, то и его норма — полный квадрат: 


№ (— ту 4 —т) =тра?; 


тр будет полным квадратом только в случае, если а=1, 6 = *; так 


16, 166 _ = 
как тр=—^, - Яо 


Так как аи а взаимно просты, и а свободно от квадратов, то 
Я ОЛ. 
Но уравнения 2“— К*у‘ =с легко решаются элементарными прие- 
мами. Действительно, запишем уравнение в виде 
(2— Ку) (2-Е у”) =; (2) 
тогда 
х— Ку" = с,; д Ку =ов,, 
с > 
где з, =1, 2, 4, 8, 16; ‹,=_. А из полученной системы имеем 
1 
<. ОТ 
==; Ку и 
Перебрав все значения для °,, Получим все решения уравнений 
такого типа. 
Исключив этот случай из рассмотрения, будем полагать в дальней- 
шем, что дискриминант Л) не есть полный квадрат. 
Поле А (р) имеет подполе А (и- — т). Следовательно, группа Галуа 
уравнения (1) будет группой восьмого порядка 


Н =1- (12) (34) - (13) (24) -{ (14) (23) (1324) + (1423) - (12) - (34) 
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или ее делителем. Н имеет два транзитивных делителя: четверную 
группу 
Н, =1- (12) (34) + (13) (24) + (14) (23) 


и циклическую группу 
Н, =1- (1324) -| (12) (34) (1423). 


Докажем, что группой уравнения (1) не может быть ни Н, ни Н,- 

Действительно, если группой Галуа уравнения (1) будет Н,, то 
дискриминант будет полным квадратом, т. е. случай, который мы 
исключаем. 

Чтобы доказать, что группой Галуа не может быть Н,, рассмотрим 
нормальное поле 


В (в, ров, №”). 
Это поле имеет три подполя в(у — -т), В (Им тр) и В(У -р р), так как 


ИУ -му+4у-тИ —пи—4у-т =Иту 16 У тр. 


Но этого не могло бы быть, если бы группа Галуа была Н,, так как Н, 
имеет только одну подгруппу 1- (12) (34). 

Отметим еще, что К — чисто мнимое поле, так как оно содержит 
мнимое квадратичное подполе. 


3. 0б единицах поля К 


По теореме Дирихле всякая единица поля К есть степень основной 
единицы или произведение степени основной единицы на степень осо- 
бенной единицы (корня из единицы), если последняя принадлежит 
полю К. В полях 4-й степени мыслимы следующие особенные единицы: 
2тл 271 ти. 21а. 2ть 
е1, еб, еб, ез, е№. Из них первые две принадлежат к квадратич- 
ному подполю поля К, т. е. к в(и- — т). Три последних не могут при- 

2тА 
надлежать ни к одному из наших полей К, так как в(> — область 
2тл 2 
4-й степени с циклической группой Галуа, а в(ез) и в(ев) — обла- 
сти 4-й степени с четверной группой Галуа. 

В дальнейшем нам понадобятся единицы поля К, обладающие свой- 
СТВОМ: =’ = --1, где штрих означает подстановку, не меняющую чисел 
подполя. Докажем, что если такие единицы существуют, то все они 
представляют степень одной «основной» единицы 95 обладающей при 
этом свойством з,=, = --1, независимо от наличия в поле особенных 
единиц. При доказательстве разберем отдельно три случая: 1) поле К 

21а 210 
не содержит особенных единиц, 2) е3 СК; 3) е* СК. 

1. В случае отсутствия особенных единиц это вполне 5% так 
как 2= 2%; э’= 3,0, Вели еэ’= 54 то (28) -- 1 ана 4 
Если окажется, что 5,3, = —1, то за «основную» единицу а 5%. 
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2тА 
2. Теперь положим, чтое 3 =®С- К. Тогда в= + 2040, д’= -- 8.609. 
И если ве’ = -- 1, то 93.2% — --1; (е,в.)а = ®-28; ве’ = -- 05, где с =0, 1, 2. 
Если в.в, = +1, то %% = +1; 6=0, что и требовалось доказать. 
Если же в, 5—0, то за основную единицу можно взять г, =е® (так 
как основная единица может. быть выбрана с точностью до особенной). 
Тогда зле, = ее? = 1 и 


— =@ 6 — аб -а. 7’ — га а 26 —2а — 
3 — 2007 ==207-4: 53° 58, => 
откуда 


26 -2а — -|-1; Б=а (шо4 3); е=аа, 


что и требовалось доказать. 

Аналогично этому для случая е,е, =? берем за основную единицу 
=, ==”. Если же в,е, = —1, —® или — ®*, то единицы ебудут степенями 
квадрата основной единицы. 

21% 

3. Так же и в случае е4 —=#С- К. Действительно, тогда = 46; 
=’ =, 2; зе’ = (2е.)“. Если =,е, = 1, то #% = 1; Б— четное и потому 
$ = - =8. Если же ее, = —1, то за основную единицу возьмем е, = =, 
тогда г,5, = 1; г= | г@. 

Также и в случае ее, = имеем ее’ = (2.2.816 — 120+ — -|-1, т. е. 
а=2а,; 6==а, (шо4 2). Берем за «основную» единицу =, =, тогда 
=:, = 1; == 2240-41 — га. Е 

Также и в случае в,=, = —# берем за «основную» единицу в, = #1. 

Итак, всякая единица =, обладающая евойством ге’ = -|- 1, есть ег“, 
где =, — соответствующим образом выбранная основная единица или ее 
квадрат, — может быть умноженной на некоторую степень особенной 
единицы. 

Кроме того, мы в дальнейшем будем считать, что всякая единица 
= = + =, где а > 0. Чтобы так считать, необходимо положить, что поле 
К имеет 4 основных единицы. Эти единицы будут: ©, —@,, #1, — в. 1. 
Тогда каждая единица есть положительная степень одной из указан- 
ных выше четырех. 


4. О числах в 


Как было показано в $ 1, разыскание решений нашего неопределен- 
ного уравнения сводится к разысканию некоторых чисел ш в опреде- 
ленном поле К. В данном параграфе установим связь этих чисел с 
единицами поля К. 

Легко проверить следующие свойства чисел |: 


10 ры вв’, =0, т. е. Зриг в =0; 

20 ры” =0; 

3 вуы=уИ т; мы’ =Ь-фуу —т; 
щи = —У — т; м” =У —т; 
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40 числа в и р’ удовлетворяют уравнению 


А еее (3) 


В дальнейшем будем искать числа, удовлетворяющие уравнению (3). 


Найдя такое число, мы определим у как коэффициент при ВУ —т. 
2 

Зная же у, легко найти х. Из уравнения (3) следует, что = = Ув 
—т 


есть целое число. Кроме того, 


‚И та 
$= ря Е —|- И . 
Значит, е—единица поля А, причем единица рассмотренного в пре- 
дыдущем параграфе типа. 

Рассмотрим далее отдельно два случая: К = ( и —т)иК-=Е А (У —т). 


5. Случай к=в(у шт 


Этот случай может иметь место только, если р=1, 4, 16. Действи- 


Е : 
тельно, если К =А(у —т), то дискриминант уравнения (1) может 


отличаться только на полный квадрат от дискриминанта уравнения 
т = 0, т. е. от 4*т?. Отсюда ясно, что р— полный квадрат, т. е. 
р==4, А, 16. 

Следовательно, данный случай может иметь место только для ура- 
внений 21° — ту“ =01, где с, =1, 2, 4. Но эти уравнения можно. свести 
к уравнениям, решение которых известно. Имеем 

2 — 6 =ту^, 
или 
(+ °,) (5— в.) = ту". 

Общий наибольший делитель х—с, и х--с, делит 2с,, т. е. может 

быть только 1, 2,..., 25,. И мы можем написать 
дв = и"; х—9в=^,0* 
или 
я Ли — №, 0 = 25.. 
Аж, т 4-х, (20: )"т. 


Отсюда легко найти все возможные значения ^, и \,—это будут 
различные делители чисел т, 2*т, ..., (25, )*т. 

Уравнения ^,и“— \,5* =2‹, уже решены Д.К. Фаддеевым *. Кроме 
того, если \, + 1,2, то их можно решить, полагая и’={ и применяя 
метод, изложенный дальше. Если же ),=41 или 2, то прием можно 
повторить. 

Е 
Поскольку случая К Ву’ —т) можно избежать, в дальнейшем 


будем полагать, что К+В(у —т). 


* См. Д. К. Фаддеев, Об уравнении 424—654 = { с, где с=1, 2, 4, 8, 
Ученые зап. Института им. Герцена, т. ХХУШ, 4939. 


ОБ ОДНОМ НЕОПРЕДЕЛЕННОМ УРАВНЕНИИ 311 


6. Случай К + В(/ —т) 


В этом случае е =” (см. $ 4), так как иначе мы имели бы, что 
—т= ре, т; И—т= ве", т. ©. И-тск. Итак, г == 23" +1. 
Введем в рассмотрение новое число ц, А к ва = ре 2" = 

=ыу т; ву =)"; аН-ь(/ т", 

С 

= () 


Итак, все р получаются по формуле (4), где в, — вполне определен- 


ное для данного поля число, равное Уи, которое в случае су- 
ществования 4 должно принадлежать полю К. 


Предположим теперь, что существует число р, удовлетворяющее 


уравнению (3). Будем искать, какому уравнению удовлетворяет в этом 
случае 1. 


С одной стороны, щ/ = —|У —т; с другой стороны, 


(ров ры 
Ве” ув; Т. 6. вн (Уи. 


Кроме того, 
(ро = (евь)" ( — У — т)" = (— И — т)”. 


Сопоставляя оба результата, получим 


вр И. 


Переходя ко вторым сопряженным, получим р в’ =у —т. Величина 
а=в,- м, не меняется от подстановки, обозначенной штрихом, т. е. 


«с В(у —т). 


Пусть далее т = 2’тзт?т,, где т,, т, ит, —числа попарно взаимно 
простые и свободные от НОВ р=0 или 4, причем в последнем 


т т а-- У т.т ь 
случае т, , т, и т, — нечетные. Тогда можно считать, что я = — 5 


Ее 
Докажем, что 6, делится на 2? т.т,, т. е. что 


ея 


@ —= р) 


Заметим, что в’ = (вы) = м-в’ 2 =е/ фт —т— 


—2У —т =И —т(=&,- = — 2), т. е. а? делится на | Другими 
словами, 


— 2 — > —тт_ 
АЕ ть делится на 2? тт, — т.т.. (4’) 
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Если р=4, то аб, делится на 4, но так как аи 6, одинаковой четности, 
то а=2а,, 6, =26,. Имеем: 


(аз — т‚т,6з) + 2а,6, / —тьт, делится на 4, 


откуда или а, или 6, делится на 2. Однако они должны быть одинаковой 


четности, ибо а —т,т,б? — четное число. Следовательно, 6, — четное, 
Ь, делится на 4. 
Докажем затем, что 6, делится на т, (при любом р). Из условия 


(4’) имеем 


а— т.т: 


т,/а6 ит Ирин. 


Пусть р,— простое число, входящее в т,. Тогда или а или 6, 
делится на р,. 

Пусть р,/а; тогда, если р,=2, то и 2/6, (а и 6, одинаковой чет- 
ности). Если же р, = 2, то р,/т.т,6?, т.е. р,/Ъ,. И так как т, свободно 
от квадратов, то 6, делится на т,. 

Аналогично доказывается, что 6, делится на т,. Следовательно, 6 


ау —т 
2 


.: 
Р 


делится на 2*тт,, и мы можем написать & = ‚те аи 6— 


целые числа. 


Итак, в случае, если существует №, тов, и № должны удовлетворять 
уравнению 


‚ ат ее 
о шь-У —т=0. (5) 
р 
В дальнейшем нам понадобятся числа и, Ио Докажем, что 


эти числа — целые алгебраические. 


Ви = И ой СА 


—\?И —т—2 — целое число. 
рр’ ве” У ы 


’ 


Следовательно, „ — целое число, значит, единица поля К, так как 


(=) =1иь СК. Далее, "= а И ЕЯ ВЫ ВИ с 


Е в в в 
_И-=т 
=": 


лое число и —==-1— целое число. 


А если сумма и произведение двух алгебраических чисел — целые 
алгебраические числа, то и исходные числа — целые алгебраические. 


Но 
“= (= АЕ. = (= еж ой ( ви 
г в ыы № р 
№ №0 № 
Отсюда ясно, что И. тя и ° — целые алгебраические числа, причем 
[1 о 


’ 


№ единица поля К. 
о 
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1. Основная теорема 


ТЕОРЕМА. Если в поле К существует число в, удовлетворяющее 


по 


уравнению м уу —ть-Уу —т= 0, и если ИЕ», то в уравне- 
—т 
ний для №, 


не ЫИ Е, И иаЕО 


а6=0, —2, —3, —5, —6, —8. 
Доказательство. Предположим сначала, что п — четное число. 
Рассмотрим число 
2п--1 "2зп-+1 2%®-1 Ёп 1 
Е м ПТ: 9: 


Имеем 
2п-1 21-41 2%-1 ”2п-1 2%-1 *”’2т-+1 "Зт-1 ””Зп-1 
Ам м Рю ю Рю Тю = 


2%-1, 2п-1 ‘т 1 "т -1 ‘зп 1 
ро "(Е №ю о м”) = 


= ” (Зриг ро 
так как брог во" = браг в (И — т) = — т)" ь (У — т)" 


”(—У т)" в (=У =т)"= (У —т)" Зриг в=0, ибо п— четное 
и бриг р =0. С другой стороны, 


Х= ыы) (ы-ву) (1— (в) 


Так как ” и № — целые алгебраические числа, то Х делится на 
0 0 


"(во -Нвь) (Но) = "(ро воро - Вово Е Во ) = 
ое" (ар -Н вово — Вов) = ВЕК Е во Ново — 2) = 
=" +1 (а — 2), 


2-1 эта) 2п--1 '2п-2 
2 = Жжмою о’, 


ибо 
Зриг в, = (о в) (воре ) = (во Но) + (в) = 
ВРУ ВЕ г 


(подстановка «два штриха» переводит числа поля ВУ —”) в сопряжен- 
ные). 

Но так как в, ассоциировано с р,, то отсюда следует, что Зо ода 
лится на ро" (а—2.), т. е. 2, делится на а—2,. Переходя к сопря- 
женным, получим, что 2, делится на а—2р,, или ыы =4У —т 
делится на (а— 2.) (а— 2.) = —а5У —=т—4У —т. Откуда 4 делится 
на а6- 4; 

ав 4=4, 2, 1, —1, —2, —4, 
т. е. а=0, —2, —3, —5, —6, —8, что и требовалось доказать. 

Аналогичным образом мы придем к тому же результату в случае в 


нечетного, рассмотрев число 
= (№ 2п-1 = о" ми) 


3 Известия АН. Серия математическая, № 4—5 
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8. Случай аб = 0 


Рассмотрим сначала случаи, когда аб == 0. Отметим, чтоб если а нечет- 
а+ьу —т 
2 
будет целым. Если же а четное и 6 нечетное, то т по той же причине 

должно делиться на 4. 


ное, то 6 тоже должно быть нечетным, так как иначе не 


Кроме того, легко видеть, что щ,, в, в и в, удовлетворяют урав- 
нению 
а? -- тЬ? 


аа арт 0. 


Дискриминант этого уравнения будет 
р = | (ии Ат (а6- 4) ] т? (а6 {+ 4) =0’ (таб + 4т)®. 


Подсчитаем его для случаев, когда а и Ь четные: 
1) а=-2, 6 =-Р 4; тогда 
р’ = (1 4т)* + 4т ( —8-+4) = (1-- 4т)* — 16т = (1 —4т); 

2) а=- 4, 5= -Е2; тогда О’ = (4+ т) — 16т = (&—т)*, 

т. е. в этих случаях дискриминант поля К — полный квадрат. А такая 
возможность уже исключена в $ 2. 

Теперь рассмотрим случаи, когда а— четное, 6 — нечетное. 

1) а= +2, 6= 1, т=4т,; =+(4-У —мт)); и =1—т, — 
— 2 ИЕ &° делится на р т т, — нечетное; 1—т, 
делится на У —т,, т, =1; О’ = 36 — полный квадрат. 

2) а=- 8; 6=-+1; т=4т; О’=(4—т,)? — полный квадрат. 

3) а=-2; 6=+3, а=-+ (1—ЗУ —т,); “=1—3т—6У—т,; 
с т, — нечетное; 1 —3Зт, делится на У —т,; т, =1: 0’=68= 
—4.17; тр=17А?; р=17.4. Это приводит к уравнению 

1727 — у =4. 

4) а= +6; 6 = + 1. Этот случай приводит к тому же уравнению. 

а+ьу т 
2 


Если аи 6$ нечетные, то будет целым только в случаях 


т=3 и т=27. В этих случаях О’=24 (для т=3) и О’=9.24 
(для т=27), что приводит к уравнениям: 

712*— Зу’=46; 28“— 3‘ =16; 142-39 =46: 

72° — 21у* =416; 28 —27у“=16; 112 — 271 =16. 
Из них первые три не имеют решений, в чем можно убедиться, рас- 


сматривая их как сравнения по модулю 16. Три последних можно при- 
вести к уравнению 


72° — 279 =1. 


Отложим рассмотрение этих уравнений и перейдем к последнему 
случаю 46=0, разбив его на два: а=0 и 6=0. 
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9. Случай а=0 


В этом случае уравнение для в, принимает вид 


у 
2 
БУ —тыь-У —т=0, 
т. е. само в, удовлетворяет уравнению искомого типа. 
Докажем, что в данном поле, вообще говоря, чисел м больше нет. 


ТЕОРЕМА. Если в, удовлетворяет уравнению 
ы-БУ -мыь-У-—т=0, (6) 
Вата 


то и в случае п> 0 не может удовлетворять уравнению 


му —ть-И —т=0, (7) 
за исключением случая т= 14, 6=1, которому соответствует уравнение 
15° — 7/* =8. 


Доказательство. Прежде всего напомним формулу Варинга для 
разложения сумм степеней корней уравнения. Нам она будет нужна 
только для квадратного уравнения. 


Если 2, и 2, — корни уравнения 2’—с2—@а=0, то 


т 


ЕЙ да — р ка ея (8) 
а=0 
где 
а _ ® +9)! п + 1) 
Ч (29-41)! ®-—а)! 


Применяя эту формулу к уравнению (6), имеем 


п 
2т-+1 ‘2т-1 24-1 п-+а+1 
во во" = Ура 6 (У —т) : 
а=0 


ит 
Но если в = 


у удовлетворяет уравнению (7), то должно быть 


(Ут 
(ыы) те" = УИ т)", 
т. е. при п четном вещественная часть 0""'-- ро”"' должна равняться 
нулю, а при п нечетном — мнимая. При п=2Ё это дает 

а, 6? ( зы =’ а, 6” ( 7.9. т)? ри А [9 а 0 (— т)?" г8 0, 
или сокращая на 6 ( — т)**1 = 0, 

“, = о. 6“ ( —т) т в мрт" ( ее т) == 0, 

или 

а, а, (—тЬ") + а, (—ты) +... Ча, (— тё*) 1 = 0. 

Аналогично при п=2А--1 имеем 
ата ра, (ту... аа —туйй =0, 

З* 


316 В. Д. ПОДСЫПАНИН 


или 

а, а, ( — тб“) а, (— тб“) + м киа (— тб“) —=0, 
т. е. такое же равенство, только продолженное до а„-го члена, а не 
до &,_,-ГОо. Однако при доказательстве его невозможности это не будет 
играть роли. 


Итак, должно быть 
п) п п 


3! ти 
р выниа ое Е Аж 0’ (9) 


Данное равенство очевидно невозможно, если тф“ делится на простое 
число р> Т, так как тогда первый член делится на меньшую степень р, 
чем все остальные. То же самое будет, если тб“ делится на 2, 3*, 5* 
или 7°. 

Случаи же, когда тб“ делится только на 2, 3, 5, Ти в первых сте- 
пенях, разберем подробнее. 

Очевидно, что если тёф“ делится на р=2, 3,5, 7, то все члены, 
начиная со второго, делятся на р, т.е. и первый член должен делиться 


(2% +) пп 
3! 


взаимно просты. Следовательно, на р делится только одно из этих чисел. 
Пусть одно из этих чисел точно делится на р”; докажем, что тогда, 
вообще говоря, все остальные члены делятся на высшую степень р. 
Представим общий член суммы в виде 
_ +0 +294 0@+29... @®- 29) (— тё*); 
(49 +3)! } 
р входит в знаменатель в степени 


ща] [а 8. 8+3 
[= + [| +... «А еУА... 


на р. Но он равен ‚ а числа (2п - 1), (п 4) и п попарно 


“+1 ( —тбё*)1 


1 
р 4+3 
ЗВЕНЕ 
ие. ВН 
Р 
В числитель р входит в степени, не меньшей, чем 
п 294+1—п+ 2941 44-2 
«—1+| Ч Ве Ета, 
Р Р 
так как на р“ делится один из множителей числителя и члены, деля- 
щиеся на р, встречаются через каждые р чисел. Отсюда надо отнять 
единицу за счет множителя п или п--1. Кроме того (тб“) делится 
на рт. 
Итак, 4-й член суммы делится на степень р, не меньшую, чем 
59 +2 19 +3 
п т 2 
НРЫЕНЫй Е 
Пусть р=3, тогда 4-й член делится на степень 3-х, не меньшую, 


24—17 
чем ата т. е., начиная с 9-го, все члены делятся на 3"*'. Но 
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легко видеть, подсчитывая точнее множители, делящиеся на 3, что 2-й, 
3-й, 4-й, 5-й, 6-й, 7-й и 8-й члены тоже делятся на 3"*'. Итак, т“ не 
делится на 3. 

Остаются следующие возможные значения тё*: 


т =1, 2,5, 7, 10, 44, 35, 70. 


Если р=5, то 4-й член делится на степень 5, не меньшую, чем 
16а — 47 
п +——- ‚ т. е. все члены, начиная с 4-го, делятся на 5"*'. Легко 


+1 
видеть, что и третий член тоже делится на 5”*'. Что же касается вто- 


рого члена, то он может делиться только на 5”. Чтобы в таком случае 
удовлетворялось равенство (9), необходимо, чтобы имело место сравнение 


(2в + = ЕО” _ (28-0 ®-+3) ан (п—1)(п—2) 5М =0 (тоа 5"+1), 
где М = 9 — целое число. 


Пусть п=5"”т,, где (п,, 5) =1. Тогда, сокращая обе части и модуль 


на 5“, получим 
п, + п,М =0 (1045) или М==—1 (то 5). 


То же получается и в предположении п 1=5"”и,. В предположении 
же 2п-+1=5"”и, уже второй член делится на 57+". 

Случаи тё“ =5, 10, 35 исключаются. 

Аналогично рассуждаем при р=7. В этом случае 4-й член делится 

384 — 93 

на степень 7, не меньшую, чем к-+— 5 —›т. е., начиная с а=3, все 
члены делятся на 7"*'. И так же, как для р=5, должно иметь место 
сравнение 


ом” Оооо 1 
Е 8 в 0 а 7). 


которое дает М =3 (то@ 7), если п==0 (поа 7") или п 1==0 (тоа 7") 
и М==2 (тоа7), если 21+ 1==0 (то4 7"). 

Случай тб“ =7 исключается. 

Подобным же образом поступаем при р=2. Здесь, если первый член 
точно делится на 2", то второй делится точно на 2”, третий точно 


6-1 1 3 
на 27+, четвертый точно на 2"*", пятый на 27*? ит. д. Но сумма 3-го 


3 
и 4-го членов делится на 2"*°. Получаем сравнение 


(21 + — +0» | 2+0 0+3) а "0-00 (тов 27*3), 


которое, аналогично предыдущим случаям, дает 
М =—1 (то4 8). 


Случаи тЬ*=2, 70 исключаются. 
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Остаются два случая *: тб“ = 14 и тб* =1. Они возможны лишь при 
т=14, 6=1 и т=1, 6=1. Первый случай дает т=14, у=1, 
ра? —14=16; р=30, что по сокращении на 2 приводит к уравнению 


1547 —79/* =8; 
второй случай —к уравнению 


17 — = 46. 


Но это уравнение попадает в число исключений из следующей теоремы. 


10. Случай $ =0 
ТЕОРЕМА. Если в, ел уравнению 


—ав — | Ч 8—0, 
2п-1 
то в=———_ пе может удовлетворять уравнению 


(Ут) 
№ —у/ —т-ь-У—т=0, 


за исключением случая т=1, а==1, которому соответствует уравне- 
ние 1727 — у* = 16, и случая т = 125, а=5, которому соответствует у рав- 
нение 2117 — 125у* =16. 
Доказательство. Как и при доказательстве предыдущей тео- 
ремы, имеем 
' — ип 1 "2-1 — 1 
(в-Ны’) (И — т)" = рава = у (У — т)". 
Это опять дает, что при п четном вещественная часть 2”+1-{- 2"+` 
должна равняться нулю, а при п нечетном — мнимая. По формуле 


Варинга имеем 
т 


т 
па реа — У а ( — воре)" 9 (ро ре)9 += У, ваа?ч+1 (/ —т)и-ч. 
а=0 а=0 

Если п=2К, то ча (—т) | о,а° (ту... Рарьа +1 =0, или 

а, (— т) а, а* ( —т)*-1--...-Р она" =0. 
Если п=2А-- 1, то также 

а, (— т) - аа“ (—т)*-1--...- азьа*® = 0. (10) 
Пусть а содержит множитель, не входящий в т. Тогда равенство (10) 
невозможно, ибо первый член суммы делится на меньшую степень 
этого множителя, чем все остальные. Значит, т =ат, и равенство (10) 
переходит в 

в, (— т, )* а? (— т, )^-1-... + вана3* = 0. 
Если а содержит множитель, не входящий в т,, то и это равенство 
невозможно по той же причине. Имеем 


= . рот 
=. т =ат.. 


* В цитированной работе Д. К. Фаддеева без доказательства утверждается, что 
равенство (9) возможно лишь при тф“ = 14.Не возражая против справедливости 


этого утверждения, я его полностью не доказываю, так как случай тб“ =@, как 
будет видно дальше, не дает новых исключений. 
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Равенство (10) принимает вид 
а, (— т.) а, (— т)" 1-4... -Раова?® = 0. 
И в этом равенстве необходимо положить, что 
т, =ат,; т = а*т,; 
тогда % (— т,)* -- а,а ( —т,)"-1--...-Разнай = 0, 
или 
т) вет потеет: 1) 

Пусть т, не делится на а. Тогда равенство (11) невозможно, если 
а делится на простое число р>5 или на 2, 3*, 5*, так как тогда пер- 
вый член суммы делится на меньшую степень р, чем остальные. 

То же имеет место и в том случае, если а делится на 2 или на 3, 
так как 2п --1 не делится на 2; т, — нечетное (оно взаимно просто с а); 
(2п | 1) (—т,)* — нечетное; остальные члены четные. 

Если же а делится на 3, то тогда все последующие члены также 
делятся на большую степень 3, чем первый. 

Равенство возможно только в случаях, если а=5 или т, делится 
на а. В последнем случае т = а*т, и равенство (10) переходит в 


в, (— т.) а, (—т,)*-"-. . „Рак = 0, 
где 2А=п или п 1. 


к ее 1) п (в — За 


Если 2К=п, то а, =1 и равенство возможно лишь в случае т, =1, 
так как иначе все члены делятся на т,, кроме последнего. 
Если же «, =п—1, то имеем 


ООО 
+ п + 0 @» ИА о (12) 


Если т, делится на простое число р > 3 или на 9, то равенство не- 
возможно, так как каждый следующий член делится на высшую (по 
сравнению с первым членом) степень р. 

При р=2 имеем то же самое, так как 2п + 1 не делится на 2. 

Окончательно, равенство (12) может иметь место лишь при т, =1 
и, =3. 

В случае же а=5, т= 125т,, где (т., 5) =1, мы получим равенство 


ее 15+ УСЫ В И РЕН 


которое по тем же причинам может иметь место лишь при т, = 1,3. 
Рассмотрим эти исключения и вычислим дискриминанты уравнений 
для и,. Получим следующую таблицу: 


т, —1 =5 т = 125 Е, 21 
т, =3 а=5 т = 375 ЮО 93 
па, =1 а=\ т=1 В = 
т, =1 &=2 т = 16 В’ =17. 16 
т, =3 а=4 т=3 2’ ==89 
т, =3 а=а т = 48 0’—49. 16 
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Отсюда видно, что два последних случая не представляют интереса, так 
как О’— полный квадрат. Второй случай приводит к уравнению 
537 — 375 = 16, 


которое не имеет решений, в чем можно убедиться, рассматривая его 
как сравнение по то4 16. Отдельные случаи приводятся к уже упомя- 
нутым исключениям. 

Осталось рассмотреть уравнения, которые представляют исключения 
из той или другой теоремы. Уравнения эти следующие: 


72 — 274“ = 1 (из 8 7) 

17% —\ = 4 (из $ 7) 

15° — 7у* 8 (из $ 8) 

245 — 125“ = 16 (из $ 9) 

рану тонае- 16 (из $ 9) 
Из них последнее остается нерешенным. Решение остальных привожу 
в следующих параграфах, причем я буду разыскивать не все решения 
этих уравнений, а только те, которые соответствуют «затруднительному» 
полю. 


11. 0б уравнении 72° — 279/* =1 


Для данного уравнения надо разобрать случай, когда в, и в, удов- 
летворяют уравнению 


т. е. уравнению 


где 


Применяя формулу Варинга, получим 
% 


рр Хуа — 27-я (4 Зву = у (И 27), 


а=0 
или 
У 


5 — аа (У Зее 9+1 у (/ — 3) +3, 


а=0 


т. е. при п четном вещественная часть суммы должна равняться нулю, 
а при п нечетном — мнимая. 


Заметим, что (И — 3)3"+ч+? является числом вещественным или чисто 
мнимым, а 9?1+1 имеет вещественную часть, равную 1, когда 24-1 


1 
делится на 3, и равную —-, когда 29-1 не делится на 3. Аналогично 


2 
и мнимая часть 4+1 равна нулю, когда 29--1 делится на 3, и равна 
УЗ 
- >, когда 24-1 не делится на 3. Поэтому вещественная часть произ- 
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ведения (]/ —3)з"+9+? ‹24+1 равна (И Зач или + УИ — Зунчв 


или же нулю. Мнимая часть тоже равна (]/ — 3)" +1+? или И Эа 


или же нулю. 
Учтя это, пишем для п=2к 


В [а, ( — 3)8*+1 о-ра, ( — 3) /— 3+ 
а, ( — 3) +2 о* а, ( — 3) 5/3 +...]=0, 


где А означает вещественную часть. Или 
1 1 Р 
а, (— 3) (— Зуи, (— 5) (— За, (+5) (— 3} + 


а, (— ЗА... =0. 
Или, умножая на 2 и деля на (— 3)3^+!, имеем 
а, — За, —3*%, —2 . 3*%, — 33, —...—2а„(—3)*=0. 
Так как каждый член делится на 3, то и а =2п-1 делится на 3. 


Пусть =2п-1 точно делится на 37, тогда второй член, равный 


— 3 + (п -+ 2) ® + п (п -— 1) 
51 
Что же касается основных членов, то так как 


— За, = ‚ делится на 3"+1. 


% 


п | (2% +1 
а Е ен ти. 
где А— целое число, множитель 3 может потеряться только за счет 
последнего члена знаменателя. Однако эту потерю с избытком возместит 
входящая множителем степень числа 3 во всех членах, кроме, может 
быть, члена —2. 3*а,. 

Действительно, последние члены знаменателя во всех слагаемых, 
начиная с — 3*а,, будут 7, 9, 41, 13 ит. д. до 2п- 1. Соответствующие 
степени 3-х, 2,2, 3,3 ит. д., т. е. если в некоторое слагаемое входит 
множитель 3', то последний член знаменателя будет + 1-4. Но 
3> 1+ 44, если [`>2. Если же /=2, то последний член будет равен 
7 или 9; 7 не делится на 3; 9 делится как раз на 3, т. е. на соответ- 
ствующую степень 3. Итак, все члены в этом случае делятся на 3841, 
кроме первого, который точно делится на 3", и, может быть, четвер- 
того, который тоже может делиться только на 35. 

Для того, чтобы вся сумма равнялась нулю, необходимо, чтобы 
а, — 18, делилось на З"+1, т. е. 2С1..—1 делилось бы на 3. 

Так как 2п + 1 делится на 3, тои 2и —2 делится на 3, т. е. п= Зп, 1, 


и мы имеем 


(Зт; + 5) (3, + 4) (п, + 1) (Зп, + 2) (3п, + 4) п, (3п, — 1) (31. — 2) __ 
2.4.5.78. о. 


или 
пп, —1==0 (што4 3). 


Последнее сравнение не имеет решений. 
Итак, видно, что все слагаемые, кроме двух, делятся на 3°+1, в то 
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время как сумма двух оставшихся делится только на 3%, т. е. вся сумма 
не равна нулю. 
Аналогично при п=2А-- 1 имеем 


ао (— Зи ( — Эа, (— За, (— ЗА... =0, 


что по умножении на —2 и делении на (— 3)3*+? дает го же равенство, 
что и для п четного, а невозможность последнего уже доказана. Отсюда 
следует, что данное уравнение не имеет решений, соответствующих ука- 
занному выше полю. 


12. 06 уравнении 1722° — /* =4 


Рассматривая уравнение как сравнение по то@ 416, получим, что х 
и у четные. Заменяя х на 2х иу на 2у, получим 172°—4у=1 или 


1722 = 4“ 1. 

Разложим это уравнение в поле В(У —1) 
(4+1) (4—0 == 2+) 9. 
Так как 2? --: не делится на 2, то 2у° {ги 21’ —1 взаимно просты, 
и мы можем написать 
2 -:= (А-В (ии. 
При А=0 это дает 
ЗЕ 9? = 2и* — 25? + ис, 
1 = и? — 5? Зи. 


Из второго уравнения следует, что и— нечетное, © делится на 4, но 


в таком случае 2? — 25° + ио=- 2 (тоа4) и не может быть равно у. 
При А =4 имеем: 


24 = и? — 5? 85; 
1 = 2(2и* — 25? — иъ), 
что явно невозможно. 
Аналогичные равенства получаются и в предположениях А =2 или 3. 
Уравнение вообще не имеет решений. 


13. 0б уравнении 152° — 7‘ =8 


Для данного уравнения необходимо найти решения, соответствующие 
полю В(в.), где в, удовлетворяет уравнению 


ра ИА ы И“ =0. 


Одно из таких решений дает само р,, а именно у=41, х=4. Другое 
а. М 
у’ 

и НИ 14 в, и 44 —=0. 
Решения, соответствующие в,, будут у=91, х=5657. Докажем, что, 


кроме этих двух, нет других решений данного уравнения, соответствую- 
щих упомянутому выше полю. 


решение дает +, = довлетворяющее уравнению 
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Действительно, по формуле (9) имеем 
(2041) +1) 2% + 1) (п +3) +2) ®+1 =) @- 
п (20+ _@+Езе- ре )п (п — 1 (® — 2) ЕО 


Первое решение получается при п=0, второе при п=3. Объединим 
первые два члена: 


ВЕ) п [60 — +3) ®+2)®—9(- 2) м 
5!3 


| о 


Чтобы вся сумма равнялась нулю, необходимо, чтобы первый член 
делился на 7, т. е. 
(2и -- 1) (п 1) п [60 — (п-+ 3) (п+ 2) (п—1) (п—2)]=0 (тоа 7). 
Следовательно, или 
28 -+1==0 (то4 7), 
или же 


— (п 3) (п-+ 2) (п— 1) (п—2)==0 (мод 7), 


так как в $ 8 было показано, что в данном случае 
› д у 
п (п 1) =Е0 (тоа 7) 


Оба сравнения приводят к решению п==З (то4 7). Но если п=3 
(то4 7), то Ее и 


и (2п1-+1) 2пл-+1 
ды 1 = (= А (и—\ дут = В г. 
(ут — (уи бул 
Но р, удовлетворяет уравнению 
С У 14 р, И 14 =0. 
Поэтому к нему применима теорема 8 8, и в будет соответствовать 
решению только в случае п, =0. 


14. Об уравнении 2155° — 125 = 16 
Здесь необходимо найти решения, соответствующие полю В (р,), где 
м, удовлетворяет уравнению 


—5в—-И—125=0. 


5 
Одно из решений дает м, удовлетворяющее уравнению 
5 о 


м БИ — 125 м И —125=0. 
Соответствующее решение будет у=5, х=61. Докажем, что других 
решений нет. По формуле (11) имеем 


+1 ОСЕР ОЕО» ВЫ 1)*-1-. 


с. е. 


21+ 1==0 (то4 5); = (тод 5); п=бп,- 2. 
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Имеем 


5(2па-+1) 2па-+1 
Ро 


Е: 
В И) (У а) , 


что по теореме $ 8 возможно лишь в случае п, =0. 


15. Выводы 


Решение неопределенного уравнения 41“ — 6/* =1, 2, 4, 8, 16 выпол- 
няется при помощи следующих операций. 

1° Нахождение всех полей К. 

2° Нахождение основной единицы ег, каждого поля. При наличии 
особенных единиц в поле К выбираем е, так, чтобы е,з, = 1. 


3° В случае, если К = В (У — т), рассматриваем число в, = у: У —т. р 


Если и С К и удовлетворяет уравнению ш-уу —т м—У —т=0, 
то у будет решением данного уравнения. В противном случае решений, 
соответствующих данному полю, нет. 


49 Если К=В(у —т), то уравнение должно быть сведено к урав- 
нениям типа 42“ — 61/* =1,2, 4, 8. Последние уравнения уже решены 
Д. К. Фадеевым. 

5° Все изложенное выше допускает исключение для уравнений, пере- 
численных в конце $ 9. Из них уравнение 175” — у* =16 остается нере- 
шенным. 

В заключение считаю своим долгом выразить глубокую благодарность 
Д. К. Фаддееву, указавшему мне тему для данной работы и давшему 
ряд ценных указаний. 


Дагестанский педагогический Поступило 
институт 14 ТУ 1941 


У. О. РООЗТРА МХ. ОВЕК МЕ ОМВЕЗТТММТЕ ЧЕСНО Ме 
У О с =1, 2, 4, 8, 16 15Т 


Ом @е СЛесБапс 42° — 6/* =1, 2, 4, 8, 16 ши сапеп Даен 2 16зеп, 
тиззеп Ешрецеп Безоп4егег Сез{а]6 1п ешлсеп Кобгрегп улемет Сгадез, 
41е тап Бег аПеиизег Кепи(1з уоп а, 6 ап4 с Копз(тилегеп Капп, сеРап- 
4еп \ег4еп. п 4ег Агреф мг се2е12\, дазз, пи Ацзпабте ешпег епай- 
свеп Ап2аБ1, 41е Е шВе\ф уоп 4ег сезисеп Сезба пиг @е Сгопдештей 
4ез епёзргесвеп4еп Кодгрегз зе Капп. 
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Серия математическая 5 (1941), 325—351 Земе таШёта «ие 


Н. А. РОЗЕНСОН 


О РИМАНОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ КЛАССА 1 
ЧАСТЬ П 


(П редставлено академиком С. Н. Бернштейном) 


В работе получены формулы для основных совместных инвариантов 
обеих фундаментальных квадратичных дифференциальных форм, изучены 
свойства некоторых римановых пространств класса [ и даны необходи- 
мые и достаточные условия для того, чтобы п-мерное риманово про- 
странство имело класс | в том случае, когда ранг второй фундамен- 
тальной формы не меньше 3. 

Настоящая работа является непосредственным продолжением статьи 
«О римановых пространствах класса Г» (*), в которой даны некоторые 
необходимые условия для п-мерных римановых пространств класса Г. 
Там введены в рассмотрение п независимых совместных инвариантов 
первой и второй фундаментальных квадратичных форм р,, р,, ..., Рь 
и даны выражения для р с четными значками и для р, через диффе- 
ренциальные инварианты второгс порядка риманова пространства. 

Здесь получены следующие результаты: 1) выведены формулы для р 
© нечетными значками; 2) на основании этих формул изучьлы свойства 
некоторых римановых пространств класса |, для которых существуют 
известные соотношения между составляющими тензора кривизны и метри- 
ческого тензора; 3) даны необходимые и достаточные условия в явном 
виде и инвариантной форме для п-мерных римановых пространств 
класса | в том случае, когда ранг второй фундаментальной квадратич- 
ной формы не меньше 3. Эти условия выражены уравнениями, имеющими 
четвертую (в исключительном случае—шестую) степень относительно 
составляющих тензора кривизны. 

Необходимые и достаточные условия для того случая, когда ранг 
второй фундаментальной квадратичной формы равен 2, будут даны 
в отдельной статье. 


1. Вычиеление р,, р,,..., р, основных совместных инвариантов обеих 
фундаментальных дифференциальных квадратичных форм 


Положим, что * 428 = 58. В таком случае р,, р,, ..., Р„ будут совмест- 
ными инвариантами обеих фундаментальных дифференциальных квадра- 


* См. (1), стр. 182. 
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тичных форм. Любой другой совместный инвариант этих форм является 
функцией от этих инвариантов. Можно показать, что если этот совмест- 
ный инвариант—целая рациональная функция от коэффициентов второй 
квадратичной формы, то он представляет собой целую рациональную 
функцию от р, р,..., р». Будем называть р,, р.,..., Р» основными 
инвариантами гиперповерхности (п- 1)-мерного эвклидова пространства 
и поставим себе задачу выразить эти инварианты через составляющие 
тензора кривизны А.вз и метрического тензора “8 риманова простран- 
ства класса |, для которого Э.з являются коэффициентами второй фун- 


даментальной квадратичной формы. Нами были вычислены р, при 
четном $ [см. (267Т)] *: 


ке И’, оля при четном п, 
БЫ (4) 
2* $(5-1) | $=2,4,..., П-1 при нечетном п. 


Обратимся теперь к вычислению р, с нечетными значками. Как видно 
из равенства (4141), 


С. 


Но так как из (16Т) следует, что 


$ 
ей 
2" (5—4) Эб в= Зет), (2) 
то на основании равенства (13Г) имеем** 
а = ыы а), (3) 
Следовательно, 
(® о, 
ВИ, 
и 
х (К- т 6 
а В За у А (4) 
Составим тензор 4-го ранга: 
(К, Ах м (т и и: и. Фо : (5) 
Так как при 1, [>14 
р АТ я в, ИИ 5") Ё а ЕЕ о" ево Не А 5 ее : 
а Ге Е ) р 1—1 7 
® > Се -1)[) = о ‹1- То 


то при указанных значениях А и / 


ЕЕ. (&-1) (1-1) 
(В, О" к ВВ ао --- Е 5") (90 т 8, КЕ (6) 


* Значок у номера формулы означает здесь и в дальнейшем, что формула 
приводится из статьи ('). 


** Ввиду того, что 08 = 96, №0, = 9; = — р. 
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Так как О/=9, то при [> 1 


А 5 (0 
ба — В о м ) : ] 


(1, о. =. В.” оо м ыт) к | (7) 


Наконец, 
11)7т 6 6 
( И =. Вов р (8) 


На основании этих формул, а также равенств (167) и (5), можем заклю- 
чить, что ® 0. в том случае, когда А и { оба четные или оба нечет- 
ные числа, будет целой рациональной функцией от Аз и 2% и явное 
выражение для нее может быть написано с помощью формул (9!). 


Выразим ®"-9(/, = ®"-0.:8° через совместные инварианты обеих 
фундаментальных квадратичных форм, считая, что т и $ удовлетворяют 
условиям О< $5 < т=< п: 


О (ИТ рб... ЗН рь-а ет + рь-1 6") (95:1: : “Е 
— —— 


$—1 3—2 т—$—1 
ро +. Ри 9-Е Рт-в19,) = Обе" = 
т-—$—2 


=. - риа ... -Н Рт-з—2 Э+2- Ртё-1 Я. а 
+ Ра (Зи—1-- 1 т--Е (Е Рт- 3—2 9+1 Рт-:—19:) РС 
-- Рз—2 (Зи з+2 + та -.- Е Рт-3—2 94-Е Рт- 8—1 9,) 
- Рз—1 (Эта рт ... 
-Н Ри- 3-2 Я - Рт-з—1 85) —$(т — 5) Рз Ръ-з = 
— — Рт-з 8: — Рт-з+1 8:—:— ... — Дтет 8: — три — 
1 (Рт-в Я:-1-- Рт-з+1 Яр (т— 1) рт-1)— ... 
— Рз—2(Рт-з 2 - Ртв+1 9. (т—$-2) Рт-з+) — 
— Рз-1 (Рив @- (т —- 1) Рт-в+1) —5 (т — 5) р Рт-в= 
Е 0 (2: р, --. --Рз—2 Я, -{ р:—1 @,) — 
— Рт— +1 (Я:—1-- р: 8-- ... + Рз— 2 -+ (т — 5-1) р:-1)— 
— Рт-1 (8, (т — 1) р!) — три — $ (т — 5) р; Рт-8 = 
= 5Рт—в р — [т — 2($—1)] Рива Рз-1— [т — 2(5 —2)] Рт- +2 Р8-2— 
— (т — 2) Рт-1 1 — Три — $ (Т— $) РаРт-з - 


В результате имеем 


А уе —8(т — $ — 1) Рт- р — [Т— 2 ($—1)] Рт-зча Рз-1— 
— [т — 2 ($—2)] Рт-в+2 Рз-2— ... —(ТЩ— 2) рт РТР (9) 
(О<%;<т= п). 


Заменив $ на ${1, получаем 

а НАТ, == == ($ 1) (т ==> — 2) Рт-з—1 Рз+1— (т — 25) Рт-—з В — 
— [т —2 (5—1) ] рта Рё-1— [т — 2 ($ —2)] Рива Р:-2— 
—... — (т— 2) пп р —Трт. 
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Вычтя из полученного равенства равенство (9), имеем 


ТО, т, = — (5-1) (т- 5—2) Рива Ра 
+ (т — $) ($ —1) Рт-з Ре. (10) 


Полагая, что О < $5 <п<т=<2и, т—5=<п, приходим аналогичным 
путем к следующему равенству: 
® т, = —5(т—8—1) рт-вР; — [т — 2 ($ — 1)] Рива Рз-1— 
т [т—2 ($ ма 2)] Рт—з+2 Рз-2— +... — [т —2(т— п)] Ри Рт-ъ (11) 
(О<:<=п<т=<2т, т—$< п). 
Находим 


та, = — ($1) (т — 8—2) рт-в-1 Рана — (Т — 25) рш-в Рё — 
— [т — 2 ($—1)] рт-з+1 Рз-1— [т — 2 ($—2)] Рив Рз—2 — 
—... —(т—2(т—п)] Р» Рт-п. 


Вычитая из полученного равенства равенство (11), получаем фор- 
мулу (10). Следовательно, эта формула справедлива, если 1 < $<п—1, 
1 т—$=п. 

Считаем теперь, что т — четное число. Тогда числа т—$ и $ оба 
четные или оба нечетные. То же самое можно сказать о числах $1 
и т—$—1. На основании вышесказанного замечаем, что левая часть 
равенства (10) является целой рациональной функцией от А.вё и &№. 
Полагаем т = 25. Имеем 


УИ, — 90, = — ($41) (8—2) р.-1 Ра 8 (8—1) р (12) 


Давая $ значения 3,5,..., (п—1) в случае четного пи 3,5, ..., (п— 2) 
в случае нечетного п и пользуясь формулами (1), получаем выражения 
для р. (при указанных значениях $) через инварианты риманова про- 
странства*, т. е. через совместные инварианты А. и 2№. Считая 
в равенстве (14) з=п, т=2п, находим 


о И, 


ЕТУ (13) 


Эту формулу можно получить также, исходя из (281) и (161). 
Полагая теперь в формуле (10), что $5 —четное число, удовлетво- 
ряющее неравенствам 2 <= $5<п—1, мы имеем возможность вычислить 
все произведения р,р,, где К и [— нечетные, не равные друг другу 
числа, большие единицы. Отсюда следует, что выбор знака у одного 
из р. с нечетным значком (не равного нулю) однозначно определяет 
знаки других р, с нечетными значками (не равных нулю; $ > 1). 
Полагая в равенстве (9) $=1, имеем 


Е И м. (14) 


Пользуясь этой формулой, можем выразить через инварианты риманова 
пространства произведения р1рз, Р1Рз, ..., Р1Рп-1 в случае четного п 
и произведения р:рз, Р1Рз,..., Рип в случае нечетного п. 


* Через дифференциальные инварианты 2-го порядка. 
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Наконец, положим в равенстве (14) т=п-+- 1. Имеем 
Л = (1— п) рр. (15) 


В случае нечетного п с помощью этой формулы можем выразить 
произведение р:р„ через инварианты риманова пространства. Таким обра- 
зом, мы видим, что если только не все р, с нечетными значками, боль- 
шими единицы, равны нулю, то можно, выбрав знак у какого-нибудь 
из не обращающихся в нуль инвариантов р», однозначно определить ри, 
и задача вычисления основных инвариантов обеих фундаментальных 
квадратичных форм будет полностью решена (р, с нечетными значками 
определяются с точностью до знака; знак одного из них однозначно 
определяет знаки остальных). 

Рассмотрим теперь тот случай, когда рз, [5,... одновременно равны 
нулю, и опять поставим задачу вычисления р1. Составим скалярный 


инвариант* А ЮО: 
ВА 6-90 — ВВ (о 90° ©, 0) 
= (©. °- рог) [В бр... ры ри 198+ 
-—— 


м вт 
+ Ра (т Абв"... + Рь-2 Эр” - ри: 98] = 
= ® 


= Ола ра... + рии 94 2р1 (Яьу- ра... 
- Рк-1 93) - Р1* (Эк: - РВ ... + Рь-1 92) = 
= — (Рь Эз- Ри+1 9 - рь 8: (ЁЕ- 3) Рк+з) — 2 р: (рь ® 
+ Рь+1 91 (Е 2) ры) — Р,* (Рк 9. + (+1) рь+1) = 
= Ра [рэ 8: + Зрз- 2р1р2] + Рь+1 (2р2-— Кр,*) — 
— (2-3) разр — (К + З) ричз, 
или 


Вл Юм = (рр Зрз) рь + (ре — Ёр,*) рь+1— 
— (2-3) рурь+з — (Е З) рь+з. (16) 


Считаем Ё нечетным числом, удовлетворяющим неравенствам 1 < А=—< 
<п—1 (р«=0 при $>п). Тогда левая часть равенства (16) будет 
целым рациональным инвариантом риманова пространства. Кроме того, 
так как мы предположили, что рз=рь=... =0, то ри= ри =0. 
Следовательно, 


ВА бр (2рь— Кр) рыл — (+3) ры. (17) 


Придавая Ё значения 3, 5,..., находим из равенства (17) выражения 
для р!ра, Ре)... в виде целых рациональных инвариантов риманова 
пространства. Если ра, р)... не равны одновременно нулю, то мы 
можем определить р1 с точностью до знака*. 


я Ва — тензор Риччи. В этом случае ни один из инвариантов ра, рь, ... не 
раеен нулю (см. ниже). 


4 Известия АН. Серия математическая, № 4—5 
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Таким образом, если исключить тот особенный случай, когда все 
р. при $>2 равны нулю, мы можем определить ри, р2,..., Ри © точ- 
ностью до знака при некотором р2»_1. Самая возможность получения 
этого результата вытекает из того обстоятельства, что в этом общем 
случае 9.5 определяются с точностью до знака (*”). В этом случае гипер- 
поверхность неизгибаема. 


2. Необходимые и достаточные условия для того, чтобы риманово 
пространетво класса Т имело не более А главных нормальных кривизн, 
отличных от нуля 


Так как первая фундаментальная квадратичная форма 45’ = 
= 2в 41° 428 положительно определенная, то можно привести в соответ- 
ствие некоторой заданной точке пространства такую систему коор- 
динат, что в указанной точке и в выбранной системе координат выпол- 


няются равенства 2 =? =... =" =1; 28=0 при «+В; 9в=0 
при & +В. 
Заметим, что О, О»›,..., 9,» числа вещественные, равные глав- 


ным нормальным кривизнам риманова пространства класса [ —И„--в ука- 
занной точке. При этих аначениях 26 и Эз имеем следующие выраже- 
ния для ра, р,..., Рп (©м. (191)): 


п 
р: = — Х 9, 
т=1 
ра = р 2 8; , 
т<$ 
(18) 
рз= — > 8. 9 о.. , 
7<8<в 
= (— 1)" 9.9 о 
Ри 11 9222... щплп) 
т.е. р, 2,..., Рп являются основными симметрическими функциями 
главных нормальных кривизн Т,. Так как и, 9,..., @» — корни 
уравнения 2”-|- р12"-1--... {+ р»-12-- р», =0, то для того, чтобы п-мер- 


ное риманово пространство класса [| имело не более К главных нормаль- 
ных кривизн, отличных от нуля, необходимо и достаточно, чтобы выпол- 
нялись равенства 


Риз =0, Риз =0,..., [т=0; (19) 
Напишем эти условия в виде соотношений между А.зё и 2%, поль- 
зуясь формулами (167), (1) и (12). 


Имеем следующие системы уравнений для четырех возможных нижез 
перечисленных случаев: 
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14° Кип четные \ 
т Фу, =0 6=#+2, #+4,..., п) 
п ®> в — ру уу, 8 эл 
($=А-2, А-А,..., п 2); 
(Кит Х (в х 2+1) зы Иа 
И А (ИИ ). 
8 р 
‚(ми > 
2° К нечетное, № четное 
т Я’, =0 ($=А+14, &+3,..., п); 
И уу ^ т во уу, р,“ =0 
($=А- 1, Е+З,..., п 2). 
3° К четное, п нечетное ое» 
т т, =0 (8=А-2, &+4,.... п 4); 
И ул с Фи, 8—0 


(=#-+2, К-А,..., п 4; "ИУ," 0); 


п и бу и Ни» ( Фи’ И 5"). 
( т 
- ( Ре . 14," ) =—0. 
49 К и п нечетные 
Т Фу, =0 (5=А-1, Е+3З,.... п 1); 


и лу, 9 Е Ва № (Зи, “ уу =о 
(&=#-4-4, К-З,.... п— 4; И), * =0). 


Для риманова пространства класса |, имеющего именно* К главных 
нормальных кривизн, отличных от нуля, справедливы равенства (19) 
и неравенство р, +0. Мы получаем эти условия в виде зависимостей 
между Ау и 8, присоединяя к одной из четырех систем уравне- 


ний (20) неравенство у, = 0 в случае четного & или неравенство 


* Считаем А > 1. Заметим, что в другом, более сложном виде такие условия 
даны в статье Томаса (3). 


д* 
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уу рем Во (иг «®- я 5" ) р 
К—2 ка. 


(К-1) 
(“и — о 5 кя +0 
в случае нечетного К. у 
Как известно, для того чтобы риманово пространство класса | было 
эвклидовым, необходимо и достаточно, чтобы ранг матрицы || 9.3 || был 
меньше 2, т. е. чтобы выполнялись равенства* 


р№=0, рз=0,..., р=0. (21) 


Положив в (20) А=1, получаем необходимые и достаточные условия 
для того, чтобы п-мерное пространство класса 1 было эвклидовым, в виде 
следующих уравнений для скалярных совместных инвариантов А.в- 


и 2: 
1° п четное 
Г И’, =0 (5=2,4,..., п); | 
И > СЭ ай в* уу,“ Фу, =0 (22) 
($=2,4,.... п 2) 


25 п нечетное 
у, =0 (5=2,4,.... п 1; "У, =0); 


п > о В 9,“ 9,8 —0 


—=———_щ 
— 
> 
[9 
— 


(5=2, 4..4). 


Рассмотрим в качестве примера трехмерное риманово пространство 
класса 1. В этом случае нами было найдено выражение: р: =о* = 


ЕТ, ЕА, В? (см. (337)). Кроме того, для всякого прс- 


1 с з 
странства класса 1, р, = —= И’, = — За: Отсюда следует, что система 
равенств р, =0, р, =0 эквивалентна системе 
О По=аЮ (24) 
Таким образом, равенства (24) представляют необходимые и доста- 
точные условия для того, чтобы трехмерное риманово пространство 


класса | было эвклидовым. 
Положим теперь в (22) п=4. Получим следующие три уравнения, 


* Эти равенства должны быть выполнены в каждой точке изучаемого прс- 
странства. 
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выражающие необходимые и достаточные условия для того, чтобы 
четырехмерное риманово пространство класса | было эвклидовым: 


В. =0;  О—4В +В =0*; — ВЛ ФУ 6 Вх В, =0. 


4 1 “4 
Воспользовавшись равенством Е Ир:5,*, справедливым для 
любого четырехмерного пространства класса 1**, и введя обозначение 


М её 
Ав" В) В, =Р., получаем указанные условия в следующем виде: 


В, =0; 0, =4В,; Р,=0. (25) 


Можно указать и другие условия в виде равенства нулю некоторого 
тензора 2-го ранга, необходимые и достаточные для того, чтобы п-мер- 
ное риманово пространство класса [| имело не более А главных нормаль- 
ных кривизн, отличных от нуля. Из формул (16Т) и (4) следует, что 
равенство нулю тензора ®И/.^ влечет за собой и равенство нулю ®И’,^ 
(где # > 5), ®И”,, ФИ’,. Но тогда, на основании *** (131), А 
обращаются в нули, и риманово пространство класса | имеет не более 
$ —1 главных нормальных кривизн, отличных от нуля. Таким образом, 
мы заключаем, что равенства 


уе (26) 


представляют достаточные условия для того, чтобы риманово про- 
странство класса | имело не более Ё главных нормальных кривизн, 
отличных от нуля. Докажем, что эти условия являются и необходимыми. 
С этой целью вычислим ®И/^ при частных значениях 9 и 2% 
(см. стр. 330). 

Замечаем, что 


$ 
$ 5 —-1 
О и вели оаь хе, И = ООВ 6 *. 


Но 
= 1+, (27) 
где 
(=) 8—1 
Р:-1=(—1) У Зато ++ узла (28) 
71<12<... 31-1 
91-Е Т2-Еа,...) 1+9 
Следовательно, 
а 
Ры = р ыы ($ —— 1) Эа ет (29) 
* См. (341). 
** См. (207). 


*** Считаем, что $ > 1. 
**** Нет суммирования по а. 
ом С), стр; 1987. 
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Е—1 


С „2 . КО < р. (30) 


Из этой формулы можно видеть, что если пространство имеет 
в каждой точке не более А главных нормальных кривизн, отличных 
от нуля, то “+ЪИ/„=0. Действительно, в этом случае или 9„=0, 
или @®р,=-0. Отсюда мы заключаем, что в любой точке и в любой 
системе координат “*ТЭИ’,^ =0, что и требовалось доказать. 

В том случае, когда А — нечетное число, равенства (26) представляют 
необходимые и достаточные условия для того, чтобы риманово про- 
странство класса | имело не более Ё главных нормальных кривизн, 
отличных от нуля, в виде уравнений в тензорной форме, 
связывающих Ио.вё и 2. 

Очевидно, в случае четного Ё условия такого вида даются систе- 
мой уравнений 


к Е 
уу —=0; ры ов и 2 5") О № р 5," 20 (31) 


(см. условия (20), случаи 1° и 3°). 

В частности, положив в (26) =1, получаем в тензорной форме 
необходимые и достаточные условия для того, чтобы риманово про- 
странство класса | было эвклидовым*. 


В^=0. (32) 


Для того чтобы р,=0,....р„=0 (этот случай мы рассматривали 
выше), необходимым и достаточным является существование равенств 


Фил =0; РЕВВА. (33) 


3. 0 свойствах тензора "-ЗИ’д", составленного для п-мерного рима- 
нова пространетва класса 1 


— 5 
Докажем, что составляющие тензора “Зе в случае п-мерного 
риманова пространства класса | удовлетворяют уравнениям 


м =—- = (СМР: Ор А Ват == 


(п-т) ` 
"ЗИ: "+ ЕН (6,7 88’ — вр” 8), (34) 
где значки при построении тензоров И’в°, И подняты поеред- 
ством симметричного тензора а№ [см. формулы (9'), (111), (121. 

: Предполагаем вначале, что а — коэффициенты положительно опре- 
деленной квадратичной формы. В таком случае, как известно, можно, 
задав некоторую точку рассматриваемого пространства, выбрать такую 
систему координат, чтобы в этой системе, в заданной точке, выполня- 


* Этот результат известен. См. Ел1зепваг& (4), р. 200. 
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лись равенства а" = а =... =а”"=1; 4%=0 при «В; Эв=0 при 
а В. Из (14) видно, что при указанных частных значениях О.в 
и а№ сумма * 


ое: ве (35) 
—— 


не равна нулю лишь тогда, когда | =& и &=В. Сделав предположение 
о существовании последних равенств**, мы получим для суммы (35) 


выражение 
ро КОРЕ фе ть ОО =. 


= 0, 8 нет суммирования по значкам а и В). Пользуясь (27), мы 
можем эту сумму переписать в виде*** 


О. Оа (барби *-+... + Ярь а) = 99а Юр, _ь, 
где 
“>В р в = (— 1)*> ыы р О тата ++ * був ата (36) 


71<72<. . «ТА 
а-Е®, т2-,.. аа, 1+8, та-В,.. ТВ 


Из (151) вытекает, что 
Е 
=Ь—1 
СОЙУ вв = О ЙУ вва == 2 ы 2. Эвв рае (® Ее 8) (37) 
Следовательно, 


ЗИ дев еее ие ЗИ’, а8в« = 2 " о Вов нЕ 
"8 


"у о (®— а С риа [см. (29)] 


“-Эв=0, если &-В. 


Наконец, 
п_3 


"9, = —2* (в—2)(п—1) рь а (ом. (431). 


С другой стороны, заключаем, что при указанных частных значениях 
О.в и а* уравнения (34) сводятся или к тождествам (в обеих частях 
равенства имеем нули) или к равенствам такого вида: 


ва в 1 (5 ("9 о 
к. ний ИОИСТСЕОВЫ 


* Для доказательства (34) вычисляем правую часть равенства (157) при этих 


значениях а^\№ и 9.8. 
** Считаем, что а-ЕВ; при а=В, как видно из равенств (157), уд" обра- 


щается в нуль. 
*** См. (), стр. 182. 
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Подставив полученные значения для "`ЭИ’ьв, "О ЗИ’, ОИ вв, 
“-БИ’,, имеем в левой части равенства (38) 


п-—3 


2 СЗ. Овв Е 
и в правой части 
п-_3 


О р р, 


Но легко убедиться в том, что при © = В 
Ри_—1= И О 966 р: - бе ры: 
Это непосредственно следует из таких очевидных равенств: 


ры О ето ор, № 
8 ив = — Эа р. 


Таким образом, равенства (34) выполняются в некоторой точке п 
соответствующей частной системе координат. Но так как они имеют 
тензорную форму, то они справедливы в любой точке и любой системе 
координат. Мы предполагали вначале, что а — коэффициенты положи- 
тельно определенной квадратичной формы, но так как обе части ра- 
венств (34) являются целыми рациональными функциями от а*№, мы 
можем это ограничение снять и считать 4% произвольным контравари- 
антным симметричным тензором 2-го ранга. 

Предположим теперь, что п — нечетное число. В таком случае ра- 
венства (34) представляют собой необходимые условия для того, чтобы 
риманово пространство п измерений имело класс [ в виде уравнений в 
тензорной форме, связывающих составляющие тензора кривизны и про- 


извольного контравариантного симметричного тензора 2-го ранга а и 


п—1 
имеющих степень 5 относительно составляющих тензора кривизны. 


Заметим, что в случае трехмерного риманова пространства равен- 
ства (34) справедливы при любом классе пространства [см. (251)]. 


4. О некоторых проетранетвах клаеса 1 


Предположим, что для некоторого п-мерного риманова пространства 
класса [ выполняются равенства 


К 
а = ны (т 88—85 8.) (39) 
при некотором определенном К, удовлетворяющем неравенствам 2 < А < п. 
Значки подняты посредством метрического тензора “8. Ставится задача 
выяснить, каковы особенности рассматриваемого пространства как гипер- 
поверхности (п — 1)-мерного эвклидова пространства. С этой целью рас- 
смотрим* “+73”. Так как 


* См. (91). 
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в+2 5 х 1 о 
(&+ ИУ." = А. в [зы + _— (Фут д р ие 
| бк Вт» Фу’ к 5 
ЧАИ, в" — ув о (78—87 &°) | р 


то на основании равенств (39) и равенств, непосредственно получающихся 
из них, 


(брт и ат 


(40) 
находим, что 
(Ея, 18 28 и" Ч, д 
= А-а пе [& — #+ 2% (1 —п) —п(1—п)] = 
А” м —К) (п Е К) 
я п(1—п) (К —1)К 
Отсюда следует, что 
ут 28.1 И, (п — К) (п —1—К) 
я п —п) («1% 
Но 
- А — С) 
И т = 5 (Е—1) т. ы ру, о (&—1) 0; 
+, © ие (К- 1) тт, х 
Следовательно, 
ОН (41) 
ть п(а—п) (+1) 
<) 
С другой стороны, из (40) следует, что ®0/= = Ат. В таком случае 
(ЕНОТ х /(®) ры ат _ п 
+1 И =0, ( - )= и от 
+, — а. = о; 
ооо (у 9 4) = 
ры +1 
доес® == Г) в 1 й 
в 0 (9-г рю. ) 
или 
(#-+2) о т — К (1) т_ К у 
пи 0, [ В’ т рю |. (42) 


Сравнивая выражения для “*”0,', данные формулами (41) и (42), 


и считая, что п> А, 0, +0 (в рассматриваемой области), имеем 


ба ЮА : Г. - 
АВЕО - — А. КЕ р: › 


ИЛИ 


АВГ = =. рт. (43) 
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Отсюда следует, что 
РЕВ —1 
В=^ ро, = 7 9 =9, + р,9,=9,— 9," 


п 


и 
1 ‚ 

э, ИЯ о,', (44) 

Но 
О Е 
а о = (9 ® 16 ) (9, п Руд * 
Следовательно, 
пи: т 

о. = =. 9:6. с (45) 

т. е. пространство имеет постоянную кривизну (8, = —р, == 0, так как 


иначе согласно (43) ВГ = И’ =0, а тогда 90, =0, что противоречит 
поставленному условию). 

Рассмотрим теперь тот случай, когда №0, =0 в каждой точке неко- 
торой области. В этом случае (39) и (40) обращаются соответственно в 


р" = 0 (46) 

и 
ИУ, т = 0. (47) 
Из (47) следует, что не только рь, но и р,..,..., р, обращаются 


в нули, и пространство имеет не более  —1 главных нормальных кри- 
визн, отличных от нуля в каждой точке рассматриваемой области. 

Докажем, что для всякого пространства класса 1, обладающего этим 
свойством, справедливы равенства (46). При частных значениях Оз 
и 2* эти равенства, на основании (37), примут вид 


ОО “р, —0. 
р Рь-2 (48) 


Мы замечаем, что, если имеется не более (К —1) величин 8, отличных 
от нуля, то равенства (48) удовлетворяются (один из множителей обяза- 
тельно обращается в нуль). Следовательно, справедливы и равен- 
ства (46) в любой точке и в любой системе координат, что и требо- 
валось доказать. 

Отметим, что для пространства класса | из равенств И’ =0 сле- 
дуют равенства ео. Итак, доказана следующая 

ТЕОРЕМА 1. Если для п-мерного риманова пространства класса 1 
выполняются равенства (39) пра некотором Ё < п, то или пространство 
имеет не более К—1 главных нормальных кривизн, отличных от нуля 


й 
(в том случае, когда ‹ у, = 0; наоборот, для всякого такого простран- 
ства справедливы равенства (39)), ила пространство имеет постоян- 


ную кривизну (в том случае, когда И, = 0). Первая часть теоремы 
справедлива и при Ё=п. 

Заметим, что при четном № обе части равенств (39) являются целыми 
рациональными функциями от составляющих тензора кривизны Аавуь 
и контравариантного метрического тензора 2. 
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Обратимся теперь к изучению свойств таких римановых пространств 
п измерений класса 1, для которых при некотором < п справедливы 
равенства 


р ©, < 
( ур ы 10", (49) 
Значки попрежнему подняты посредством тензора 58. При частных 
значениях Эд и 2* эти уравнения имеют вид 
К 
О ри, (50) 


п 


В том случае, когда какая-нибудь кривизна равна нулю в данной 
точке, из (50) следует, что рь =0, т =0и пространство имеет в этой. 
точке не более —1 главных нормальных кривизн, отличных от нуля. 
Предположим теперь, что ни одна из кривизн не равна нулю. Обозна- 
чим их через 2,, 2,,...,2„ и докажем, что среди них имеется не более 
Е различных, т. е. что справедлива 

ТЕОРЕМА 2. Если для п-мерного риманова пространства класса 1 


выполняются равенства (49) при некотором К <“пи ТИ’, = 0, то ни 
одна из главных нормальных кривизн не равна нулю и среди них имеется 
не более Ё различных кривизн. 

Доказываем теорему от противного. Предположим, что имеется по 
крайней мере А-|- 1 не равных друг другу кривизн. Пусть это кривизны 
2,,2,,..., 24.1: Равенства (50) можно переписать в следующем виде: 


ВИ — . (51) 


Отсюда следует, что 
д Ор = 2, т) (52) 
Но Фр: = — 2; рь 8 рь-1; Ч рьа= — а ри -Е Я ри, (8+7. 
Подставив это в равенства (52), находим 
(##—2;) @ЯЭрь-1=0. (53) 
Полагая, что $=41, ]=2,3,....-+1, получаем систему уравнений 
Ор = Эр, =0у..., Ор, (54) 
Но 1 р: = — 23 р-р, _:; Эр, = — 2 Эр, Яр, 
и т. д. Пользуясь этими равенствами и (54), имеем 
1.23) р =0, (р, =0, И, 1+0р,_,=0. (55) 


Аналогичным путем приходим к следующим двум уравнениям: 
(,2,3,.. Юр, = 0, (1.2.3... оИ-ЬАНЮ р, = 0. (56) 


Вычитая одно равенство из другого, получаем 2, =2,.., что противо- 
речит сделанному нами предположению. Отсюда следует, что про- 
странство класса 1, для которого выполнены равенства (49), не может 
иметь более К главных нормальных кривизн, что и требовалось доказать. 

Заметим, что при четном № уравнения (49) представляют зависи- 
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К 
мости в тензорной форме между А.вз и 2 степени > относительно 


составляющих тензора кривизны. 
Предположим, наконец, что для п-мерного риманова пространства 
класса 1, при некотором А <«пр—1, выполняются равенства (п > 4) 


те (И У И 5 — ФИ в, + 
7 бо Е 
о-в в № &)) (57) 


(при =п—1 и = эти равенства обращаются в тождества). Ставится 
задача — выяснить свойства этого пространства как гиперповерхности 
(п-- 1)-мерного эвклидова пространства. При рассматриваемых нами 
частных значениях Э.в и 2 равенства (57) обращаются в тождества 
или в уравнения вида 

К—1 
п 2 


(1) у 
®—2)(®— 1) Р* (58) 


(п 


„О вв (>В) рр = — (Эа 2) рр 1 - Эвв Вр.) — 


(# В) 
(заметим, что такие равенства выполняются для всякого конформно- 
эвклидова пространства класса 1). 

Рассмотрим сначала случай, когда две каких-нибудь кривизны равны 
нулю. Тогда [как видно из (58)] рк=0 и 9 Фр» _1=0 (при всех В). 
Отсюда следует, что в любой системе координат бт =0 и простран- 
ство имеет в данной точке не более &—1 отличных от нуля главных 
нормальных кривизн. Наоборот, для всякого такого пространства спра- 
ведливы в этой точке равенства (46), а следовательно и (57). 

Предположим теперь, что одна из главных нормальных кривизн 
риманова пространства класса |, например, 9., равна нулю, причем 
выполняются равенства (57). Тогда из (58) имеем 


К 
288 рт Е “ры = Я С ра, 
вэа туза 
[®) (а,В у) («Абак (<) (38) 
о = Пия Рь ВТ Ва 1-4. 


Но 
(а, Яр = —8„ (=, В, рь-а- ©, В, У рь1, 
(а, ры 1-8 («, В, Й ри = ©, 6, рк—1. 


Складывая равенства (59), находим 
К(п—А— 1) 


о (а, ВТ) == 
88 Ри-1 ®—2)®—1) 


2) рь = ЭЗ- (а, В, У рь_1. 


Отсюда следует, что или Э9%в=9, или вр, =0. Но если справед- 
ливо второе равенство, то Яр, =0, а так как зв =Е 0 (предполагается, 
что ©„ единственная равная нулю кривизна), то @&Вр,_, =0 и М" 0. 
Но в таком случае мы имеем не более К—1 главных нормальных 
кривизн, отличных от нуля, а мы считали, что их п—1. 

Приходим к невозможному неравенству п —1 = &—1. Следовательно, 
вв =... Нами доказана следующая 

ТЕОРЕМА 3. Если у п-мерного риманова пространства класса Т, 
для которого при некотором К«п—1 (п>4) выполняются равен- 
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ства (57), одна и только одна главная нормальная кривизна в некоторой 
точке равна нулю, то все остальные кривизны равны друг другу. Наобо- 
рот, для всякого пространства класса 1, у которого кривизны в неко- 
торой точке обладают указанными выше свойствами, в этой точке 
справедливы равенства (57). 

Наконец, предположим, что ни одна из главных нормальных кривизн 
п-мерного риманова пространства класса [ не равна нулю и при некотором 
К <п—1 (п > 4) справедливы равенства (57). На основании (58) находим 


Е —1 
2 [Оз Юры» — Яр @ Ор, _] = — п—2 (98 Фрл-1—9,, ЯФрь-1). (60) 


Предположим сначала, что А =2; изучим свойства конформно-эвкли- 
дова пространства класса 1 (п > 4). Допустим, что пространство имеет 
в данной точке М (в той точке, в которой Э.з и 2 имеют указанные 
выше частные значения) по крайней мере две различные главные нор- 
мальные кривизны 2, и 4,. Из (60) имеем 


1 
9. (98 — 9.) = РЕ) (Эвз р, — 9 р,). 


Но 

р, = —О--®р,, где ®9р,=— У 9, Фр = — Оз ®р,. 

ХВ, т 
Следовательно, 
1 
9. (вв — 9) = — РО (28—91) @Тр,. 
Полагаем 
О И 
В таком случае 
1 
2: (2, —2,) = бы елей (2, —2,) = 24 (2, —2,) = ЗО =2„ (2, —2,). 


Иначе говоря, если 2, и 2, — две не равные друг другу главные нор- 
мальные кривизны, то все остальные главные нормальные кривизны 
равны между собой. Так как п>4, то кратность 2, равна по крайней 
мере двум. Ввиду того, что 2, = 2,, кривизна 2, не равна по крайней 
мере одной из двух кривизн 2,, 2,. Предположим, что 2, + 2,. Полагаем 


а = 2, вв =2,, Я = 25; 
с 
г. 2, 3 —5 * 
23 би О. р, (2, 2); 


Эр, = —(п—2) 2, = —[(п—3) 2, 1,]. 


Следовательно, 2, =2,. Заключаем, что конформно-эвклидово простран- 
ство класса | не может иметь в каждой точке более двух различных 
главных нормальных кривизн, причем (если они не равны между собой) 
кратность одной из них равна п—1 и другой 1. Наоборот, для вся- 
кого такого пространства справедливы равенства (58) при &=2, т.е. 
оно является конформно-эвклидовым пространством. 

Предположим теперь, что А > 2. Допустим сначала, что простран- 
ство имеет в данной точке по крайней мере К--2 различных главных 
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нормальных кривизн. Обозначим их через 21, 22, ..., 2+2 (К-+2 > 4). 
Из (60) получаем 


= 
21 (22 Эр — 23 @>Эрь_2) = рей (22 @рь-1—123 ®Фрь-1). 
Но 
(1, ро — — 23 (2, Эр, _3-- @, 2, Эро 
Ор = — 22 1,2, Эр, _3-- 2, Эро; 
ры и, 3) рк_2-- @, 3 рк_1; 3) р 1 —= — 20 (2 Эр, Ра 


Пользуясь этими соотношениями, имеем 
к—1 


21 (22—28) 12, Эр в= — „5 (28—23) 2, Эрь-: 
или 
я (1,2, Эр» — та (2, Эр» 1 = 24 (4,2, ЭР. 
1 —2 ЕЕ а 


Отсюда находим, что (*,3,9р,_›=0, и, рассуждая так же, как 
выше, приходим к выводу, что пространство не может иметь в дан- 
ной точке более А--1 различных главных нормальных кривизн. Но 
так как < п—1, то +1 < тп и кратность по крайней мере одной 
из главных нормальных кривизн, например 2,, не меньше 2. Предпо- 
ложим, что пространство имеет в данной точке именно А- 1 различ- 
ных главных нормальных кривизн. Считая в (60) 9„=2, =Овв; 
®„=2,, находим 
К—1 
п —2 


21 оз ра = о = 23 (3, В 


Следовательно, (11,2, 3р,_›=0. 

Аналогичным путем приходим к выводу, что пространство, для 
которого справедливы равенства (57), при некотором Е <«п—1, имеет 
в каждой точке не более чем Ё различных главных нормальных кривизн. 


5. Необходимые и достаточные условия для римановых пространств 
класса 1 


В этом параграфе даны необходимые и достаточные условия для 
того, чтобы п-мерное риманово пространство было пространством 
класса 1. Задача отыскания таких условий в форме зависимостей между 
составляющими тензора кривизны была впервые поставлена Вейзе (°). 
Исходя из обобщенных уравнений Гаусса и Кодацци, впервые получен- 
ных Фоссом (°), Вейзе приходит к необходимости рассматривать два слу- 
чая, которые могут встретиться при решении указанной задачи: так 
называемый регулярный случай © и сингулярный случай В. В случае 
о дано полное решение задачи. Вейзе указаны необходимые и доста- 
точные условия в виде уравнений, связывающих А.в.5; нужно отметить, 
что эти уравнения (седьмой степени относительно А.в+ё) не имеют инва- 
риантной формы. В случае В вопрос остается открытым. 

Указанная задача рассматривалась также Томасом (3). Им была дана 
чрезвычайно важная теорема, гласящая, что в том случае, когда ранг 
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некоторой матрицы из составляющих тензора кривизны риманова про- 
странства п измерений * не меньше 4, уравнения Кодацци являются 
следствиями уравнений Гаусса. Ранг этой матрицы Томас называет 
типовым числом пространства. Он дает решение задачи в том случае, 
когда типовое число > 2; вернее говоря, необходимые и достаточные 
условия не приведены им в явной форме, но могут быть получены 
путем алгебраического исключения. Случай т=2 у Томаса не разо- 
бран (при <=0 и *=1 пространство эвклидово и, следовательно, имеет 
класс нуль). 

В настоящей статье дано решение задачи в явном виде, в инва- 
риантной форме при *>2. Уравнения, выражающие необходимые и 
достаточные условия для риманова пространства класса Т, в этом слу- 
чае имеют, вообще говоря, четвертую степень, в виде исключения — 
шестую степень относительно составляющих тензора кривизны. 


Случай первый: р, +0 


Для того чтобы п-мерное риманово пространство было простран- 
ством класса |, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись обобщен- 
ные уравнения Гаусса 

Вов = Зв — бов, (61) 
и Кодацци 
О.в, = 9, в (62) 


и чтобы ранг матрицы || 93 || был больше 1 **. Ставим себе задачу полу- 
чить необходимые и достаточные условия для риманова пространства 
класса | в виде уравнений в тензорной форме, связывающих состав- 
ляющие тензора кривизны и метрического тензора. Предположим сна- 
чала, что уравнения (64) выполнены. Согласно принятым обозначениям 
имеем 


ре пера ера 59%. 
и 8 


С другой стороны, 


В, $ -2)рь 
Е р т... чар ь9 
—— —— 
Е—3 Е —4 
ро о. ЗЕ рыбы @ь (Фыа-Е раса -Н. с. ры) 
—— 
ВЕ В-2 
— 90°... 6 ро," ... Ч рьв9а-- 9ь (ри-8 9-Е (Е 1) рь 1). 
—— —— 
&—1 Е—2 


* Ранг этой матрицы для риманова пространства класса Т совпадает с рангом 
второй фундаментальной квадратичной формы. | 

** О том, что эти условия являются необходимыми и достаточными, см. Геу!- 
СуИа (5). Доказательство дано также в упомянутой статье Томаса. 
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Следовательно, 


хо == дав р = реза — (Е — 2) Рк-1 р 


или 
(®—2) ры 19 = Вар 0 — О рь а. (63) 
При А=4 имеем 
2р,02 = Во В*— 0—5 В.В; (64) 
р. находится из формулы (12) при $ =3: 
ри В 0—2 В, 9+5 ВВ" 5:57) (ВР — 518,'). (65) 


Как видим, необходимое условие для того, чтобы риманово простран- 
ство было пространством класса |, выражается неравенством 


В бур, О + Ва (Ве В оо 
или равенством 
В.Г 0—1 В, Об. В (В 1) (В, — 9181) =0. = (67) 


Допустим сначала, что справедливо неравенство (66). Тогда мы 
можем получить выражения для 0.2 из (64) в виде вещественных функ- 
ций от Ава и 8% *. 

На основании (61) имеем следующее необходимое условие для рима- 
нова пространства класса 1: 


бра? Ва = (Вт В ФО — ВВ. (Вых К° 5 ВВЬ) — 
— (Вах В 0 В. ВЛ (Вы ВЯ), © (68) 


причем рз? находится из равенства (65). При исследовании вопроса о 
достаточности условий (66) и (68) для того, чтобы риманово простран- 
ство имело класс 1, нужно рассматривать отдельно два возможных 
случая. 

1° 0, +0. Считаем, что выполнены условия (66) и (68). Опре- 
деляем тензор ©,” (с точностью до знака) с помощью равенства (64). 
Заметим, что тензор 9, определяемый этим равенством, симмет- 
ричен относительно своих значков, так как таким свойством обладает 
тензор “О.в [см. формулы (91) и (161)]. Из (64) и (68) следует (61), 
иначе говоря, выполняются уравнения Гаусса. Из теоремы, данной 
в $ 2 настоящей работы (заметим, что все полученные там результаты 
вытекали из уравнений Гаусса), следует, что ранг матрицы || О. || 


больше 3 (в ином случае существовало бы равенство И.’ = 0). При 


* Все (0 при четном А являются целыми рациональными функциями от 


В и &№в. 


с«вВуб 
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этих условиях уравнения Кодацци, согласно указанной теореме Томаса, 
будут следствием уравнений Гаусса. Итак, доказана следующая 

ТЕОРЕМА 4. Если для п-мерного пространства с положительно 
определенной квадратичной фундаментальной формой справедливо нера- 
венство (66) и 


НО; (69) 


то равенства (68), где р.’ определяется из (65), выражают необходи- 
мые и достаточные условия для того, чтобы указанное риманово про- 
странство имело класс 1. 

о (4 б 

2° 0.2 —0. В этом случае неравенство (66) принимает вид 


В (В 6-0. (70) 


Предположим, что справедливы равенства 
1 


др В" = (Ваы" В*— 5 ВВ.) (Въ В°— 1 В.В) — 


— (Вр Е — 5 ВВ") (Вв В“ В.В), (71) 


где р,’ находится из равенства 


1 а "Ва 
р. == 5 Ва (В а < 8). ) (В, х- =. 8,8) * (72) 


б 
Определив тензор 9, равенством 


про, “ВВ (73) 
и пользуясь (74), получаем уравнения Гаусса. Ранг матрицы 19. || 
равен 3 (так как 0, =0и р. = 0). Равенства Кодацци в этом случае 
имеют вид 


(74) 


1 
| Кельв В\№ — > В, Ва ] 
, уе 


1 
| Вадрх В = 5 В. Вау | 
Рз в” 


Рз 


Имеем следующую теорему: 

ТЕОРЕМА 5. Если для п-мерного риманова пространства с поло- 
жительно определенной фундаментальной квадратичной формой спра- 
ведливо неравенство (10) и 


08 = 0, (75) 


то равенства (71) и (74), где р» определяется из (72), выражают необ- 
ходимые и достаточные условия для того, чтобы указанное риманово 
пространство имело класс Т. 

Итак, нами полностью разобран случай р, + 0. Как видно из (68) 
и (71), уравнения, выражающие необходимые и достаточные условия 
для существования уравнений Гаусса, имеют четвертую степень отно- 
сительно составляющих тензора кривизны (уравнения, данные Вейзе, 
имеют седьмую степень). 


5 Известия АН, Серия математич., № 4—5 
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Случай второй: р. =0, р, =0 


Пусть для некоторого п-мерного риманова пространства с положи- 
тельно определенной фундаментальной квадратичной формой справед- 
ливо равенство (67). Предположим сначала, что это пространство имеет 
класс [. В таком случае (согласно принятым обозначениям) р, =0. 
Полагаем в формуле (63) А =6. Имеем (предполагая, что п > 5) 


прое Ваи ФомФуй Фра (76) 


Для р,’ имеем следующее выражение [см. (12)] при $=5 
р = 55 [990 — 690, 48 рав. 
Воспользовавшись формулами (3), (5) и (6), получаем 


1 з а 2. ) [3 УЕ а 4 [У 
2 =50 ев Ге. ТА ы р =. — 15 ) И у, —— :,' ) ва 


== = Ч, 0 | ы (77) 


Отсюда следует, что необходимым условием для того, чтобы риманово 
пространство имело класс Т, является неравенство 


рт о. Е В. реак ре 5") ( в И 5,' ) > . р, ®п, >0 
; (78) 
или равенство 
мт Фа И о бы аа 
от о-ва (на) (бе) 
АЕ ®О, —0. (79) 


Предположим сначала, что выполняется неравенство (78). Тогда 
мы можем получить из (76) выражения для ©, в виде вещественных 
функций от А.вьё и @*№. Пользуясь (61), получаем следующее необходимое 
условие для риманова пространства класса [: 


16р,* Ва = (Вары (ль — ФПт— те В) (Въ Фу 0, В) — 
— (Вай Оль — Фа — СФО Ва) (Вот 90 — ФО ВР) у (80) 
причем р,’ находится из равенства (77) и 

== (0,--4В, В). 


Займемся теперь вопросом получения достаточных условий для того, 
чтобы п-мерное риманово пространство, для которого справедливы 
равенство (67) и неравенство (78), имело класс Т. Предположим, что 
для этого пространства выполнены равенства (80), где р, выражается 
указанным образом через В.вё и 2*. Определяя тензор ®.б с помощью 
равенств (76) и вводя дополнительное условие 


О.в — в, (81} 
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приходим к равенствам (61). Иначе говоря, существует симметричный 


тензор 9, удовлетворяющий уравнениям Гаусса, а так как р, = 0, 
то ранг матрицы || Э,з || не меньше пяти, и уравнения Кодацци являются 


следствиями уравнений Гаусса. Итак, справедлива следующая 

ТЕОРЕМА 6. Если для п-мерного риманова пространства с поло- 
эжительно определенной фундаментальной квадратичной формой справед- 
ливо неравенство (18), то равенства (80) и (81) выражают необходи- 
мые и достаточные условия для того, чтобы это пространство имело 
класс 1. 

Заметим, что уравнения (80) имеют шестую степень относительно 
составляющих тензора кривизны, уравнения (841) — третью степень. 

При выводе этой теоремы мы не пользовались равенством р, = 0. 
Следовательно, она справедлива независимо от существования этого 
равенства. Но так как уравнения (68) имеют четвертую степень 
относительно А.с, то результатами последней теоремы будем пользоваться 
лишь в том случае, когда равенство (67) имеет место. 


блучай третий: р- 0, р=О, рр, = 0. 


Предположим, что для некоторого п-мерного риманова пространетва 
с положительно определенной фундаментальной квадратичной формой 
выполняются одновременно равенства (67) и (79). Допустим сначала, 
что пространство имеет класс Г. В таком случае р, =р, =0. Из урав- 
нения (17), полагая Е =3, находим 


ва НВ —78/) = Ор, — Зр)р, — бр. 


Следовательно, 


р. лены ЕВ, ®б,- В, —° +). (82) 
Предполагаем, что 
ЕЕ, ОВО. (83) 


Для п-мерного риманова пространства класса |1 справедливы следу- 
ющие равенства: 


ее. = (ОТ ридер." + 9." (9х + р, = 
—9,::: 8-4 2р,0,::.° + (р, 2) 9:11 + (рь- Рыб») Вы: + рр... ; 
В» пов оримва ЕЕ 
= ыы тов + 29,^) (9, 97—69, 9, ) = 
ее "--2р, 9..2 ры: — (9, р, 9, ро.) ". 


| 


Следовательно, 


ол ВР В, Ви = ри (ру ри) + рб," — и 
— (р, + р.@, - р. 9, Е 5 р, Р.Р, 8, - ррз®, + 4Рнр,) 9. 
5* , 
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При р, =р, =0 имеем 
6 6 .5 5 
ФО В’ — В, Вит = (ФО. — р... ) — (Зрурь Е РР," ) & = 
1 ыы Ю 8 
=-5В, №0. —- Ви — Зрар9. . 


В результате 


у У б 1 б В? 
р,в.0. = —1 [ Фолв’— ВоВ. ВИ ЕВ, ] (84) 


Так как р. = 5, —4А,-+В,), то 


1 В.В 
рр." = 55 (0, —4В, +В, (т +; 8, С, вы к > :) о (85) 


Очевидно, первая часть этого равенства не может быть отрицатель- 
ной. Так как мы предположили справедливость неравенства (83), то 


(0, —48,-+ А?) в +В, 90, В, + пы) >0. (86) 
Из (84), (85) и (61) следует, что 
(0, —4В,+ В, ( 0,8, 5, — В, ТЫ) В" = 
=8[ “0.” В В,” ВУ ВИ Г+-чЕ Ви | [ 90 в’ — 
— Ви? ВАН ВА Вы | — [90 в,’ — Ву’Ви"+ 
а. [ор вы ВВ ВОРА Вы ]. (87) 


Эти равенства выражают необходимые условия для того, чтобы 
п-мерное риманово пространство, для которого р, =р, =0, имело класс [. 

Предположим теперь, что для некоторого п-мерного риманова про- 
странства с положительно определенной фундаментальной квадратичной 
формой выполняются равенства (67), (79) и (87) и неравенство (86). 
Поставим дополнительное условие 


(ух Взв = 9Ов^ В)л. (88) 


В таком случае можно определить с помощью равенств (84) симмет- 
ричный тензор ©в [р.р. находим из (85) с точностью до знака]. Из 
(84), (85) и (87) следуют уравнения (61), т. е. тензор удовлетворяет 
уравнениям Гаусса. Так как р,р, 0, то ранг матрицы |9.8|| не 
меньше 4 и уравнения Кодацци являются следствиями уравнений 
Гаусса. Таким образом, установлена справедливость следующей теоремы. 

ТЕОРЕМА 7. Если для п-мерного риманова пространства с положи. 
тельно определенной фундаментальной квадратичной формой сп раведливы 
равенства (67) и (79) и неравенство (86), то уравнения (87) и (88) 
выражают необтодимые и достаточные условия для того, чтобы это 
пространство имело класс 1. 

Заметим, что уравнения (87) имеют шестую степень относительно 
составляющих тензора кривизны, равенства (88) — третьей степени. 
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Конечно, применение равенств (87) можно оставить на тот случай, 
когда все р, с нечетными значками, большими единицы, равны нулю. 
В ином случае можно получить необходимые и достаточные условия 
для риманова пространства класса 1, исходя из равенств (63), полагая 
к=8, 10,... Но тогда эти условия будут даны уравнениями более 
высокой степени. 


Случай четвертый: р,=р,=р,.р.=0; р, +0. 


Предположим, что для п-мерного риманова пространства класса ] 
выполняются равенства (67) и (79) и 


В ОО, А.О. (89) 


Иначе говоря, р, =р, =р,р.=0. Предполагаем, что р, 0, т. е. 
0, —4В, + В, = 0. (90) 
В таком случае р, =0, т. е. пространство минимальное. Для такого 
пространства справедливы равенства 
О.в = Мате, (91) 
где 
ее Е [Вольво -- Ва За — 
—4 В, Ваз В №, + 6В, ВВ — ЗВр Вос Е 4В.` В Юла 
+2 (ВВ в + ВзВу:6) — & (Ви „Ва -- В,Нь.а)]. (92) 
Из (61) следует, что для риманова пространства класса ] с вышеука- 
занными свойствами выполняются равенства 


Вов = ММ л;вз — Мед. (93) 
Тензор М№.в;-ё, как видно из (91), удовлетворяет равенствам 
Мззта == Мвазче == Мавубу == М тез. (94) 
Кроме того, 
Е (95) 
Рассмотрим матрицу вы. -порядка || №в; ||; каждый ее элемент 


соответствует некоторой системе значений пар «,В и 1,5. Из (91) сле- 
дует, что ранг этой матрицы равен единице. Это свойство матрицы, 
а также выражения (93), (94), (95) представляют необходимые усло- 
вия для такого риманова пространства класса 1, для которого р, = р. = 
= рь=0; р, = 0. 

Предположим теперь, что для некоторого риманова пространства 
п измерений (п>4) с положительно определенной фундаментальной 
квадратичной формой выполняются равенства (67), (79), (89) и не- 
равенство (90). Предполагаем, кроме того, что тензор М№в;‹, определен- 
ный равенством (92), удовлетворяет (93), (94) и (95) и ранг матрицы 
| №: ||, составленной выше указанным образом, равен единице *. 


* Это свойство матрицы будем называть кратко свойством (*). 
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В таком случае, как известно, тензор №8; можно представить согласно 
формуле (94). 9. являются составляющими симметричного тензора 
2-го ранга и определены с точностью до знака. Действительно, так 
как ранг матрицы || свё|| равен единице (а не нулю), то для какой-то 
комбинации значков 4,8, №.в..в > 0. Следовательно, 


ТТ 8 М№ов; й = 
98 = У №88; Я = АЕ (96) 


Из (91) и (93) следует справедливость уравнений Гаусса. Так как * 
р. =0, то уравнения Кодацци являются следствиями уравнений Гаусса. 
Итак, справедлива следующая 

ТЕОРЕМА 8. Если для п-мерного риманова пространства с поломси- 
тельно определенной фундаментальной квадратичной формой выполня- 
ются равенства (67), (19) и (89) и неравенство (90), то (93), (94) и 
(95), а также свойство (*) матрицы || №; ||, составленной, как ука- 
зано выше, являются необходимыми и достаточными условиями для 
того, чтобы это пространство имело класс 1. Тензор №в определяется 
равенством (92). 

Заметим, зто уравнения, выражающие свойство (*), имеют шестую 
степень относительно составляющих тензора кривизны, равенства (93) 
и (94) — третьей степени. 


Случай пятый: р. =р, =0 


Предположив, что для риманова пространства с положительно 
определенной фундаментальной квадратичной формой, имеющего класс 1, 
справедливы равенства (67) и О, —4В, - В,*=0, т. е. р,=р,=0. 
Рассмотрим два случая. 

1° Есть какое-то р», где Е >4, не равное нулю. Но р,, р,, ..., р 
являются коэффициентами алгебраического уравнения, корни которого — 
главные нормальные кривизны пространства. На основании теоремы: 
если в уравнении имеется пропуск числа членов более одного, то 
уравнение имеет наверно мнимые корни, —мы можем заключить, что 
не все главные нормальные кривизны вещественны. Как известно, это 
не может быть в случае положительно определенной первой фунда- 
ментальной формы. Итак, случай 1° не имеет места. 

2°. рр=р.=...=р,=0. В этом случае, как известно, ранг матрицы 
| Э.в || не больше 2**. Если он равен единице или нулю, то простран- 
ство эвклидово и класс его равен нулю. Поэтому мы должны пред- 


1 
полагать, что р, = —5А, не равно нулю. 


** Ранг матрицы || в || не меньше 4. 


** Итак, тот случай, когда ранг второй фундаментальной квадратичной формы 
больше 2, разобран полностью. 
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Задача отыскания необходимых и достаточных условий для того, 
чтобы п-мерное риманово пространство с положительно определенной 
фундаментальной квадратичной формой, для которого. выполняются 
одновременно равенства (67) и О, —4А, + В,`=0 и А, 0, имело 
класс [, как указано на стр. 325, будет рассмотрена в отдельной статье. 
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Б. А. РОЗЕНФЕЛЬД 


ВНУТРЕННЯЯ ГЕОМЕТРИЯ МНОЖЕСТВА ж-МЕРНЫХ ПЛОСКОСТЕЙ 
п-МЕРНОГО ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ПРОСТРАНСТВА 


(П редставлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


Вводится метрика в множество т-мерных плоскостей п-мерного 
эллиптического пространства. Доказывается, что полученное риманово 
пространство является симметрическим. Находятся геодезические линии, 
эвклидовы подпространства и внутренние метрические инварианты этого 
пространства. 


Будем называть проективное или эллиптическое пространство п-крат- 
ным, если оно является (п — 1)-мерным. Рассмотрим п-кратное эллипти- 
ческое пространство А” кривизны 1, которое можно представить себе 
как сферу единичного радиуса с отождествленными диаметрально про- 
тивоположными точками в п-мерном эвклидовом пространстве Ё”. 

Введем в пространстве Е” ортонормированный векторный базис 
с полюсом в центре нашей сферы и будем характеризовать каждую 
точку х пространства А” п числами 2'— координатами единичного век- 
тора х в Е" — радиуса-вектора точки х. Концы векторов базиса лежат 
на нашей сфере, т.е. в А”, и образуют там систему вершин автополяр- 
ного симплекса. Расстояние « между точками х и у пространства А” 
определяется скалярным произведением их радиусов-векторов ху, кото- 
рое мы будем называть также «скалярным произведением точек хи 
у» (и векторные обозначения х и у жирным шрифтом применять 
не будем): 


т 


08% =ху= У у". (1) 
ЗЫ 
В частности 


ат == У а" = я (2) 


Во всякой т-кратной плоскости р в В" мы можем выбрать т взаимно 
ортогональных точек х,,1,,....Хт (2.28 =0, если а +В; индексы, изме- 
няющиеся от 14 до п, мы будем обозначать строчными латинскими 
буквами; индексы, изменяющиеся от 1 до т, — греческими буквами 
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из начала алфавита). Такую плоскость можно характеризовать числами 


рат = ет 2.2 ни ло, (3) 


где квадратные скобки обозначают альтернирование индексов. В случае 
т-кратных плоскостей в А” число независимых величин такого рода 


п 
(т. е. с различными абсолютными величинами) равно М = —. Эти числа, 


обычно называемые плюккеровыми координатами плоскости, 
являются компонентами антисимметричного тензора (поливектора) т-й 
валентности —так называемого т-вектора. 

Для изучения таких тензоров полезно рассматривать /№-кратное 
проективное пространство АМ, каждой точке которого, имеющей М одно- 
родных координат 2! (индексы, изменяющиеся от 1 до М, будем обозна- 
чать прописными латинскими буквами), можно поставить в соответствие 
т-вектор р'!?-т, имеющий тоже М№ независимых компонент. Это соот- 
ветствие можно установить, например, таким образом. Если координаты 
точек пространства А” были нормированы по формуле (2), то легко 
проверить, что компоненты 7-векторов, составленных с помощью этих 
нормированных координат, удовлетворяют условию 


; : ; : ; .8 
=. т... 1... = Е 1 ..- — 
ое р (4) 
4112, .-. 3 6% (1» ---) т) 
(второе суммирование производится по сочетаниям). 
С другой стороны, координаты точек пространства А" можно норми- 
М 
ровать, например, условием Ух? = 1. Тогда, перенумеровав в каком- 
1—1 
нибудь порядке независимые компоненты т-вектора от 1 до М, будем 
ставить в соответствие этому т-вектору такую точку пространства АМ, 
которая имеет соответственно равные нормированные однородные 
координаты. 
Условие того, что т-вектор р" представим в виде (3) (в таком 
случае т-вектор называется простым), записывается, как известно (*), 
системой уравнений 


р 8 -- т ри т = 0. (5) 


ст п, 
Среди этих уравнений имеется с — т (п — т) —1 независимых. Следо- 


вательно, при отображении т-векторов в точки пространства ВМ простые 
т-векторы изображаются точками т (п — т)-мерной поверхности, кото- 
рая, как это видно из уравнения (5), является пересечением ряда 
гиперповерхностей 2-го порядка. Эту поверхность мы будем называть 
многообразием ГР. 


В пространство АУ и тем самым в многообразие Ру, и в множество 
т-кратных плоскостей пространства А” легко ввести метрику, естествен- 
ным образом связанную с метрикой в А”. Для этого определим скаляр- 
ное произведение двух т-векторов р и 4 с компонентами ри-- т и дит 
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{координаты соответственных точек пространства ВМ пусть будут р! и 
47) по формуле 
М 
ра= — РГ! = р рит Чит № рат Чт. (6) 


ти (аа) т 


Легко проверить, что определенное таким образом скалярное произ- 
ведение не больше 1 и всяким двум т-векторам р и 4 можно поставить 
в соответствие положительное число ® такое, что 


605 ® = р4. (7) 


Это число ® мы будем называть расстоянием между точками 
ри 4 пространства ЯМ (соответствующими т-векторам ри 4). Легко 
видеть, что полученная метрика — эллиптическая, кривизны 1. Следо- 
вательно, метризованное пространство ВМ можно тоже представлять 
себе как сферу единичного радиуса с отождествленными диаметрально 
противоположными точками в /М-мерном эвклидовом пространстве ВМ. 


Расстояние « между точками ри 49, лежащими в многообразии Ру 
(соответствующие т-векторы простые), тесно связано с инвариантами 
тех т-кратных плоскостей пространства А”, которые изображаются 
этими точками. Будем называть эти плоскости тоже ри д. У этих 
плоскостей всегда можно найти т общих перпендикуляров (часть 
из которых может иметь длину, равную нулю), являющихся непересе- 
кающимися ребрами автополярного симплекса в А”. Каждое из осно- 
ваний одного из этих перпендикуляров ортогонально основаниям всех 
других перпендикуляров. 

Пусть основание &-го общего перпендикуляра на плоскости р имеет 
координаты 2, основание этого перпендикуляра на плоскости 4 имеет 
координаты у“, длина этого перпендикуляра пусть равна в, 

п 
У зву = 003 ®„. Если плюккеровы координаты плоскостей ри 9 
$4%=1 


есть рт = да д... дей, апт = у у?...Ут1, то, очевидно, 
ее: ай аа ху да де... д у уе тт] — 
ЕТ Р 9 ет 1 И У у. И, 
91, .-. т 31, -. т 


6 о 2761078 И 
== у аж... 2 упу?...ут= 


(#1 ›---> т) 


= (УХ в) (Уи) (Уи) +. (8) 


Все слагаемые, кроме первого, равны нулю, так как в первом члене 
исчерпаны все скалярные произведения неортогональных точек. Следо- 
вательно, (8) может быть переписано так: 


60$ & = 60$ ®, 605%, ... 608 Фт. (9) 


356 Б. А. РОЗЕНФЕЛЬД 


Введенная нами метрика в многообразии Ри является обобщением 
введенной в 1938 г. А. П. Норденом (2) метрики в многообразии Р“ 
(множество прямых в трехмерном пространстве). Для п=4, т=2 
А. П. Норденом был получен частный случай формулы (9). Эллипти- 
ческая метрика в АМ индуцирует некоторую риманову метрику 
в многообразии Рш. Изучение этой римановой метрики и составляет 
цель настоящей работы. 

Многообразие Ри допускает прямолинейные образующие. Г. Б. Гу- 
ревичем (*) доказано, что условие (5) может быть переписано так: 


ра 12... ?т рп 72] 13 --- т — 0. 


Условие того, что т-вектор Хр 4, где р и 49— простые т-векторы. 
есть снова простой, очевидно выражается так: 


(Хр. т ра в + ®) (Хр: 21 --- т дп] 23 --т) =0, (10) 
т. е., так как ри 4 просты, 
ра --. т 47713 т = 0, (11} 


а это условие, как известно (*), есть условие того, что плоскости рид 
пересекаются по (тШ—1)-кратной плоскости. Следовательно, прямо- 
линейные образующие многообразия Ри изображают пучки т-кратных 
плоскостей. Многообразие Ри допускает линейные образы и более 
высокой размерности. Задача 0б их отыскании эквивалентна задаче 
об условиях простоты линейных комбинаций простых т-векторов. 

Фундаментальное значение для последующего имеет понятие гипер- 
геликоидальных последовательностей т-кратных плоско- 
стей в А" (гипергеликоиды) и изображающих их в многообра- 
зии Ри гипергеликоидальных линий. Такую последователь- 
ность можно провести через любую пару т-кратных плоскостей. 

Рассмотрим пару плоскостей р и 4 и выберем опять т общих 
перпендикуляров, являющихся непересекающимися ребрами автополяр- 
ного симплекса в А”. Пусть основаниями этих перпендикуляров 
на плоскости р будут точки 2,,...,Хт, на плоскости 4 — точки у,, ..., Ут. 
Будем записывать выражения типа (3) сокращенно в виде 


=: |, (12) 
Тогда текущую плоскость гипергеликоида мы определим вектором 
г= [А 2, +, Ул А, а В» Ул» +53 Лт бт Е № Ут] (13) 


где числа \. и р. подобраны так, что расстояния от 1, до „т. в Ух 
относятся между с0б0й так же, как расстояния от х, до уа. 

Наша система перпендикуляров будет, очевидно, служить системой 
перпендикуляров для любой плоскости этой последовательности. Эти 
общие перпендикуляры будем называть осями гипергеликоида. 
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Если две плоскости гипергеликоида имеют длины общих ' перпендику- 
ляров ®,,%,,...,®тш, то число 


о= Уфы... Ро (14) 


будем называть длиной гипергеликоида между этими плоско- 
стями, а числа 


№, =, Ка, т (15) 


—компонентами вектора-параметра гипергеликоида. Вектор- 
параметр, очевидно, один и тот же для любой пары плоскостей 
гипергеликоида. Точки пересечения каждой плоскости гипергеликоида 
< его осями будем называть горловыми точками гипергели- 
коида для этой плоскости, а гиперплоскости, полярные точкам 
пересечения осей гипергеликоида с полярной (п — т)-кратной плоскостью 
к данной плоскости гипергеликоида, —горловыми гиперплоско- 
стями для этой плоскости. Для случая т = 2 гипергеликоид, очевидно, 
обращается в обычный прямолинейный геликоид, а отношение компо- 
нент вектора-параметра в этом случае — в обычный параметр геликоида. 

Через две т-кратные плоскости можно провести бесконечное мно- 
жество гипергеликоидов, но через две достаточно близкие т-кратные 


п 
плоскости (у которых все ®; < =) можно провести единственный гипер- 


геликоид минимальной длины 9. Следовательно, гипергеликоид вполне 
определяется указанием одной из его плоскостей, горловых точек 
и гиперплоскостей этой плоскости и вектор-параметра. Гипергеликоид, 
составленный из т-кратных плоскостей, целиком лежит в 2т-кратном 
пространстве. 

Чтобы рассмотреть все гипергеликоиды, проходящие через одну 
т-кратную плоскость р в А", выберем базисные точки этого простран- 


ства так, чтобы е,,е,,...‚е„ лежали в этой плоскости, а еж. 1, ть», ...›@и— 
в полярной ей плоскости р. Произвольный гипергеликоид, проходящий 
через плоскость р, имеет в этой плоскости горловые точки #,,#,, ..., т, 
выражающиеся через е,,е,,..., ет: 

=, (16) 


где # — квадратная т-рядная ортогональная матрица (знак суммирова- 
ния мы здесь опускаем). Полюсы ],, ],,..., /т горловых плоскостей этого 
геликоида относительно плоскости р, очевидно, находятся в плоскости 


р и выражаются через точки ет. 1, ...› ел: 

а 

дела, (17) 
где /^— прямоугольная матрица с т строками и п—т столбцами, 
представляющая собою систему первых т строк (п—т)-рядной орто- 
гональной матрицы (индексы, изменяющиеся от 1 до п— т, будем 


обозначать греческими буквами из середины алфавита). Матрицы # и 
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72 будем называть горловыми матрицами гипергеликоида. Среди 

. т (т — 1) 

т? элементов матрицы &, как легко подсчитать, имеется та 

висимых, среди т(п—т) элементов матрицы ]^ число независимых 
т (2% — 3т — 1) 
5 з 

Если общие перпендикуляры плоскостей р и 4 пересекаются с пло- 


неза- 


равно 


скостью р в точках 1, 1,,.... т, а с плоскостью р—- в точках 7, ]ь› ---, ] т» 
длины же этих общих перпендикуляров равны ®,, %,,..., Фи, то, опреде- 
лив длину ® и вектор-параметр №, по формулам (14) и (15), мы найдем 
выражение для текущей плоскости гипергеликоида, проходящего через 
плоскости ри (4, в виде 


. . . . «Х . 
г = [18 ев с0з №, ®-- лету т К, ®, ..., 25. ев С03 Ки Ф- 7 ету т 9]. (18) 
Всего, очевидно, через плоскость р можно провести множество 
гипергеликоидов, зависящее от 


пн) Е. А=т (п-т) —1 


= 


параметров, что вполне согласуется с тем, что в А" имеется сот (п-т) 
различных т-кратных плоскостей. 


п 
Базис пространства АМ состоит из т-векторов типа [е;.е;,...е; |. 
т ео т 


Среди этих т-векторов существует т (п — т) векторов типа 
И. И (19) 


Эти т-векторы вместе с р=[е,...е„| образуют базис некоторой 
т (п— т)-мерной плоскости в пространстве ВМ. Эта плоскость будет 
касательной плоскостью к Ры в точке р: гипергеликоид, проходящий 


через плоскость р и какую-нибудь из плоскостей е’,, по формуле (18) 
выражается уравнением 


Ра [еее -1, Ме, бенры Фет], 


т. е. этот гипергеликоид есть просто пучок т-кратных плоскостей. 
Следовательно, кривая, изображающая этот гипергеликоид на много- 
образии Ри, есть прямолинейная образующая этого многообразия, 
и значит, все прямые, соединяющие точку р с точками е’, в простран- 
стве АУ, целиком лежат на многообразии Ри и т(п- т)-мерная пло- 
скость, которую можно провести через систему этих прямых, будет 
касательной к Ри в точке р. 


К многообразию Ри в каждой его точке р можно провести и эвкли- 
дову т (п — т)-мерную касательную плоскость, лежащую в простран- 
стве Е\, в которое пространство ВМ погружено в виде сферы. Каждой 
базисной точке пространства АМ соответствует базисный вектор про- 
странства ЕМ — радиус-вектор этой точки, в том числе и точкам Сь 
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соответствуют М-мерные эвклидовы единичные векторы е,.. Тогда эвкли- 


дова касательная плоскость к многообразию Ри в точке р параллельна 
плоскости, определяемой векторами е,„: прямолинейная образующая 


многообразия Ри, соединяющая точки ри е’„› © точки зрения простран- 
ства ЕМ является кругом единичного радиуса, причем точки ри ев 
и, следовательно, их радиусы-векторы ортогональны, так что единичный 
касательный эвклидов вектор к каждой из этих линий в точке р равен 
соответствующему вектору ев. 

Гипергеликоиды являются геодезическими  последовательностями 
т-кратных плоскостей при введенной нами метрике, или, что то же, 
гипергеликоидальные линии являются геодезическими линиями много- 
образия Ри. 

В самом деле, проведем через какую-нибудь точку р многообра- 


зия Ра гипергеликоидальную линию, соответствующую гипергеликоиду, 


определяемому горловыми матрицами & иди вектором-параметром К... 


Текущая точка этой линии определяется формулой (18), которую мы 
здесь перепишем: 


г (®) = [1, соз А, «7 зшА, о, ..., 2 603 Ар] ии Ат0]. (20) 


Если радиус-вектор точки г (®) в пространстве ЕМ есть г (‹), радиусы- 


векторы точек &,,...,&,/1›....]т В ЭТОМ пространстве есть 41,,..., 1, 
],....]и, ТО касательный эвклидов вектор к этой линии в точке г (®) 
есть 


(о) = 2 У в, [1 сов, +}. 5 К, ..., 51608 Кл Да-а ить, 


— 1181 А, ®-[ и 608 №, ®, 1241608 Колю Дааа Кот, 
...) 1т 608 Ёт ®- Ди т Ат], (21) 


вектор главной нормали к этой линии в той же точке есть 


п () = а = У № №81, с03#, +], п о, №1008 № по--ыаа 1, 


3: 
«в 


— зп А. Ф-- в С03 №, ®, 1441 608 Ал Даа 8 Ка, 
...) 18—10603 Ёв_1Ф- 8-1 10 Ав 10, — 18311 Ёво--]3 00$ Йво, 
1841608 Ивуа ®-| 841310 Ива, ... 1, СОЗ ио-- и Ато] -- 
+ У 0, о0з#, «+ }, 1 К, о, ..., 11008 А, -1 9-19-10, 
а 
— 1. 608 К. ® — 1 Ка ®, 1141608 Ва ®-- 
рат Коуа, ..., 10 608 Ёт®-- из Ёт0]. (22) 


Мы докажем, что гипергеликоидальная линия есть геодезическая, 
если покажем, что вектор главной нормали к этой линии в каждой 
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точке ортогонален к т (п — т)-мерной касательной эвклидовой плоско- 


сти к Ри (в Е\). Достаточно показать это для точки р=г(0). Вектор 
главной нормали в этой точке имеет вид 


п (0) = р Ка КВ [1 :.. аа дааа 2. 66-16101. № же 1 „| 423) 
а, В а 
+8 
Касательная эвклидова плоскость к Ра в точке р, как мы уже выяс- 
нили, параллельна т (п — т)-мерной плоскости, построенной на т (п^т)- 
векторах, за которые можно принять векторы 


а (24) 


Составляя скалярные произведения вектора (23) с каждым из векто- 
ров (24) [например, по формуле (8)], убеждаемся, что все эти произве- 
дения равны нулю и гипергеликоидальные линии действительно будут 
геодезическими. 

Этот результат является обобщением известного (*) результата, что 
в множестве прямых пространства А“ в метрике, введенной А. П. Нор- 
деном, геодезическими являются геликоиды. 


-член- 


п(п-— 1) 
2 


Наше риманово пространство Ри, очевидно, допускает 


ную группу, изоморфную группе эллиптических движений в А”, которую 
будем называть 6”. Из теории полупростых непрерывных групи (?) 
следует (6” является такой группой, при п-=4 она даже является 


п 
простой), что группа @” должна иметь [-: | -членные абелевы подгруп- 


пы (так называемые максимальные подгруппы нулевого ранга). Отсюда 

следует, что всякое риманово пространство, допускающее группу, 
ГА 

изоморфную группе 6”, обладает [*; | -мерными эвклидовыми подпро- 

странствами, в которых наша абелева подгруппа будет служить группой 


т 
параллельных сдвигов. Будем называть эти [> ] мерные эвклидовы 


[5] 
подпространства в многообразиях Ри поверхностями Кж*-. Для 
п 
многообразий Р,, т. е. для самих эллиптических пространств В”, эти 


[=] 


поверхности Кт ` подробно описаны в нашей заметке (°). 

ъ 
[5] 
т 


п 
странстве А” возьмем в А" систему [= | прямых, служащих непересе- 


Для построения многообразий К из т-кратных плоскостей в про- 


кающимися ребрами одного автополярного симплекса. Будем называть’ 


п 
эти прямые осями многообразий к? и перенумеруем их от 1 до 
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п 
[1] . В. А" можно выбрать ортогональные точки е,, е,,..., е, [] так, 
62 


чтобы точки е; и а лежали на 1-й из построенных нами осей 
= 


(здесь латинские индексы будут пробегать значения от 4 до [+] 


Тогда текущая точка {-й оси, ототоящая от е; на расстоянии ^; 


к 
(аотте [ ® ] И следовательно, на > — ^;), есть 
ТХ 


е; с03 и а 1 ^;. (25) 


в 
2 == 
Наши оси определяют подпространство В [+] в А”. Из каждой 


п 
точки этого пространства В [=] можно провести одну и (если эта точка 


п 
не лежит на одной из осей) только одну [+] - кратную плоскость, 
пересекающую каждую из наших осей. Каждая такая плоскость пересе- 


чет каждую из осей в одной точке. Эти плоскости составляют [ Я -пара- 


п 

[2] 
метрическое семейство и образуют конгруенцию в В (21. Если такая 
плоскость пересекается с 1-й осью в точке (25), то произвольная ее 


точка есть 


х= № (е; сов №, т ув 9тл,) #. (26) 


1 


п 
[] 
Чтобы построить многообразие Ки `, мы должны в каждой из 


[ = ] -кратных плоскостей выделить т-кратную плоскость, определенную 


в каждой из [> |-кратных плоскостей такой системой т (ортогональ- 


ных) точек х,, ..., Хи, что внутренние координаты & любой точки 1. из 


п 
них (определяемые по формуле (26)) одинаковы во всех [> | -кратных 
4 п 
плоскостях. Полученное [> ] -мерное многообразие т-кратных плос- 


О 
[2] п 
костей мы и будем обозначать К» -. Оно зависит от > | параметров 


ров АР 
1) ^з) › [1] 
[5] 
Произвольная т-кратная плоскость многообразия Ки `, очевидно, 
характеризуется т-вектором 
р = [неа == р а ми, .., 
й 2 
| ‚008; шжЕ, |, 27 
5. ‚ео | 1 ^;) т (27) 


6 Известия АН, Серия математич., № 4—5 
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где: [7 | чисел & — постоянные, характеризуюнцие данное многообра- 


[:] 


зие К; -. Всего, исходя из определенной системы осей, можно по- 


[5] 


строить столько же многообразий К» ^, сколько т-кратных плоскостей 


® 
В [*; | кратной плоскости, т.е. т ( | Я —т) - параметрическое мно- 
жество. 


Важное значение для дальнейшего будут иметь т-векторы, 
являющиеся частными производными т-вектора р по параметрам 
> т 1-й из этих т-векторов имеет вид 

2 


Ор дт. 
=» Е ... а—1 дд: Те+1 ... 2, | = 


=» [ У, (е; сз р древа 
Е 2 


р 


У, (—е; т АЕ +: 608 №) ЗЫ ОЕ ая им) Е | Ве.) 
2 } 2 


й 
2 


п 
[5] " 
Многообразие Кд - является [> ]-мерной поверхностью в Ри. 


Квадрат линейного элемента Р», как и всякого многообразия в эллип- 


тическом пространстве АМ, выражается скалярным квадратом диффе- 
ренциала т-вектора 


45° =арар. (29) 


В частности, формула (29) верна и на многообразии в] Здесь бу- 
дем иметь 


Эр др ‚у. 
1,7 


Составляя скалярные произведения выражений типа (28), находим, 
что 


Го : 
()° 1=] 
Эр др хх 
`9/, 9); | “ (31) 
0 ЕЕ, 


так что 


4" = У (Уелам). (32) 
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2 
Число У (&)*, как легко видеть, равно квадрату косинуса расстояния 
а 


р; от каждой из т-кратных плоскостей нашего многообразия до 1-й оси. 
Следовательно, формулу (32) можно переписать так: 


45* = у с03* р; 41, (33) 


или если произвести замену параметров И; = 603 Р.А: 


45° = У ат, (34) 


[2] 
что показывает, что в многообразиях КЕ? господствует 
эвклидова геометрия. 
Координатная линия поверхности, изображающей многообразие 


п 
[5] 
К. ` на Ри (например, соответствующая изменению и,), очевидно, соот- 
ветствует такой последовательности т-кратных плоскостей многообразия 


[5] 
п 
Кь. >, которая вырезается из этого многообразия пучком [> | кратных 


плоскостей, пересекающихся со всеми осями, кроме 1-й, в одних и тех же 
точках, а точка пересечения плоскостей пучка с 1-й осью, напротив, 
пробегает всю эту ось. При этом, очевидно, основание перпендикуляра, 
опущенного из точки 1-й оси на т-кратную плоскость нашей после- 
довательности, пробегает круг, плоскость которого проходит через :-ую 


п 
ось и радиус которого равен „— р, а все точки т-кратной пло- 
скости, ортогональные основанию этого перпендикуляра, лежат в той 


п 
б [=] ре: 1 )-кратной плоскости, по которой пересекаются [] - крат- 


ные плоскости нашего пучка, и потому неподвижны. Значит, т-кратные 
плоскости нашей последовательности составляют систему образующих 


п 
круглого конуса с углом раствора -. —р:. Такой конус будем называть 


ъ 
конусом С;. Если для многообразия ны р; =0, то все т-кратные пло- 
скости этого многообразия пересекаются с 1-й осью и конус С; пре- 
вращается в плоский пучок т-кратных плоскостей. Из вида линейного 
элемента (34) ясно, что при метрическом отображении многообразия 


уд 


197 т 
кз на [= | -мерное эвклидово пространство конусы С; изображаются 


® 
|; ] ортогональной системой прямых линий. 
2 


т т-1 
Многообразие Р», содержит эвклидовы подпространства К, Кт’,... 


ъ 
т 2 
к В множестве прямых А“ эвклидовым подпространством К, 


...у - 


6* 
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является конгруенция перпендикуляров к одной прямой, о которой 
известно (“), что при метрике Нордена она изометрична клиффордовой 
поверхности. 

Особый интерес представляют многообразия Кт. Все конусы С; для 
этих многообразий вырождаются в плоские пучки, т. е. координатные 


линии поверхности, изображающей это многообразие на Ри, являются 
ее прямолинейными образующими. При метрическом отображении мно- 


гообразия Кт на т-мерное эвклидово пространство фундаментальным 
образом является т-мерный куб, длина ребер которого равна м и точки 
противоположных граней которого должны быть отождествлены по 
прямым параллельным ребрам. 

Многооб разия Кт являются вполне геодезическими поверхностями 
в множестве т-кратных плоскостей пространства В" при любом п. 
Действительно, найдем геодезические последовательности плоскостей 
многообразия К». Так как многообразие Км метрически отображается 
на эвклидов куб, то геодезическими, очевидно, будут те последова- 
тельности, которые при этом отображении переходят в прямые в кубе. 

Если прямая з кубе параллельна одному из его ребер, то она 
изображает пучок т-кратных плоскостей. 

Пусть базисные точки того пространства А*”", в котором находится 
наше многообразие Кш, выбраны так, что е, и ету. расположены на 
а-ой оси многообразия. Будем интересоваться геодезическими последо- 
вательностями плоскостей, проходящими через плоскость [е,е,...ез]|. 

Введем в нашем кубе декартову координацию с осями, параллель- 
ными ребрам, и пусть плоскость многообразия Кш, соответствующая 
значениям параметров ^,, ^,,..., ^и, переходит при нашем отображении 
в точку куба с декартовыми координатами (^,, Х,,..., Хм). Тогда 
плоскость [е;е,...е„] изобразится вершиной (0,0,..., 0), а пучок 
[е,е, ... би-1» 64 608 „ета Ш Ха, б41...ет] при отображении перейдет 
в а-ое ребро куба. Плоскость из К, соответствующая значениям пара- 
метров ^,, ^,,..., ^ж. очевидно, есть 


[е1 0$ №1 ету 11 Хи, ..., ет с03 Ат - езт 1 т]. 


Если в нашем кубе через точку (0, 0,...,0) проведена прямая, соста- 
вляющая с ребрами куба углы, косинусы которых равны #1, №,..., т, 
и если расстояние текущей точки прямой от точки (0, 0,...,0) 
равно ®, то декартовы координаты этой текущей точки будут 


М =, А = 0, 2... Ари, 
и плоскость, соответствующая этой текущей точке, есть 
[е1 с0з Але - ет 310 Кю, ..., ет с03 Кио -- ет т ЮтФ]. 


Сравнизая эту формулу с формулой (20), мы видим, что прямой 
куба с направляющими косинусами Ау, №,`:.„, Ки соответствует гипер- 
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геликоид, оси которого совпадают с осями многообразия Кт, а вектор- 
параметр имеет компоненты #1, А2,..., Ки. То весть любая геодезическая: 
линия многообразия Кш является геодезической линией в множестве 
т-кратных плоскостей пространства А”, и многообразия Ки действи- 
тельно являются вполне геодезическими поверхностями в этом множестве. 

Отсюда же видно, что «длина» гипергеликоида между двумя пло- 
скостями ® из формулы (14) будет геодезическим расстоянием между 
этими плоскостями в нашей метрике: через наши две плоскости всегда 
можно провести многообразие Кш, осями которого служат общие пер- 
пендикуляры этих плоскостей. Это многообразие можно метрически 
отобразить на эвклидов куб, например, так, чтобы точка, изображаю- 
щая одну из наших плоскостей, перешла в его вершину (0, 0,...,0), — 
тогда длина ® гипергеликоида между этими плоскостями равна длине 
отрезка прямой между изображающими эти плоскости точками куба, 
т. е. х совпадает с геодезическим расстоянием в намей метрике. При 
этом ®, очевидно, не зависит от выбора многообразия Кт. 

Угол между двумя направлениями в нашем римановом 
пространстве легко найти из формулы (21). Из этой формулы следует, 
что касательный вектор к какому-нибудь направлению в многообразии 
Ри, исходящему из точки р, выражается через горловые матрицы 
и вектор-параметр гипергеликоида, соответствующего этому направле- 
нию, по формуле 


: с 5 .6 .В р 
= р [71 [2 аа И 68, оби, юн...) м 68|. (35) 


а 


Другому направлению, исходящему из той же точки, соответствует 
вектор 


23 9 я ^^. т ЯВ 
= 2 Х, [16 ев, во ия 7а @т--^) ее гу 6068 | (36) 


& 


Искомый угол ф между этими направлениями определяется, очевидно, 
из формулы 
608<=6, 


или, подставляя значение $ и { из формул (35) и (36), 
608 ф = р К. Ев 10 2) 19 Я) Ах т И: м 1) и 
а, ^ у ат х 
о а 
т т т 


Формула (14) для геодезического расстояния и формула (37) для 


в 
угла между направлениями в многообразии Ри дают все необходимое 
для построения метрической геометрии в этом пространстве. 


366 Б. А. РОЗЕНФЕЛЬД 


Наконец, докажем, что многообразие Ри в нашей метрике является 
симметрическим римановым пространством. 

Симметрическим римановым пространством, как известно, называется 
такое риманово пространство, что если, исходя из любой его точки р, 
произвести преобразование пространства, заменяя каждую точку 4 
пространства точкой 4’, находящейся на геодезической линии, соединяю- 
щей 4 и р по другую сторону от р, чем 4. но на том же геодезическом 
расстоянии, то это преобразование не нарушит метрики пространства, 
т. е. расстояние между любыми преобразованными точками 41 и 42 
равно расстоянию соответственных точек 41 и 42 до преобразования. 


Пусть ри 4— точки пространства Ри. Им соответствуют т-кратные 
плоскости ри 4 пространства А”. Плоскость 4’, соответствующая точке 4’, 
очевидно, строится так: все общие перпендикуляры плоскостей ри 4 
продолжаются по другую сторону плоскости р, на а«-ом перпендикуляре 
откладывается по другую сторону от р длина в, а-го перпендикуляра 
между плоскостями р и 4 и полученные т точек соединяются т-крат- 
ной плоскостью. Эта плоскость 4’, очевидно, принадлежит гипергели- 
коиду, соединяющему плоскости ри 4, и геодезическое расстояние 
между плоскостями ри 4’, очевидно, равно геодезическому расстоянию 
между ри 9. Если теперь каждую плоскость пространства А” заменить 
новой плоскостью по этому способу, то мы произведем, очевидно, 
отражение пространства А” относительно плоскости р. Ясно, что 
это преобразование не меняет метрики пространства В”. Следовательно, 
соответственное преобразование не меняет метрики и в многообразии 


Ри, которое, таким образом, является симметрическим римановым 
пространством. 


Институт математики 
Московского гос. университета Поступило 
им. М. В. Ломоносова 19 ИТ 1941 
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В. ВОЗЕМЕЕТО. СЕОМЕТВТЕ ТМТЕВТЕОВЕ ОЕ Т?ЕМЗЕМВЕЕ ОЕЗ РГАМ$ 
т-П01МЕМЗТОМ МЕ! БАМ Г’ЕЗРАСЕ ЕМЛАРТТООЕ А п ПИМЕМ$ ТОМ 


ВЕЗОМЕ 


Рапз се агис]е оп сопз14ёге ]’епзештБ]е 4ез р!апз т-дйпепз1о0те]з 
Чапз ]’езрасе е!рИдие & п 41тепз1отз. Оп нигода Чапз сек епзете 
ипе шёт1аче еп ргепапё рог «@1з{апсе» епёге деих р1апз т-аппепз10ппе]$ 
1е пошЬге 


о=У м о: -+... Но. 


ой 163 ®1,...,Фту: 3006 1ез 41зфапсез збаМоппашез 4е сез р]апз (1ез 
1опяцеигз 4ез регреп41еа1тез соттипез). Г/’епзеш Ме 4ез р]апз Чеу1епь 
а]огз ип езрасе г1етаптеп. Оп @ётопге дапз 1е ргёзепь агЫс1е дие се! 
езрасе езё ип езрасе г1етапплеп зушёйилаче. 

Оп Чётотёге епзиЦе фие 1е гб1е 4ез Попез сбо46з1аиез Чапз сев 
езрасе езё ]ощё раг се але Гоп пошше 1]ез заЦез вурегВёНсо!Аа]ез 4е 


р!апз ой Вурегвёсо14ез. 
51 ип рап т-аппепюоппе] раззе раг 1ез рошёз ог{Вовопаах 


71, 11,....Тть1 9006 1ез соогдоппвез Котовёпез хи, 27,..., сти 
(=1,....п-Е1), з0пф погшабез (гедацез а ГипЦе), а]огз 1ез соог4оппёвез 


4е Р1асКег 4и р]ап р 00% 1ез пошЪгез 


а. — [а 2702 +1] 
ри ат+ т... тн 


([] ее ГаКегпаМоп 4ез 1191сез). 51 помз ауопз 4еих р!апз р её 4 
допф 1ез соогдоппвез 4е РШ!скег звопф ри-\тя её да Ата = у уе... увы] 
а]огз ]ез соог4оппёез 4е Р!скег 4и р]ап соигап& 4е ]а заЦе пурегВё!- 
со14а]е раззапь раг ]ез р1апз р её 4 ез 

ит] 


а-еЯтиа = (Х ди в, У) (^, 2 +в, Уз) ... (Аида о ), 


ой 1ез пошЬгез ^, её в» 300% сВ01318 4е 4еПе шаплёге дие 1ез 4156 апсез 
4е х, аих рошиз & соог4оппёез ^, 2-- р, У! в00% Чапз 1е шёше гаррогё 


дие 1ез 413$апсез 4е х, & у». 

Оп 46ётопёге епзийе да’ ех1зйе Чапз пойге езрасе г1этапшеп 4ез 
ши] рНсИ6з у-Чтепз1оппеЦез & шёйчаие еис1еппе. Рог сопзмиге 
ипе $е1е ширИсиё ИП Га ргепдге 4апз Гезрасе & п 41тепз10пз у 
Чго&ез Фа1 зопф 4ез аггёфез пе зе сопрапф раз 4’ип 16таё4ге ашюро]а1ге 
еь р1асег 1ез 2у ргепйегз ро1шёз 4е 1а Базе 4е 1’езрасе п-Айпепз1отпе] 
4е зог4ёе дче 1ез ройпёз е, (г=1,..., У) её е,+, зо1еп зИлёз зиг 1а г-1ете 
4е поз агоцез. Роиг сопзвмиаге 1а шаМарНсие у-4птепз1оппеЙе сВегсЬёе 
4ез р1апз т-Яипетз1оппе]: | {аш ргепаге у (т -- 1) потЬгез В (=, чз 3 


«=1,....т-Е 4) %е1з ае 


Тез р]апз 27-Айпепз!опле!з 401 аррагМеппепь & сейе шшиарпеце 
4ёрепагопь 4е у рагашёгез ^,,...,Х,, Чай уагепь 4е 26го & к. Шез 
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соог4оппёез 4е Р\йскег 4иа р!ап сопгапь А т Апаепяюопз Ф4’ипе феЙе 
па арН сие опё 1а {огше 


раЧта = д аа ... а (1 =4,...п-Е 1; а=1,....т- 1), 
#08), №=г=А,...,у 


21а = я ^, а=тР-РУ=У-Е1,..., У 
0 7 = 2у-1,.... п-Е 4. 


Ропг |’епзешБ]е 4ез р1апз т-Чппепз1оппе]з 4е Гезрасе & п Ф1теп- 
$1013 1а 4ипепз1оп у аез шаМрНеие6з А шёймаие едс1141еппе реш &ге 


ёоте & т-+ 1, т-2...., [7]. 


Оп Аётотите дие 1ез шо!арПейез 4е се фуре роиг уэ=т- 1 воть 
4ез зигГасез раг{аЦетептф зёо@ёз14иез 4апз поётге езрасе г1етапшеп. 

Оп 4гопуе аизз1 Чапз |’агИс]е ипе ехргезз1оп роиг ]’ап2]е епцге 4еих 
Ч1гесМопз 4апз Г’епзеш]е 4ез р1апз т-4ипепз1оппе]з. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


ВОСГЕТ1М ОЕ ГАСАОЕМ!Е ОЕ$ ЭСТЕМСЕЗ$ ОЕ 1/08$$ 
Серия математическая 5 (1941), 369—376 Зече та\пётаНаце 


Н. А. УРМАЕВ 
ПРИВЕДЕННАЯ ДЛИНА ГЕОДЕЗИЧЕСКОЙ ЛИНИИ 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В статье рассматривается способ вычисления приведенной длины 
геодезической линии, основанный на интегрировании ее дифференциаль- 
ного уравнения при помощи ряда Маклорена с точностью до членов 
шестого порядка. Полученная формула является основной во многих 
теоретических вопросах высшей геодезии. 


При изучении многих теоретических вопросов сфероидической геоде- 
зии приведенная длина геодезической линии играет весьма существен- 
ную роль. Введенная в высшую геодезию еще Кристоффелем (*), она 
в дальнейшем изучалась Гельмертом (*) и Гроссманом (3). 

Задаваясь целью получить строгую формулу для приведенной дли- 
ны геодезической линии, Гельмерт с самого начала проводит преоб- 
разование переменной в исходном интеграле, пользуясь для этого бес- 
селевым изображением эллипсоида вращения на шаре. 

Гроссман в основу своего исследования положил уравнение эллип- 
соида вращения, отнесенное к прямоугольным осям координат, распо- 
ложенным так, что плоскость ху совпадает с касательной плоскостью 
к поверхности в начальной точке, а ось 2 направлена по внутренней 
нормали. В дальнейшем Гроссмав разложил координаты 1, уизв ряды 
по степеням $ (5 — длина геодезической линии) и получил приведенную 


$ 6 
длину геодезической линии (т) с точностью до величин порядка ( л) 2 
\ 


где М— радиус кривизны нормального сечения, перпендикулярного к 
меридиану. Конечный результат получен Гроссманом путем весьма 
обширных преобразований. 

В настоящей статье я привожу новую формулу для приведенной 
длины геодезической линии, из которой без особого труда можно по- 
лучить не только строгую формулу Гельмерта, но и более коротким 
путем конечную формулу Гроссмана. Попутно можно еще вывести при 


ат 
этом и производную -7. в конечном виде, которая имеет большое значе- 


ние в. теоретических вопросах выешей геодезии. 
Напишем уравнение поверхности эллипсоида врашения в параметри- 


ческой форме 
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х=ас03ис031, У= асозизт/, 2=бзти, 
где и — приведенная широта, / — долгота, а и 6 — полуоси эллипсоида 


а-—6 
вращения. Сжатие эллипсоида, т. е. величину а будем считать ве- 


личиной малой первого порядка. 

Но новейшим исследованиям Ф. Н. Красовского, основанным на 
данных градусных измерений. СССР, Западной Европы и США, сжатие 
равно 1:298,3. Имея уравнение поверхности эллипсоида вращения, 
легко найти выражение для линейного элемента поверхности. Мы имеем 


45 = Е ди? 4 баг, (1) 


где Е =а? (1 —е* соз? и), С =а* соз* и, причем е представляет собою эксцен- 
триситет меридианного эллипса. 
От приведенной пьироты и можно перейти к широте геодезической 


< по известной формуле ви= 1—2 9. 

Для нахождения уравнения геодезической линии на поверхности 
эллипсоида вращения мы можем воспользоваться дифференциальным 
уравнением Лагранжа-Эйлера, которое в нашем случае даст следующее 
дифференциальное уравнение геодезической линии 

4 _ с УТ- е* сои 2) 


Чи  созиУ соззи — с? 


или уравнение в форме Клеро 
603 и па =с, (3) 


где а — азимут геодезической линии и с — постоянная. 

Построим теперь на поверхности эллипсоида вращения систему по- 
лярных геодезических координат. Для этого в некоторой заданной 
точке Р, проведем пучок геодезических линий. На каждой линии этого 
пучка будем откладывать от точки Р, одну и ту же длину $. Соединяя 
концы отрезков и изменяя параметр $, мы получим систему геодезических 
окружностей 5-с0пз%. В связи с тем, что геодезическая кривизна геодези- 
ческих линий (а-сопз{) равна нулю, линии 9-с01$ф и 5-01 будут 
ортогональны и линейный элемент поверхности мы можем написать 
в новой форме 

45° = 45* + т’ ам, 
где т — приведенная длина геодезической линии и а, —азимут геодези- 
ческой линии в точке Р.. 

Проектируя элемент геодезической окружности тая, на меридиан 

конечной точки геодезической линии, мы получим 


УЕ4и = — тзтаа4,, 
откуда 


т зша 
аи = — 1%. (4) 
аУ1- е* сои 
С другой стороны, имея уравнение геодезической линии (2) и вы- 
ражение линейного элемента поверхности (1), мы без особого труда 
можем написать для длины геодезической линии следующую формулу: 
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м МАРА 
реб \ сви И1-— 2 сои (5) 


У соз? и — с? 


м1 


Представим себе, что геодезическая линия неизменной длины вра- 
щается вокруг точки Р, с приведенной широтой и. При этом будет 
изменяться и постоянная с. Из (3) найдем 


с05 и, 608%, 4%, = ас, 
или 
—: 2 2 
4=У со и, — са, . (6) 


Дифференцируя (5) по параметру с при переменном верхнем пределе 
интеграла, получим 
асози И 1 — е соз? и 


Ваз рее ГС, 
где 
Е о —= 2 с05* и, (7) 


(с052 м — с2)3/2 ы 


се 
Отсюда, принимая во внимание (3) и (6), мы получим 


ре а соз* и, — с У сои — с [эт " 
аУ1- е?соз и у 


Сравнивая эту формулу с (4), мы находим, что приведенная длина 
геодезической линии может быть вычислена следующим образом: 


т=а 03° и, —с* ]/ 08° и — с? [. (8) 


Для практических приложений в области высшей геодезии приведен- 
ная длина геодезической линии может быть вычислена двумя способами. 

Принимая во внимание, что интеграл (7) не выражается в элемен- 
тарных функциях, мы в первом способе можем представить приведен- 
ную длину геодезической линии в виде ряда, расположенного по сте- 
пеням е?. Это решение, годное для любых расстояний на поверхности 
эллипсоида вращения‘ малого сжатия, было дано мною.-в работе (*). 

Здесь мы рассмотрим другой способ вычисления приведенной длины 
геодезической линии, в котором последняя представляется в виде раз- 


5 
ложения по степеням м: 


Дифференцируя (8) по $, мы найдем 


4  Усози с аУосози- УТ - е*созйи ' 


2 = 08 7 
ат —_ Усов 6 т ши (9) 


Если же перейти от приведенной широты к геодезической, то из (9). 
мы получим известную формулу Гельмерта 


ат _ №, с05 $1 с03 а _т 8 $ 
48  М№с0зфсо0за М соза ° 
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Дифференцируя (9) по $, находим 


—== —ТК, (10) 


где 
1 — е2 
а? (1 — е? с03? и)? 


К = 


представляет собою полную кривизну поверхности. 

Формула (10) является частным случаем теоремы Гаусса (\Теогета 
естез1ат), гласящей, что полная кривизна поверхности есть рациональ- 
ная функция от коэффициентов первой основной дифференциальной фор- 
мы и их производных по криволинейным координатам. 

Формула (10) позволяет сравнительно легко найти т путем разло- 
жения в ряд Маклорена. Если мы условимся обозначать производные 
по $ штрихами или римскими цифрами, поставленными вверху, то мож- 
но написать 


т“ 


С : ту 
тт, 798 7 052 де ое... (14) 


Индекс нуль означает, что величина т или ее производная должны 
быть вычислены при $=0. 


Из формулы (5) следует, что при $, стремящемся к нулю, т обра- 
щается в нуль, т. е. т,=0. Из формулы (9) найдем, что 


а, 


Из формулы (10), представленной в виде 
т” = —тК, (12) 
следует,что т, = 0. 
Далее имеем следующие последовательные производные: 


т’ = —т’Кр—тК’, 
ту = —т’К—2т'К’—тК’,, 
ту = —т’’К—3Зт’”К’—Зт’К”'’—тК’””, 


ТУТ == — тУК —4т’” К’ —6т’' К” —4т'К’"' — ТК, 
туп = — тУК —5т УК’ — 10т''”'К”' —10т”'К"” — 5т' КПУ — тКУ, 


Отсюда легко получим при т, =0, т, =1 и т, =0}что 


ты = К, 

ак. 

ту ИЗД, 

ти =6КК’ —4К”" е» 


туй = — К 43КК”” —БЕ1У. 


Таким образом, задача сводится к вычислению, последовательных произ- 
водных полной кривизны К по 5. 
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В обозначениях Иордана (?) мы имеем 


о еее о: 
за: ЗО = 6085 == па; =1%$; с= 


к= 45 _ 


а 
У 1_е 
и кроме того 


7 0 Я те а 4 
= 1-4 =1-е” с03*ф; аа ай. НЫ АИ 


Тогда мы можем вычислить 


ВЕ Пре Оризбарнауь 
и 
или 
д 
К’ = —— в 05%. (14) 


Для вычисления К”’ обозначим предварительно 
ДИ РЕ 
Тогда 
аА 3..4 +2 5. 2;2 5..2 2 
Е И. — 2УзчреР - Уз? (1-Е) = 
уче [Бе — 2 (А-а - 14+ = 
= УЗ (1—2 — 6121). 
Далее имеем 


р ва (1—# +? — 6178). (15) 


Цифференцируя (14) и принимая во внимание (15), получим 


Ава а с03° & (1 1’ — 61"Р) нЕ ИА па = 
= — тт" 08° (АЕ — бя) Е 8102 @ - 
Окончательно получим 
ПС” = вл сое а (1-1? — бей) ии. (16) 
Вычисляя ту, найдем 
те 2 08? (1 1 — 618) — ци = 


М -- 129 с08 В НА 
Отбрасывая в этой формуле члены порядка 1“, получим 
ту = (а + 20° + 12° с08° & — 1242). (17) 
Для вычисления К’”’ мы отбросим в формуле (16) члены порядка 


и. и представим ее в следующем виде 


612 
В = Са (#* — 05? а). 
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Дифференцируя эту формулу по $, мы без особого труда найдем 


у? 
К”” = и 1003 9. 


Отсюда получим 
8875 


2 
ту = —-5 110039. 


Наконец, последняя формула (13) даст нам, если отбросить члены 
порядка 1’, 
1 


туи = — №. 


Полученные результаты подставим в формулу (11) и найдем 


таз [1 — д (1 +1 ль У сова Ри (1+ 242 + 421 008? а— 


О 


в 
— 1217) — 99 -ук Е о0ва — заду + --- | $ (18) 


что полностью совпадает с формулой Гроссмана. 
Рассмотрим здесь одно из многих применений приведенной длины 


геодезической линии, для чего напишем формулу (18) в более упро- 
з 4 
щенном виде, отбросив члены порядков №", а 1 ивыше. Тогда из (18) 


получим 
5 нь 54 9 
т—8 [1 — зла 331? 60а ран — >. ‚ (1 ) 


где А— средний радиус кривизны. 

Далее построим на шаре радиуса А равнопромежуточное изображе- 
ние некоторой области поверхности эллипсоида вращения, ограничен- 
ной геодезической окружностью «радиуса» 5. Если геодезическим ли- 
ниям поверхности эллипсоида будут соответствовать на поверхности 
шара вертикалы, а геодезическим окружностям — альмукантараты, то 
масштаб по вертикалам будет равен единице, а масштаб по альмукан- 
таратам будет т, где т, получится из (19) при 1=0 следующим об- 


разом: 
52 54 
т, 84 ан >. |. (20) 
Отсюда относительное искажение длин вдоль альмукантаратов будет 
И Иры Мы 
ее ак (з) 1 1С03 <. 


Наибольшее изменение искажения будет иметь место в интервале 
от «=0 до «=т. Тогда 


А 
Отах = (м) @ 608$, 
или 


а = (п) = 3112$. (21) 
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Пусть ошах = 0,05 единиц седьмого знака логарифма и $= 45°. Легко 
подсчитать, что формула (21) даст $ =410 км, т. е. область, взятая на 


поверхности земного эллипвоида и ограниченная геодезической окруж- 
ностью диаметра 220 км или 2°, 


изображается на поверхности шара 
практически без искажения. 


Военно-инженерная академия Поступило 
Красной Армии им. В. В. Куйбышева 5 Ш 1941 
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М. ОВМАЗЕУ. РОТЕ ВЕРО7ЖТЕВТЕ ТАМбЕ РЕВ бЕОРАТиСНЕМ Т1МЕ 
ГОЗАММЕМЕАЗЗ ОМС 


ш Ч4ег БбЪегеп Сео4&з1е зрле]& 41е гедитлет4е ГАпое 4ег сео4Аизсвепт 
Тлиле еше ум1зсвисе ВоПе. Уош 5парипкё 4ег аПрешешеп Е1АсЪеп- 
{Веогле эиз Ваб з1е е1пе еш{асЪе Ведешилир. 

Ез зе1 

45° -- тада 


аз Глилепе]етепь аи{ дет ВоаИопзерзо!4, море! $ ип4 а, ГАпзе 
004 А21тоб ешег сео4&ИзсВеп Тапле (реодАйзсВе Ро]агкоог4пацеп) за. 
Мап пеппф 41е Сгбззе т Че гедо2леге Т.Апсе 4ег рео4Айзсвеп Глие. 
Ам{ дет Вобамовзе!рзо1А ]аи4её Че Рогте] {аг 41е Г.&обе 4ег вео- 
Ч&йзсВеп Таше 


К рые 
сози И 1 -— ес0з* и 


8=а В 
Усози — с* 


аи, 
ил 
уоЪе1 и @41е геда2легие Втеце 184. 

УУепп 4аз Ата ь а, Бе1 Копзфатйег ГАпре Чег реодАйзевеп Таме ат 
деп Юешепт УМ шкКе] 4, уегогбззегь уйтга, зо Безсвге!ь 4ег Епарипк& 
дег хеод&ЫзсВеп ТАп1е еш Вовепе]ешеь та, 4ез деоЧ&Изсвеп Кге1зез. 

Н:егаиз Капп шап Ё@г 41е гедалег4е Т.дпое Чег сеод&АйзсВей Шаше 
10]вепдеп Амзагиск шт резсВоззепег Роги егваЦеп: 


=а]/ с03* и, — с* Ус и—с* Г. 


ЕВ \ сови ИТ - е*соз* и. т 


(с03% и — с2)*/з 
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Ейг Че ргаКИзсве Апмепдито Капп шап 41езе Когте]п и\уеНасЬ 
итш{огтеп. 

Егзепз Капп шап аз [иесга] / а1з Вефе пась масЬзеп4еп Ро{епхеп 
уоп е* даг®еЦПеп. Оле Т.бзипе 136 уот. Уег{аззег ш: «ОЪег 41е гедилеме 
ТАпое 4ег сео4АзсВеп Тлпле» апререфеп (Уг{!. 4ез ВедаКиопзЬагеаиз 
ег НбБегеп Сеод&йзсВеп Уегуаиапте, МозКаи, 1939). 

т уогПесеп4дег АгЬеф уг еш апдегез Вегеснпапозуег!авгеп Ё@г 
Ч1е гедатлег4е ГАпре 4ег сео4&йзсВеп Тли1ле епё\у1сКке!, 4аз аа! Фе Г\е- 
отаМоп дег ОзШегепйа]21е1сБипя 


ат 
пери 
моет К 4аз Ктаттипезтазз. 13%, хагйскоев®. 

Мап Капи Гаг аПе ргакизсВеп АцщваЪеп ш\ ешег Сепашакей №3 


ао! СНедег зесвзбег Ог4пипй аизкотшшеп. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГЬЕТ!М ОЕ ГАСАРЕМЕ РЕЗ: ЗСТЕМСЕЗ ОЕ 10835 


Серия математическая 5 (1941), 377—380 Земе та\пётааце 


Н. П. ЕРУГИН 
ЗАМЕЧАНИЕ К СТАТЬЕ Л. М. ШИФНЕРА 


(Представлено академихом Н. Е. Кочиным) 


В ваметке рассматриваются условия, при которых решение системы 
дифференциальных уравнений (1) можно получить в конечном виде (9). 

В. И. Смирнов предложил мне проверить необходимость некоторых 
требований, налагаемых Л. М. Шифнером в его статье «Еще об инте- 
грировании дифференциальных систем в конечном виде». (Известия 
Акад. Наук СССР, серия матем., т. 4, 1940, 417—422) на матрицы, 
казавшихся не совсем естественными. Подробное рассмотрение этой 
статьи подтвердило возможность ослабления условий, необходимых для 
решения поставленной задачи. 

Пусть дана система дифференциальных уравнений 


ТУ [09 (2) И, (2), (1) 


где (0, и 0, — постоянные матрицы, $, (2) и $,(5)—скалярные функции 
и У- интегральная матрица. Введем обозначения: 
[ХУ] =ХУ— УХ, где Х и У матрицы; 
Л Е 0,0, 0.0, = [О Л = С, [О.Л 
== [7 [С7, ... (07, [7.07]... ]] (® скобок), (2) 
х 


п = 
х х 
Г. = \ Ф. (1) ах, Г — \ Ф. (1) Гт—1 ах, Гот = \ 1 (1) [ов 45, 

[7] о о (3) 


Легко видеть, что 


Л. М. Шифнер в его упомянутой статье показал следующее. Если 
[С, [0,0] =0, (5) 


матрица "Е имеет для каждого характеристического числа один эле- 


ментарный делитель и ряд 


Га - АГ + Га ... (6) 


7 Известия АН, Серия математич., № 4—5 
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сходится, то решение системы (1), нормированное в точке х=6, можно 
представить в виде 


У =ехр (Иа - Га + Гоа 5) ехр ((,Г.,). (7) 
Если, кроме условия (5), еще имеем }„.:=0, то 
У =ехр (0111 + НГ - РГ, ... - Гот) ехр (ОГ). (8) 


Следует отметить, что уже при выполнении только условия (5) 
решение У ‘можно представить в конечном виде с помощью известных 
функций. Поставим себе задачу: найти условия, которым должны 
удовлетворять матрицы И, и (/,, чтобы решение системы (1) можно 
было представить в виде 


У = еЗе0 Те, (9) 
где матрица 5 обладает свойством 

45 45 

т 5=5 Е (10) 


КИ еЗе 017 „ф,. 
Подставляя это в систему а. получим 
45 
РА = еЧ2Г2 — еЗей 17 р, = еЗе/1з[),ф, = еЗеП Г) „Ф,, 


откуда после сокращения имеем 


= = ее зГаФ, (11) 
С 
и $ = \ е012[7 е-ОзГэф, 4х. (12) 


5 
Теперь покажем, что при условии (5) матрица. 5, определенная 
а (12), обладает свойством (10). Имеем из (11) 


45 Е у т 
ое И. о, (СС о 0.0 о 
у=0 уУ=0 8=0 
У Шифнера оке что 


де ых —1): ( №) 0-00. 


25а чм 
Поэтому == № Г. с Ф.; Ь=О0, (13) 
у=0 


и формулу (12) можно записать в виде 


со 
5 = Ул > а УТ (14) 
у=0 у=0 
Это и есть ряд (6), сходимость которого Шифнер предполагает. 
Но здесь из самого его происхождения следует, что он просто целый, 
т. е. сходится при всех (И, и 0.. 
Пользуясь (13) и (14), мы можем условия (10) записать в виде 


пб У (№) 


К, э=0 


рт Ф Ф, =0 (15) 
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относительно д и при всяких ©, и ©,. Полагая ©, =%,, получим 


х 
т ты 
Г» = \ НН 9 тт Е! 
[2 


и формулу (15) можно Е так: 


А тео (16) 
или с 
3 к 
ой У тт =0, (41) 
В,=1 


т. е. для выполнения равенства (10) необходимо, чтобы /// —}/ =0, 


или, так как к =0,, 


О, = 0. (18) 
Это и есть условие (5). 

Теперь ‚покажем достаточность равенства (18) для выполнения 
равенства (10). Именно, мы покажем, что при выполнении равенства (18) 
матрицы ]» и ], коммутируют при любых КЁ иу, т. е. коэффициенты 
разложения (15) будут равны нулю. 

Как и Шифнер, будем предполагать, что каждому характеристиче- 
скому числу матрицы (И, соответствует один только элементарный 
делитель. В этом случае, как это’ следует из работы Л. М. Шифнера 
«Об интегрировании в конечном виде некоторых дифференциальных 
систем» (там же, стр. 341 — 348), достаточно рассмотреть случай, 
ногла’ =, (0). 

Итак, пусть равенство (18) выполнено. Тогда }, имеет вид (Шифнер, 
ор. с16., формулы (9) и (9) на стр. 342): 


ОЕ ЕЛЕ Р (5. (19) 
где Р, — полином. Пользуясь формулой (19), получим 
ЯРО ЕРО,, (20) 
откуда находим по индукции 
0,0, — И, =Р, (0), (21) 
где Р,((,) — полином от 0,. Из формул (19) и (21) следует 
#=0,/, —Л0.,=Р.(0,), (22) 


где Р,((,) также полином от 0,. И так как /,„=0,/„,—/„.О»› то 
вообще 

= Р (И), (23) 
где Р((,)— опять полином от (,. 

Теперь ясно, что /» и /, коммутируют при любых Ё иуи, следо- 
вательно, равенство (10) будет выполнено. 

Отметим, что если одному характеристическому числу матрицы 0, 
соответствует несколько элементарных делителей, то среди матриц, 
удовлетворяющих равенству (18), есть такие, для которых формула (19) 
также имеет место и, следовательно, опять будем иметь решение 
в виде (9). Но есть и такие матрицы И,, для которых формула (19) 


7* 
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не выполняется, и нет оснований утверждать, что получим решение 
в виде (9). Так, например, если возьмем 


О0т о 
д. = 0-0”, (24) 
000 
то матрица }, =0,0, —И,0,, удовлетворяющая равенству 0}, — /,(/, =0, 
имеет вид 
а00 
= вас (а, 6, с, а, е— произвольные числа). (25) 
алое 
т Ир О» 
Полагая Ето 199 мии (26) 
И: Р С. 
он 0 0 
получим ДИО Ч: бы. (27) 
Из 0 0 
Сравнивая это с (25), будем иметь 
г 9 —с ооо 
О, = О, ИЕ 6 И,, |, В = о , (28) 
И 4 И. ао0о0 
откуда 
— са 0 0 
А =0,/, —Л0, = иОа—Ое —са (И ,-+26-—0,,) |, 
а+и.а—-п0,а 0 2са 
и легко найдем 
0 то 
Р-Н =| с4 (20 ‚,-20,—6) 0 3еа | +0. 
— 3Зс4* 0.309 


Простым вычислением можно убедиться, что в разложении (15) 
коэффициент при [3 отличен от нуля для взятых матриц (24) и (28). 
Таким образом, равенство (15) не будет выполнено, и мы не получим 
решения в виде (9), где 5 обладало бы свойством (10). 

Ленинградское отделение Поступило 

Математического института имени В. А. Стеклова 15 [У 1941 

Академии Наук СССР 
М. ЕВООСТМ. ОМЕ ВЕМАВООЕ ЗОВ Г’АВТЕСГЕ БЕ Г. ЭНТЕМЕВ 
ВЕЗОМЕ 
Зоц Чоппё ип зузбёте 4’6диайопз а16гепыеез 
15 = У [0,9 (2) +09, (2) 
ой 0, её 0, зопё 4еах тай“4сез сопзбапез ф, (2) её ®,(5) Чез Гопсмопз 
зса]а1гез её У ипе шай“се 1шё6ога]е. Зиррозопз але 
20,0.0, =00, + 0.0: 

её фа’ свааме потаЪге сагас16г1зае соггезроп ип зео1 91у1зеиг 616- 
тепбаге. М№оз 46топгопз ие 4апз сез соп4 И опз Па шам4се шёргайе 
реф &4ге ехргипёе еп Гогше Ме [у. 1ез [огилез (9) еь (14)]. 
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КРИТИКА И БИБЛИОГРАФИЯ 


В. НЕМЫЦКИЙ, М. СЛУДСКАЯ, А. ЧЕРКАСОВ. Курс матема- 
тического анализа, под общей редакцией проф. В. Немыцкого, 
т. Г, 459 стр. М.—Л., Гос. изд. технико-теоретич. литературы, 1940. 


Рецензируемая книга представляет собой курс математического анализа, пред- 
назначенный служить учебником для университетов и педагогических институтов. 

Книга состоит из следующих разделов: 1. Число и числовая последовательность. 
2. Функция и предел. 3. Дифференциальное исчисление. 4. Интегральное исчисление. 
Укажем вкратце содержание этих разделов. 

В первом разделе излагается теория вещественного числа по Кантору, теория 
пределов для нумерованной переменной и основы теории рядов с постоянными членами. 

Второй раздел посвящен понятию функции. Сюда относятся: определение и свой- 
ства пределов функций, теоремы о непрерывных функциях и основные свойства функ- 
циональных последовательностей. Здесь, как и в следующих разделах, авторы огра- 
ничиваются рассмотрением функций одного аргумента. 

В третьем разделе изложены основные факты, связанные с понятием производной, 
формула Тэйлора сее приложениями, раскрытие неопределенностей и способы изуче- 
ния поведения функции. 

Наконец, в четвертом разделе излагаются основы интегрального исчисления 
и его геометрические приложения. 

Книга обладает рядом достоинств. К их числу мы относим: 

1. Весьма строгое изложение материала. Так, например, теория пределов строится 
на подробно развитой теории иррациональных чисел, геометрические приложения 
интегрального исчисления базируются на полных теориях площадей и длин дуг. 
Во всех теоремах совершенно точно указаны условия, при которых эти теоремы верны. 
Доказательства нигде не апеллируют к геометрической интуиции, а носят чисто ана- 
литический характер и т. п. 

2. Хороший литературный язык. 

3. Традиционное содержание курса значительно освежено привлечением более 
высокого материала, как-то: понятие о классификации Бэра, пример ван-дер-Вардена 
недифференцируемой функции, кривая Пеано, пример неквадрируемой области, поня- 
тие об исследовании функций, заданных интегралами*. Сюда же относится весьма 


* Отметим кстати небольшую погрешность, допущенную авторами в этом месте. 


[=] 
ах п 
На стр. 313 утверждается, что ет эт в действительности этот интеграл 
0 


авен Е а 
и Ия 4 2. 
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ценная глава о функциях, не интегрируемых в конечном виде (теоремы Абеля и Ли- 
увилля о гиперэллиптических интегралах). 

&. Следует признать удачной замену теории иррациональных чисел Дедекинда 
теорией Кантора. Хотя само определение иррационального числа может быть 
и несколько менее наглядно, но зато строгое доказательство всех свойств действий 
над вещественными числами проводится гораздо проще. Кстати, и изложение в этой 
части хорошо разработано в методическом отношении. 

5. К методическим достоинствам книги следует отнести также обилие удачных 
примеров, иллюстрирующих необходимость тех или иных условий доказываемых 
теорем. Необходимость существования предела отношения производных в теореме 


| 
2? те 

Лопиталя устанавливается рассмотрением предела Ит — —_—. То обстоятель- 
х>0 51 Хх 


ство, что обычные правила (исследование знака первой производной, применение 
формулы Тэйлора) не всегда позволяют обнаружить наличие экстремума, когда он 
имеется, также проиллюстрировано двумя примерами (стр. 263—265). 

6. Подробно и хорошо изложены основные методы интегрирования функций. 

Наряду с указанными достоинствами в книге имеются и существенные 
недостатки. 

1. Не вполне удачна структура книги. Теория пределов разбросана по отдельным 
главам и даже разделам. Слишком далеко отодвинуто начало дифференциального 
исчисления—равномерная сходимость раньше определения производной! Плохо рас- 
положен материал, связанный с теорией рядов (см. ниже). 

2. В интегральном исчислении неудачен путь, избранный для доказательства 
теорем существования неопределенного и определенного интегралов. По существу 
авторы два раза одинаковым методом доказывают теорему существования определен- 
ного интеграла, но первый раз делают это для более сложного случая интеграла с пере- 
менным верхним пределом. Проще было бы доказать теорему существования для 
определенного интеграла, а затем дифференцировать его по верхнему пределу, как 
это и делается обычно. Если же начинать с теоремы существования примитивной, 
то, опираясь на нее, интегрируемость непрерывной функции можно доказать горазцо 
проще, чем сделано в книге. 

3. Отсутствует теория функциональных рядов. Это тем более странно, что авторы 
располагают теорией числовых рядов, теорией функциональных последовательностей, 
формулой Тэйлора с остаточным членом и его исследованием для элементарных функ- 
ций. Незавершенность и разбросанность этого материала производят весьма досадное 
впечатление. 

4. Совсем не освещена роль математического анализа как орудия познания при- 
роды. Нет почти ни одного примера приложения понятий анализа к конкретным 
физическим или техническим вопросам. Пренебрежение этой стороной дела сказалось 
и на отсутствии приложений анализа к вопросам приближенных вычислений. Нет 
даже обычно фигурирующих в курсах анализа формул приближенного интегриро- 
вания. Вообще уделено недостаточно внимания развитию техники и вкуса к вычисле- 
ниям (специальные приемы, трудные задачи ит. п.). Все это придает книге несколько 
однобокий характер. 

Кроме указанных принципиальных недостатков можно отметить большое число 
недостатков, так сказать, «локального» характера. Сюда относятся неудачные форму- 
лировки, мелкие неточности, фактические ошибки и другие погрешности, произво- 
дящие впечатление неряшливости. Остановимся подробнее на дефектах этого рода. 

а) Неверное определение фундаментальной последовательности: «побледователь- 
ность называется фундаментальной, если, каково бы ни было з > 0 и каково бы ни 
было целое число р> 0, всегда можно найти такое число М, что если п > №, то 
| в+р — |<» (стр. 22). Получается, что № зависит от р. 

Ь) Неясное определение выпуклой кривой: «Назовем рассматриваемую кривую 
выпуклой в окрестности точки М, если в этой окрестности кривая лежит ниже каса- 
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тельной» (стр. 268). Не сказано, о какой именно касательной идет речь, только ли 
в самой точке или в окрестных точках, причем это не выясняется и из дальнейшего 
изложения. 

с) Неверное определение границы точечного множества: «Подмножество всех 
граничных точек множества К образует границу этого множества» (стр. 428). Границ 
множества не обязана быть его подмножеством. 

4) Крайне неясное изложение вопроса об инвариантном характере понятия пло- 
щади (стр. 432—436). Рецензенты затрудняются признать основную теорему дока- 
занной. 

е) Неудачно определение верхней грани функции. Следует отчетливо сформули- 
ровать понятия грани числового множества в общем виде, а не выделять понятие грани 
функции в самостоятельное определение. 

{) Доказательство формулы Лейбница методом индукции на этой ступени обуче- 
ния тривиальным признать нельзя. Поэтому авторы напрасно опускают это дока- 
зательство, предоставляя его читателю. 

8) Плохо сформулирована «аксиома порядка» (стр. 15). Понятие «следует» нужно 
выразить через «предшествует» по определению, а не вводить его как независимое 
понятие. 

В) Слишком сложно доказана достаточность признака строгой монотонности 
функции (стр. 251). Не нужно рассматривать три значения аргумента, а достаточно 
двух. Кстати, нам не кажется оправданным изменение общепринятой терминологии 
в вопросе о монотонных функциях (авторы соглашаются называть монотонной только 
функцию монотонную в строгом смысле). 

1) Недостаточно строго изложен вопрос о спрямлении кривой, заданной в пара- 
метрической форме (стр. 423). 

К) Напрасно в признаках Куммера и Раабе не рассмотрен вопрос об условиях, 
обеспечивающих расходимость ряда. 

Число примеров погрешностей этого рода можно было бы еще увеличить. 

Мы находим уместным остановиться еще на одном вопросе, имеющем более широ- 
кий характер. Речь идет о том, что в учебной литературе нам не известно ни одно 
изложение теории пределов, которое полностью удовлетворяло бы нас. В учебниках 
отсутствует единое понятие о пределе, оно заменяется частными формами проявления 
этого понятия: предел нумерованной последовательности, предел функции одного 
переменного, предел функции многих переменных, предел интегральных сумм ит. п. 
Эта множественность определений влечет за собой ряд ненужных осложнений 
и неудобств. Так, например, обычно остается недостаточно оправданным перенос 
теорем, доказанных для одной из указанных форм, на прочие. 

С другой стороны, начинать курс анализа с абстрактных идей Мура—Смита— 
Шатуновского—Гливенко или с какой-либо другой формальной теории представляет 
столь значительные методические трудности, что настаивать на этом, пожалуй, 
и нельзя. Таким образом, мы не хотим предлагать здесь какие-либо пути решения 
проблемы, а лишь ставим ее. 

Возвращаясь к рецензируемой книге, мы должны сказать, что и она далеко 
не решает поставленной проблемы. Она страдает теми же недостатками, что и другие 
курсы анализа. То обстоятельство, что авторы почти не пользуются понятиями беско- 
нечно малой и бесконечно большой величины, хотя и отличает эту книгу от других, 
но не кажется нам ее достоинством. Не говоря уже об историческом значении этих 
понятий, это не соответствует также той роли, которую они играют и сейчас как в самой 
математике, так и, в особенности, в ее приложениях. 

Все сказанное позволяет* считать рецензируемую книгу полезным учебным посо- 
бием для университетов и педагогических институтов. Что же касается вопроса о созда- 
нии основного учебника анализа, вполне приспособленного к нуждам математических 
факультетов университетов и педагогических институтов, то его нельзя считать раз- 
решениым и данной книгой. 

Л. В. Канторович, И. П. Натансон 
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А. ЗИГМУНД. Тригонометрические ряды. Перевод с английского 
Д. А. Райкова, М., ГОНТИ, 1939, 323 стр. 


Рецензируемая книга А. Зигмунда является единственным полным курсом теории 
тригонометрических рядов, вышедшим на русском языке; даже и на иностранных 
языках нет ни одной книги, посвященной этой теории и трактующей ее с той же пол- 
нотой. Среди всех монографий по тригонометрическим рядам, пожалуй, наиболее 
подробной является книга Т,. Топей1 «Земе 4г1вопотшефт1сВе» (Во|овпа, 1928), но и она 
значительно беднее по своему содержанию, не говоря уже о том, что эта книга вышла 
в свет на семь лет раньше английского издания Зигмунда (А. Дубтипа, Тг1вопотей“са1 
зег1ез, Мопоста!е тафетафусгте, УМагзтама—Глубу, 1935). 

А. Зигмунд—один из крупнейших специалистов по теории тригонометрических 
рядов. Его перу принадлежит свыше 40 работ в этой области, причем он касался самых 
разнообразных проблем: сходимости, суммируемости различными методами, един- 
ственности разложения в ряд, поведения сопряженных рядов, переноса некоторых 
свойств тригонометрической системы на общие ортогональные, связи между тригоно- 
метрическими рядами и тригонометрическими интегралами и многих других. 

Творческая сила автора и его громадная эрудиция ярко отразились на рецен- 
зируемой книге. Она содержит огромный, очень интересный материал, изложенный 
с абсолютной строгостью и доведенный до конца во всех деталях, а также богатейшую 
библиографию. Автор не предполагает у читателя других сведений, кроме знания 
анализа и интеграла Лебега, но он постоянно дает результаты, требующие значительно 
больших знаний, и не останавливается перед необходимостью попутно изложить 
все, что требуется для понимания этих результатов. Так, например, он затрагивает 
общие ортогональные системы, сообщает нужные сведения из функционального ана- 
лиза, дает понятие об интеграле Лебега-Стильтьеса, об интеграле Бокса, вводит дроб- 
ное интегрирование и дифференцирование и т. д. 

Укажем весьма кратко содержание отдельных глав. 

В главе 1 даются общие определения, рассматриваются ортогональные системы 
и доказывается полнота тригонометрической системы. 

В главе П изучаются операции над рядами Фурье, интегрирование и дифферен- 
цирование этих рядов, признаки сходимости и их взаимоотношение, теоремы лока- 
лизации. 

В главе ПТ рассматривается суммируемость рядов Фурье методом Фейера и ее 
многочисленные следствия; суммирование рядов Фурье и сопряженных к ним методами 
Чезаро дробного порядка, суммирование ряда, получаемого дифференцированием 
ряда Фурье. 

В главе ГУ изучается связь между свойствами функций и их коэффициентами 
Фурье, а также поведением частных сумм их рядов Фурье. Выводится целый ряд полез- 
ных вспомогательных предложений (неравенства Юнга, Гёльдера, Минковского, 
Иенсена). Даются необходимые и достаточные условия для того, чтобы функция была 
ограниченной или непрерывной (условия налагаются на фейеровы суммы рядов Фурье 
для этих функций). Рассматриваются линейные и метрические пространства, функ- 
циональные операторы и доказывается теорема Банаха—Штейнгауза о последова- 
тельности линейных операторов. Эта теорема и ее следствия применяются к даль- 
нейшему изучению связи между коэффициентами Фурье и видом функции. 

В главе У изучаются ряды специального вида, как-то: ряды с коэффициентами, 
монотонно стремящимися к нулю, лакунарные ряды, аналогия между лакунарными 
рядами и системой Радемахера; применение функций Радемахера к изучению схо- 
димости рядов вида »- (а, созпх + 6, зтп=), гдё знаки + или — могут быть 
выбраны как угодно; доказываются интересные леммы ван-дер-Корпута, строится 
пример непрерывной функции, у которой Х (| а |? -® + |, |? -°) расходится при любом 
=> 0, и доказывается существование рядов Фурье с как угодно медленно стремя- 
щимися к нулю коэффициентами. 

В главе УГ изучается абсолютная сходимость как общих тригонометрических 
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рядов, так, в частности, и рядов Фурье. Кроме известных теорем Данжуа—Лузина, 
теоремы Фату, теоремы С. Н. Бернштейна, здесь вводится понятие базиса и изучаются 
тонкие свойства абсолютной сходимости, связанные со строением множеств меры нуль. 
Дана интересная теорема Шидона (521401) об абсолютной сходимости лакунарных 
рядов и теорема Винера, указывающая на связь «локальной» и «интегральной» абсо- 
лютной сходимости. 

В главе УП рассматривается суммирование методом Абеля ряда, сопряженного 
к ряду Фурье, изучаются условия, при которых сопряженный ряд сам является рядом 
Фурье, вводится понятие интеграла Бокса и доказывается теорема Колмогорова об 
интегрируемости по Боксу функции, сопряженной к суммируемой. Здесь же изучается 
сходимость в среднем ряда Фурье, обобщение равенства Парсеваля для функций, 
интегрируемых в степени р>>2, устанавливаются свойства сопряженной функции 
в зависимости от свойств данной (см., например, теорему Привалова). 

В главе УПГ рассматривается расходимость рядов Фурье. Здесь в первую очередь 
даны примеры непрерывных функций с расходящимися рядами Фурье, показывается 
невозможность обобщения признака сходимости Дини—Липшица, вводятся константы 
Лебега и путем привлечения теоремы Банаха—Штейнгауза о линейных операторах 
доказывается, что в пространстве непрерывных функций все функции, за исключением 
множества первой категории, имеют ряд Фурье со всюду плотным множеством точек 
расходимости. Далее подробно разбирается пример Колмогорова, показывающий 
существование всюду расходящегося ряда Фурье. Наконец, разъясняется явление 
Гиббса. 

В главе [Х автор снова возвращается к связи между видом функции и ее коэффи- 
циентами Фурье. В этом направлении доказаны интересные теоремы Хаусдорфа— 
Юнга, Пэли и некоторые другие. Рассматривается вопрос о том, при каких усло 
виях, наложенных на последовательность чисел с„ она остается последовательностью 
коэффициентов Фурье, как бы мы ни изменяли порядок следования чисел с„, или 
становится такой последовательностью при соответствующем изменении этого порядка. 
Доказывается теорема Банаха о коэффициентах лакунарных рядов, интересная тео- 
рема Винера о коэффициентах Фурье для непрерывной функции с ограниченным 
изменением. 

В главе Х даются различные усиления теоремы Фейера о суммируемости ряда 
Фурье, а также изучаются частные суммы ряда Фурье для функций с интегри- 
руемым квадратом. Здесь доказывается теорема Колмогорова о сходимости почти 


п 
всюду последовательности частных сумм з„,(2) для а >А> 1, теорема Колмо- 


горова— Селиверстова и Плеснера о сходимости почти всюду ряда У(а„ с05пх - 
+ 6, 511 пл) в случае сходимости »(а} - 62)15 п, дается оценка роста частных сумм 
(5, (1) =о(У18п) почти всюду; наконец, изучается суммирование рядов Фурье 
методами Чезаро любого дробного порядка. 

В главе ХГ рассматриваются произвольные тригонометрические ряды. Здесь 
в первую очередь разбираются необходимые условия, налагаемые на коэффициенты 
для того, чтобы ряд сходился. Кроме известной теоремы Кантора—Лебега здесь дается 
тонкая теорема Штейнгауза. Затем подробно изучается так называемый принцип 
локализации Римана. Кроме теории Римана, мы находим здесь интересные резуль- 
таты Райхмана, дополненные самим Зигмундом и прекрасно им изложенные. Эти 
результаты прилагаются к изучению единственности разложения функции в тригоно- 
метрический ряд. Эта тонкая проблема изложена автором с максимально возможной 
(на небольшом числе страниц) полнотой. Проблема обобщена также на случай сум- 
мируемости рядов. 

В главе ХИ автор рассматривает интегралы Фурье. Как было им самим отмечено 
в предисловии, этой теме можно было бы посвятить отдельную монографию, поэтому 
не удивительно, что на 14 страницах этой главы удалось уместить чрезвычайно мало 
сведений из этой интересной и все более развивающейся теории. 

Здесь были перечислены далеко не все те проблемы, которыми занимается Зигмунд 
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в своей монографии. Однако изложенного вполне достаточно, чтобы убедиться в богат- 
стве материала; в связи с упомянутой уже выше строгостью и полнотой изложения 
это дает нам возможность сказать, что монография Зигмунда является несомненно 
очень крупным вкладом в математическую литературу. Тем более досадно, что наряду 
с этим приходится отметить и некоторые, на мой взгляд, существенные ее недостатки. 

Прежде всего, к сожалению, отсутствует история возникновения тригонометри- 
ческих рядов, а также какие бы то ни было указания на их приложения. Если имет’. 
в виду неопытного читателя, то он, пожалуй, не сможет понять, какие вопросы в тео- 
рии тригонометрических рядов являются основными. Автор, кроме того, на про- 
тяжении всей книги почти нигде не говорит, почему он собирается излагать ту или 
иную теорему и где на нее будет опираться. 

Даже в тех случаях, когда он говорит, что такая-то теорема интересна или 
такой-то пример замечателен, то читателю приходится недоумевать, почему именно 
это так, или просто верить автору на слово (например, в главе У, стр. 113, говорится, 


05 их 


с 
что ряд » о играет важную роль в некоторых проблемах; на стр. 119 сооб- 


2" 
4твт —_— } 
со 5+ а@а 
щается, что многими интересными свойствами обладает ряд у; Я 
П=1 

В некоторых случаях, прочитав несколько страниц, читатель понимает, почему 
теорема или пример были нужны, но хотелось бы заранее удовлетворить его естествен- 
ное желание, и это в большинстве случаев легко было бы сделать. Отказываясь от таких 
разъяснений, автор часто создает у читателя тяжелое впечатление «падения с неба» 
некоторых определений, свойств, новых понятий. 

Общий стиль изложения у Зигмунда напоминает английские учебники и с моей 
точки зрения самым невыгодным образом отличается от изящного французского 
изложения, где в первую очередь развиваются основные идеи, подчеркивается взаим- 
ная связь отдельных частей текста и никогда не бывает формул без соответствующего 
разъясняющего текста. Именно в таком духе написан курс Н. Гефеземе ’а «Глесопз 
Зиг 1е3`з6т1ез фг1еопотечаез» (СоПесвоп ае топостарыез зиг 1а &В6оме 4ез гопсЯопз, 
Раг1з, 1906). Конечно, в этой книге сравнительно очень мало материала, но зато ясна 
вся красота теории и раскрываются широкие горизонты. Напротив, в книге Зигмунда 
имеется огромное количество теорем и примеров, но часто именно из-за этого изобилия 
материала основная нить совершенно теряется. Повидимому, автор стремился вложить 
в свою книгу максимум фактов, которые можно уместить на данном числе страниц. 
В этом смысле он безусловно достиг цели. Но мне кажется, что лучше было бы пожерт- 
вовать частью материала и за счет этого поместить текст вступительного характера 
к новым разделам, а также текст, служащий связующим звеном между отдельными 
частями книги. Монография не есть энциклопедия, где ни один результат не дол- 
жен быть пропущен, зато ее основная цель—возбуждать творческие идеи у читателя. 
А для этого не следует дезориентировать его, перегружая книгу мелочами. 

Само расположение материала, как мне кажется, возникло не как результат 
такого плана, где красной нитью проходила бы взаимная связь отдельных проблем, 
а было продиктовано желанием доказать каждую отдельную теорему, затратив на 
нее минимум места. Благодаря этому, теоремы иногда попадали в такие главы, где, 
судя по названию этих глав, их никак нельзя было ожидать встретить. Например, 
теорема С. Н. Бернштейна о том, что если #„(2) есть тригонометрический полином 
порядка п и |1, (2)| < М, то |4 (2) <2пМ, помещена в главе УП, носящей назва- 
ние «Сопряженные ряды и применение методов теории аналитических функций 
в теории рядов Фурье»; теорема Вейерштрасса о приближении непрерывной перио- 
дической функции тригонометрическим полиномом находится в главе ИТ, носяще” 
название «Суммируемость рядов Фурье». 

Таких примеров можно было бы привести чрезвычайно много. Неопытного чита 
теля такое переплетение различных фактов должно безусловно затруднять, но и лицу, 
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уже знакомому с теорией тригонометрических рядов, оно причиняет крайнюю досаду. 
Желая посмотреть, каким методом в книге Зигмунда доказана какая-нибудь известная 
теорема, такое лицо вынуждено иногда долго разыскивать ее по отдельным главам; 
в конце концов, она всегда найдется, если только не была открыта после 1935 г., 
но будет затрачено много времени и сил на ее поиски. Моиски эти еще больше ‘затруд- 
‘няются одним дополнительным обстоятельством, вызванным все тем же желанием 
‚автора максимально экономить место: автор отказывается даже от самых незначитель- 
ных повторений, предпочитая делать ссылки на готовую формулу и заставляя читателя 
‘утомляться непрерывным перелистыванием книги в поисках этих формул, имеющих, 
‘кроме того, тяжелую (английскую) нумерацию. 

Вот небольшой пример. На стр. 283 {фчитаем: «Если ряд 11.44 (1) сходится во 
‘всем интервале а <х < за исключением, быть может, счетного множества точек ЕЁ, 
к интегрируемой функции } (5), то ряд (1) равномерно сходится на (а, 6) к инте- 
гралу от ]». Что может понять человек, прочитавший такую формулировку (напе- 
чатанную курсивом)? Пока он не найдет формулу 11.44 (1) и не увидит ряда (1), он 
не в состоянии догадаться, о чем идет речь. Между тем загадочный ряд 11. 44(1) есть 

со 
просто самый общий тригонометрический ряд = + У, (а, созпх -- В, зш п=), отно- 
П=1 
сительно коэффициентов которого не надо делать никаких ‘предположений, а ряд (1) 
получается из него формальным интегрированием почленно. 

Поэтому, если бы формулировать теорему так: «Если тригонометрический ряд 
сходится на интервале а<х<3Ь всюду, за исключением, быть может, счетного мно- 
жества точек ЕЁ, к интегрируемой функции }, то ряд, получаемый из него почленным 
интегрированием, равномерно сходится на (а, 5) к интегралу от }(1)»,—то читатель 
был бы избавлен от необходимости перелистывать книгу и, кроме того, узнал бы полез- 
‘ную теорему при одном лишь просмотре формулировок, напечатанных курсивом. 

Примеров такого рода, как только что указанный, можно было бы привести очень 
много. Много также и доказательств типа: «в силу теорем 2.13 и 4.36 (11), для того, 
‘чтобы ряд 7.4 (1) имел»... Понять эти предложения можно только при чтении книги 
подряд, но при просмотре ее никак нельзя уловить идей, лежащих в основе дока- 
зательств. 

Приходится, наконец, очень пожалеть о том, что в книге нет ни одного чертежа, 


даже в тех местах, где автор описывает геометрическую структуру кривых (например, 
в явлении Гиббса). 


Мне хотелось бы еще добавить, что в имеющихся в конце каждой главы парагра- 
фах под названием «Различные теоремы и примеры» содержится материал, пред- 
ставляющий значительный интерес, но если найти теоремы, помещенные в основном 
тексте, лишь иногда бывает трудно, то теоремы из этих параграфов, как правило, 
могут быть найдены лишь благодаря счастливой случайности. Замечу также, что 
автор слишком оптимистичен, когда в предисловии предлагает читателю доказывать 
эти теоремы (или, вернее, большинство их) в порядке упражнения; боюсь, что для 
этого от читателя потребовалась бы эрудиция, близкая к эрудиции самого автора. 

Резюмируя, скажу, что книга Зигмунда очень интересна и полезна, но написана 
трудно. Для облегчения пользования ею было бы желательно хотя бы снабдить ее 
алфавитным указателем. Если этого не сделал сам автор, то можно было бы составить 
такой указатель для русского перевода. Отмечу, кстати, что книга переведена и про- 
редактирована достаточно внимательно, но технически оформлена плохо: слишком 
мелкий шрифт и узкое расстояние между строками приводят к тому, что чтение уто- 
мительно для глаз (этого недостатка нет в английском подлиннике). 

Огромная библиография, собранная в конце книги, дает возможность пользоч 
ваться ею почти как энциклопедией по теории тригонометрических рядов. 


Н. Бари 
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| ИВАН ИВАНОВИЧ ПРИВАЛОВ | 


1891—1941 


13 июля 1941 г. в Москве скончался Иван Иванович Привалов, про- 
фессор Московского университета и Военно-Воздушной Академии имени 
Жуковского, член-корреспондент Академии Наук СССР. 

Иван Иванович Привалов родился 12 февраля 1891 г. в гор. Нижнем- 
Ломове, окончил Нижегородскую гимназию, в 1909 г. поступил в Москов- 
ский университет и окончил его в 1913 г. После окончания был оставлен 
при университете. С 1916 г. —приват-доцент, с 1918 г. —профессор Сара- 
товского университета, с 1922 г. профессор Московского университета, 
с 1923 г.— профессор Военно-Воздушной Академии. В 1939 г. избран 
членом-корреспондентом Академии Наук. 

Научную работу И. И. Привалов начал еще студентом и продолжал 
ее до самой смерти. Его блестящий творческий талант проявлялся в самых 
разнообразных областях математического анализа, но большая часть его 
работ связана с теорией функций комплексного переменного. 

Первая большая работа И. И. Привалова (13)* по теории функций 
комплексного переменного—его монография (типа диссертации) «Интеграл 
Коши». Введенный в науку в начале текущего века интеграл Лебега пер- 
вое время прилагался математиками почти исключительно к функциям 
действительного переменного. В указанной работе И. И. Привалов, при- 
мыкая к классической работе французского математика Фату, системати- 
чески применяет интеграл и меру Лебега к аналитическим функциям, 
заданным в области, ограниченной спрямляемой кривой. Им получен 
ряд результатов фундаментальной важности; упомянем, например, свойство 
сохранения углов при конформном отображении почти всюду на границе, 
существование почти всюду интеграла типа Коши, необходимые и доста- 
точные условия для того, чтобы а рг1ог1 заданная на границе области функ- 
ция представляла предельные значения аналитической функции, совмест- 
ный с Н. Н. Лузиным результат об инвариантности множества меры нуль 
на границе при конформном отображении. 

Эта работа, вышедшая во время блокады РСФСР империалистическими 
странами, долго оставалась неизвестной за границей, и некоторые резуль- 
таты И. И. Привалова частично были получены иностранными учеными 
(Ф. Рисом и др.). Поэтому в 1925 г. И. И. Привалов вернулся к этой теме 


* Номера обозначают порядок работы в списке трудов, печатаемом ниже. 


4 Известия АП, Серия математическая, № 6. 
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в двух французских мемуарах (25, 30), один из которых написан совместно 
с Н. Н. Лузиным. Здесь дается также решение ряда трудных и тонких. 
вопросов о единственности определения аналитической функции значе- 
ниями, которые она принимает на границе—например, на единичной 
окружности, при приближении по радиальным путям. 

К тому же периоду относятся важные исследования И. И. Привалова 
по теории однолистных функций, дающих конформные отображения обла- 
стей специального вида (19). 

С 1934 г. начинается второй большой цикл работ Ивана Ивановича. 
относящийся к теории субгармонических функций. Класс субгармониче- 
ских функций, введенный в науку Ф. Рисом в двадцатых годах нынеш- 
него века, до работ Привалова изучался математиками лишь эпизоди- 
чески. И. И. Привалов в ряде работ поставил и разрешил задачу создания 
общей теории этого важного класса функций, связав эту теорию с теорией 
гармонических функций. 

В этих работах И. И. Привалов плодотворно использует и обобщает 
введенное им еще в 1925 г. (28) новое определение гармонической функции 
посредством интегрального оператора, систематически изучает различные 
классы субгармонических функций, их граничные значения, связь анали- 
тического представления со свойствами этих функций и т. п. Эти работы 
сведены в одно целое в монографии «Субгармонические функции» (51). 

Эти же исследования дали И. И. Привалову повод вернуться к кругу 
идей первого цикла—интегралу Коши, в связи с чем в 1941 г. появилась 
блестящая монография «Граничные свойства однозначных аналитиче- 
ских функций» (78), где разнообразные работы автора сведены в одно строй- 
ное целое. 

Из результатов, не относящихся к теории аналитических функций, 
следует отметить крупный вклад в исследование свойств сопряженных 
рядов Фурье, касающихся сходимости сопряженного ряда и его дифферен- 
циальных свойств (9, 10, 14, 27, отчасти 13). 

Иван Иванович был блестящим лектором. В изложение математиче- 
ской науки он вносил подлинный энтузиазм. Наряду с университетскими 
курсами, вводившими слушателей в современное состояние науки, он 
много сил и энергии вкладывал в преподавание математики в высшей 
технической школе. В результате этой работы Иван Иванович создал 
ряд первоклассных учебников для университетов: «Введение в теорию 
функций комплексного переменного» (6 изданий), «Ряды Фурье» (3 изда- 
ния), «Интегральные уравнения» (2 издания) и для технической школы: 
«Аналитическая геометрия» (12 изданий). Следует упомянуть также корен- 
ную переработку курсов Анализа Аппеля и Поссе. 

Наряду с этим, И. И. Привалов энергично вел молодежь по пути само- 
стоятельного научного исследования; он воспитал целый ряд аспирантов, 
которые продолжают его исследования, а также находят свои собственные 
пути в теории функций комплексного переменного. 

Свою научную и педагогическую деятельность И. И. Привалов сочетал 
с обширной общественной работой: в Математическом обществе—в послед- 
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ние годы вице-президент Общества, во Всесоюзном комитете но делам 
Высшей школы—член Высшей аттестационной комиссии, в Красно- 


П 


с 


ресненском районном совете— депутат. 
За выдающиеся ученые и общественные заслуги в 1940 г., в связи 
юбилеем Московского университета, И. И. Привалов был награжден 


орденом Трудового Красного Знамени. 


11. 


32. 


13. 


14. 


15. 


16. 


Ч. 
18. 


19 


1* 


В. Степанов 


СПИСОК ТРУДОВ И. И. ПРИВАЛОВА 
1914 


. Свойства рядов по ортогональным функциям (Матем. сборник, т. ХХХ, 
стр. 182—184). 

. К теории интегральных уравнений с ядром «зиптейза е» (Матем. сборник, 
т. ХХХ, стр. 185—189). 


1915 


. По поводу теоремы УЦаЙ и одного результата проф. Стеклова (Матем. сборник, 
т. ХХХ, стр. 293—298). 


1916 


. Интеграл Ро15зоп’а (Матем. сборник, т. ХХХ, стр. 314—319). 
. Биг Ла авмуайоп 4ез з6ез ае Еодтег (Вепасопи а Слтсофо Маетайсо 4: Райегто, 


+. 41, р. 202—206). 

. О диференцировании рядов Копмег (Матем. сборник, т. ХХХ, стр. 320—324). 

. О тригонометрических суммах, наименее уклоняющихся от нуля (Матем. сбор- 
ник, т. ХХХ, стр. 474—478). 

. О сходимости рядов Эбагт’а-ГлопуШе’я и Гевепаге’а (Сообщения Харьк. Матем. 
общ., т. 15, стр. 148—160). 


. Биг 1ез {опсИоп$ сопаиеез (ВиИ. 4е 1а 50с. Май. 4е Ргапсе, %. 44, р. 100—103). 
10. 


Биг 1а сопуегоепсе 4ез з6г1ез фгеопоте4г1ааез соплаваеез (Сотраез теп4аиз, Рагаз, 
$. 162, р. 123—126). 


1918 


О приближении суммами Ее]ег’а функций, удовлетворяющих условию ГарзсВ”а 
(Матем. сборник, т. ХХХ, стр. 521—526). 


О суммировании ряда Гезепаге’а (Матем. сборник, т. ХХХ, стр. 527—534). 
1919 
Интеграл Саисву (Монография). (Известия Саратовск. гос. унив., 9&-ЕИ стр.). 
1923 
К теории сопряженных тригонометрических рядов (Матем. сборник, т. ХХХИ, 
стр. 224—228). 
Обобщение теоремы Ра! да Во1з-Ваутопа’а (Матем. сборник, т. ХХХ, 
стр. 229—231). 


Обобщение теоремы Фату (Матем. сборник, т. ХХХ1, стр. 232—235). 


1924 


О ряде Тейлора (Матем. сборник, т. ХХХЦ, стр. 345—349). 

Зиг ]ез ваЦез 4ез гопс4опз апа!уйаиез (Сотрёез гепаиз, Раг1з, $. 178, р. 178—180). 
. О функциях, дающих однолистное конформное отображение (Матем. сборник, 
т. ХХХ, стр. 350—365). 
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20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 
29. 


30. 


31. 


37. 


38. 


39. 


40. 
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Зиг сег{а1шез ргорг16 6$ теб ачез 4ез 1опс@опз$ апа1уйачез (Сотраез теп4из, Рагз, 
4. 178, р. 611—614). 
Зиг Гап1сИв её 1а таШрИсИв 4ез опсЯоп$ апа!уйбаиез (Сотраез тепаиз, Рашз, 
$. 178, р. 456—459) (совм. с Н. Н. Лузиным). 
Еше ЕгуеЦегипо 4ез За4хез уоп УЦаП иъег Ео]оеп апа1уйзсвег КапкЯопеп (Май. 
'`Аппаеп, В. 93, В. 149—152). 
О последовательностях аналитических функций (Матем. сборник, т. ХХХИ, 
стр. &5—49). 
ОБег ошеп М! Иеуег( аи т ег ТВеог1е ег апа]уйзсвеп КапкЧопеп (Матем. 
сборник, т. ХХХИ, стр. 50—54). 
Зиг сегба1тез ргорг1 646 шейчачез 4ез {опс4оп$ апа1у#аиез (Лоиги. ае 1’Есое Ройи., 
> о 
Переработка для высших технич. учебн. завед. курса Анализа Аппеля (Аппель, 
Элементы математического анализа), ч. Г (219 стр.), ч. И (132 стр.) (Гос. технич. 
изд., М..). 

1925 
О сходимости сопряженных тригонометрических рядов (1Л{атем. сборник, т. ХХХИ, 
стр. 357—363). 
Бог 1е5 гопсйопз Вагтоп1аще$ (Матем. сборник, т. ХХХИ, стр. 464—471). 
Об одном новом процессе суммирования бесконечных рядов (Матем. сборник, 
т. ХХХ И» етр. 711—722). 
Зиг 1’ап1с6 её 1а поЕрНсйе6 аез ГопоНопз апа1уеаез (Ап. 4е Г’Юсое Могтойе 
бир., ХО, р. 143—191) (совм. сН. Н. Лузиным). 


1926 


Зиг 1ез за Цез 4ез {опс\10п$ апа1уйачез (Матем. сборник, т. ХХХИШТ, стр. 148—123). 


. По поводу предложения В1осв 'а (Матем. сборник, т. ХХХУ, стр. 111—121). 
. О полиномах Чебышева (Известия ассои. научно-исслед. институтов М.Г.У., т. Г, 


вып. 1—2, стр. 23—36). 


. Современное состояние теории функций комплексного переменного (Труды съезда 


математиков в Москве за 1987 г.; М.—Л., стр. 33—49). 


. Общий очерк развития теории функций комплексного переменного в СССР за время 


с 1917 по 1927 г. (Матем. сборник, т. ХХХУ (доп. вып.), стр. 5—20) (совм. 
с М. А. Лаврентьевым). 


. Биг попе ргорг6ф6 обпега!е 4ез ЁопсНопз апа]уйамез (Сотраез геп4из, Раглз, $. 187, 


р. 927—929). 
1980 


Об областях, образованных из точек, изображающих общие значения пары ана- 
литических функций (Матем. сборник, т. ХХХУИ, стр. 79—99). 


1983 


Стенограмма лекций по высшей математике, чит. в Военно-Возд. Академии в 1933 г. 
(Военно-Возд. Академия РЕКА, в. 1, 175 стр.). 


1934 
Об одной граничной задаче субгармонических функций (Матем. сборник, т. ХШ, 
стр. 83—10). 
Об одной граничной задаче теории аналитических функций (Матем. сборник, 


т. ХШ, стр. 519—596). 
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41. 


42. 


49. 


50. 


© 
> 


59. 


62. 


63. 


О некоторых вопросах теории субгармонических и аналитических функций 
(Матем. сборник, т. ХШ, стр. 527—550). 
Ряды Фурье (изд. 6 пер. и доп., М.—Л., ГТТИ, 164 стр.)*. 


1935 


. Граничная задача теории функций (Известия Ак. Наук СССР, УИ сер., № 2, 


стр. 301—306). 


. Обобщение формулы Фепзеп’а, Г (Известия Лк. Наук СССР, УП сер., № 6—7, 


стр. 837—847). 


. Обобщение формулы Лепзеп’а, 11 (Известим Лк. Наук СССР, УП сер., № 6—7, 


стр. 848—856). 


. Современные проблемы теории фуннций комплексного переменного (Известия 


Н.-Й.И. матем. и мех. при Томск. гос. унив., т. [, вып. 9, стр. 107—119). 


. Обобщение метода Линделёфа (Известил Н.-И. И. матем. и мег. при Томск. гос. 


унив., т. 1, вып. 2, стр. 126—143). 


. Основы анализа бесконечно-малых (пособие для учителей) (Учпедгиз, М., 159 стр.) 


(совм. с С. А. Гальперном). 


1986 


К общей теории гармонических и субгармонических функций (Матем. сборник, 
т. 1 (43), стр. 103—122). 

О некоторых экстремальных. задачах теории субгармонических функций (Матем. 
сборник, т. 1 (43), стр. 297—302). 


198% 


. Субгармонические функции. Монография (ГТТИ, М.—Л., 199 стр.). 
52. 


Некоторые замечания ‹ теории нормальных семейств непрерывных функций 
(Матем. сборник, т. 2 (44), стр.1 739—744). 


3. К общей теории полигармонических функций (Матем. сборник, т. 2 (44), стр. 745— 


758) (совм. с Б. Пчелиным). 
Интегральные уравнения (изд. 2 исп., М.—Л., ГТТИ, 248 стр.). 


1988 


. Граничные задачи теории гармонических и субгармонических функций в про- 


странстве (Матем. сборник, т. 3 (45), стр. 83—96). 


. Приложения понятия гармонической меры к некоторым проблемам теории функ- 


ций (Доклады Ак. Наук СССР, т. ХУПГ, стр. 3—7). 


. Граничные задачи теории гармонических и субгармонических функций в про- 


странстве (Доклады Ак. Наук СССР, т. ХУПШ, стр. 7—8). 


. Приложения понятия гармонической меры множества к некоторым проблемам 


теории функций (Матем. сборник, т. 3 (45), стр. 527—534). 
Приложения понятия гармонической меры к некоторым задачам теорни субгар- 
монических функций (Матем. сборник, т. 3 (15), стр. 585—542). 


50. Различные классы субгармонических функций в связи с их аналитическими пред- 


ставлениями (Доклады Ак. Наук СССР, т. ХУПШ, стр. 507—510). 


1. Различные классы субгармонических функций в связи с их аналитическими пред- 


ставлениями (Известия Лк. Наук СССР, сер. матем., № 2, стр. 191—220). 

Об одном классе субгармонических функций в связи с его аналитическим пред- 
ставлением (Известия Ак. Наук СССР, сер. матем., № 3, стр. 303—312).. 
Обобщенный принцип максимума для субгармонических функций (Доклады Ак. 
Наук СССР, т. ХХ, стр. 27—29). 


* В списке указываются лишь последние издания учебников. 
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65. 
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О предельных значениях аналитической функции (Доклады Ак. Наук СССР, 
т. ХХ, стр. 663—665). 

О предельных значениях интеграла типа Коши-Стильтьеса (Известия Н.-И. И. 
матем. и мех. Томск. гос. унив., т. И, в. 9, стр. 43—52) (совм. с Бродским). 


1939 


. Некоторые замечания к теории субгармонических функций (Известия Ак. Наук 


СССР, сер. матем., № 1, стр. 7—12). 


. К проблеме Ватсона (Известия Ак. Наук СССР, сер. матем., № 1. стр. 18—23). 
. Граничные задачи и различные классы гармонических и субгармонических фунс- 


ций, определенных в произвольных областях (Матем. сборник, т. 6 (48), стр. 345— 
376) (совм. сП. И. Кузнецовым). 


. Аналитическая геометрия (изд. 12, М.—Л., ГТТИ, 232 стр.). 
. Курс диференциального исчисления (изд. 5, М.—Л., ГТТИ, 355 стр.), (перерйб. 


курса Поссе). 


. Курс интегрального исчисления (изд. 4, М.—Л., ГТТИ, 480 стр.), (перераб. курса 


Поссе). 


. Элементы теории эллиптических функций (изд. Московск. гос. унив., 46 стр.). 


1940 


3. Об интеграле типа Коши-Стильтьеса (Известия Ак. Наук СССР, сер. матем. , т. 4, 


стр. 261—276). 


. Об интеграле типа Коши-Стильтьеса (Доклады Ак. Наук СССР, т. ХХУИ, 


стр. 195—198). 


. Введение в теорию функций комплексного переменного (изд. 6 пер. и доп., М.—Л., 


ТИ о стр:). 
1941 


. О потенциале двойного слоя в пространстве (Матем. сборник, т. 9 (51), 


стр. 429—436) (совм. с В. В. Сагателяном). 


. Опа Феогет оЁ 5. Зак$ (Матем. сборник, т. 9 (51), стр. 457—460). 
. Граничные свойства однозначных аналитических функций. Монография (изд. 


М. Г. У. М., 206 стр.). 


. К определению субгармонической функции (Известия Ан. Наук СССР, сер. матем., 


т. 5, стр. 281—284). 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГЬЕТ!М ОЕ ГАСАРЁМ1Е РЕЗ $С1ЕМСЕ$ РЕ 10855 


Серия математическая 6 (1941), 395—398 Зее татетаИаие 


3. М. ЛЮБЕЛЬСКИЙ 


0 ДВУХ ТЕОРЕМАХ ВЕГНЕРА 
(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


Обобщаются две теоремы Вегнера о существовании простых чисел, 
по которым, как по модулям, данный многочлен имест данное разложение. 


о 

Удо Вегнер доказал теорему, которая может быть противопоставлена 
известной теореме Бауэра о существовании простых делителей полинома 
в некоторых арифметических прогрессиях (*). Эту теорему Вегнера мы 
обобщим на произвольные полиномы, степень которых не должна быть 
обязательно простым числом: 

Пусть }(х) — целый целочисленный нормированный неприводимый по- 
лином степени п, причем п не делится на точный квадрат; пусть 
9 > 1— произвольный простой делитель п, не являющийся делителем 
функции Гаусса $ (т). Пусть, наконец, О (а) обозначает поле, образо- 
ванное корнем а полинома }(х). Тогда существует бесконечное множество 
простых чисел р==1 (то4 т), которые имеют в 0(%) простой идеаль- 
ный делитель степени 4. 

Доказательство. Пусть о — корень целого целочисленного нор- 
мированного полинома }(1) и О («) — поле, образованное я. Обозначим 
через А„(5) неприводимый полином деления окружности степени т 
и через < —один из корней К„(=2) (= является, таким образом, корнем 
степени т из единицы). Через О (=) обозначим поле корней степени т 
из единицы. Пусть, далее, ©, ®,, ©, обозначают группы Галуа соот- 
ветственно полиномов ]} (2) Ки (т), } (2), К» (21). Так как О(=) является 
нормальным полем, то можно применить следующую теорему Фробе- 
ниуса (°): 

Пусть К, и К, совершенные алгебранческие поля степеней п, и п.. 
Через п обозначим степень пересечения К полей К, и К,, а через К, и 
п, --сумму полей К, и К, и ее степень. Тогда, если К,— поле Галуа, 

Па 


по п, =-’. 


т пт$ (т 
По этой теореме степень суммы полей 0 (%) и О(з) равна о. 
4 степень пересечения О (4) и О (<). Следовательно, 4 |© (т), и таким 
образом порядок группы @® должен делиться на п. Если 4 — произволь- 
ный простой делитель п, то @ содержит, следовательно, 4-силовскую 


где 


396 3. М. ЛЮБЕЛЬСКИЙ 


группу ©. Заметим теперь, что все перестановки из @® возникают в ре- 
зультате перемножения некоторых перестановок, принадлежащих груп- 
пам ®, и ©.. Пусть 5 —одна из перестановок из ©, отличная от то- 
ждественной. Так как (1,9(т))=1, то перестановка 5 получается 
в результате перемножения некоторой перестановки 5,, принадлежащей 
©, и содержащей цикл порядка 4, с тождественной перестановкой из ©,. 
По известной теорсме плотностей Фробениуса существует бесконечное 
множество простых чисел р, обладающих тем свойством, что 


/ (2) Ки(2) = ПА (@) | К,› 2) (од р), 
1 (2) = ПЛ (2) (тоар), К„(2) == К (+) (шоар), 


причем, например, }, (х) шо4 р имеет степень 4, а все К;(х) шо4р ли- 
нейны. Следовательно, такие р==1 (той т), если только (р,т)=1. По 
теореме Дедекинда о связи между теорией идеалов и теорией сравнений 
р содержит, таким образом, простой идеальный делитель степени (4. 

Замечание. Если п простое число и п=т, мы получаем теорему 
Вегнера. 


$2 
Ван-дер-Верден и Вегнер показали (*), что произведение 
(2 — 2) [ (2), 


где }(х) — целый целочисленный неприводимый алгебраически разреши- 
мый полином простой степени и ) —его дискриминант, для почти всех 
простых чисел р содержит шо4р линейные множители. Покажем, что 
этим свойством обладают все алгебраически разрешимые, целые цело- 
численные неприводимые правильные полиномы. При этом правильность 
мы определяем следующим образом [ср. (*)]: 

Определение. Поле К 6тепени р”, где р— простое число, назо- 
вем правильным, если: 1° т=1, 29° при т, отличном от единицы. К 
содержит правильное поле К, степени р" *. 

Для алгебраически разрешимых правильных полиномов мы доказали 
следующую теорему: 

Пусть К — правильное поле степени р” над совершенным полем К, 
К, — содержащееся в К поле степени р”", @,=%Х,—%, где %,, У; — 
циклические группы соответственно порядков р и 4, причем а; |р—1. 
Обозначим через 6 прямое произведение групп ®,. =1, 02, ..., рт\, 
и через @®’ —группу Галуа поля К. Пусть, наконец, ® —группа, к ко- 
торой К, принадлежит в наименьшем нормальном поле К, и 6" — нор- 
мальный делитель @’, изоморфный некоторой подгруппе группы @. 
Тогда для того, чтобы К было алгебраически разрешимо, необходимо 
и достаточно, чтобы группа 6® была изоморфиа некоторой фактор- 
группе @’/6”. 
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Ни р р 
Если, следовательно, (-> } = —1, где Р обозначает простое число, 


а Р — дискриминант } (2), и} (5) не имеет линейных множителей шо4 Р, 
то, по сформулированной теореме и известной теореме Дедекинда, { (5) 
имеет то@ Р р”\" неприводимых множителей. Следовательно, по теоре- 


ме Штикельберга и Вороного, 


(р) —= (— Р-Р" — ( — 1)” Ф- = 4, 


7) 
что противоречит условию (в) Е. 
= р В ИЕ 9) 
Если же 5 1, то 2’—0 имеет линейный множитель п1о4 Р. 


Постунило 


Гос. педагогический институт 
14 1У 


Белосток 


ЛИТЕРАТУРА 
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$. ГОВЕГУКГ. СВЕВ ИУЕТ МЕСМЕВУСНЕ ЗАТИЕ 
ЛОЗАММЕМРАЗ ЗО Ма 


Ез мег4еп 2\е1 {о]сеп4е Заё2е уоп УУезпег уегавететет(. 

1. У\епа 1(5) еш сап2ез зап2равИсез погилег(ез 1тгед4и21]ез Ро]упот 
уотш Сга4е п 131, п диадгаЧтге, 4 > 1 еш Бейе1юег Решиейег уоп п. 
Чег 1 4ег Садззсвей ЕКийКИоп ©(т) плс ашзевь, 6(х) Чег 4агсЬ ете 
\Уиг2е] х уоп [(5) серИаее Когрег, дапп ех1зегеп ппепа11св у1@е 
Ргип2а]еп р==1 (то т), 41е ш 9(х) етеп Ргип14еаЦеЙег уот 4-е 
Стайе елЪаЦеп. 

Мап епФа деп \Уеспегзсвеп 5а{# \епп п еше Ргит2ав] ип@ т = 131. 

П. Уепл }(5) еш «гесо]аАгез» сапрабсез погшлег(ез 1тге4и21Ыез 
Ро|упот 135 ипа О — зеше О1зКгииллап(е, зо Ъаё (2’—2)}(х) Гог Газ 
аПе Ргипра еп р Ппеаге Теег (то4 р). 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВУ1ТЕТ!М ОБЕ ГАСАРЕМ1Е РЕЗ ЗС1ЕМСЕЗ РЕ Г0В$$ 


Серия математическая 6 (3941), 399—400 зёме татетайаие 


3. М. ЛЮБЕЛЬСВИЙ 


ОБОБЩЕНИЕ Н ОБРАЩЕНИЕ ОДНОЙ ТЕОРЕМЫ ГИЛЬБЕРТА 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


Даются условия, необходимые и достаточные для того, чтобы п данном абелевом 
поле существовал нормальный базис. 

Д. Гильберт * доказал следующую теорему: 

Всякое абелево поле К степени М, дискриминаит О которого взаимно 
прост с М, имеет нормальный базис. 

Обратное предложение, как показано в примечании к этой. заметке, 
не имеет места. Поэтому мы обобщаем эту теорему таким образом, что 
она становится обратимой. Именно, мы докажем следующую теорему: 

Пусть К — абсолютно абелево поле, 9 — произвольное циклическое поле, 
содержалцееся в К, степень которого в является степенью простого 
числа р, и 4— дискриминант 0. При этих условиях К содержит фун- 
даментальный нормальный базис тогда и только тогда, когда для всех 
О (&,4а)=1. 

Доказательство. Докажем сначала, что приведенные условия 
достаточны. С этой целью рассмотрим поле деления окружности К. 
Как известно, К можно представить в виде суммы циклических полей 
деления окружности О„ простых степеней г„ и дискриминанта 4и. По 
условию (2т, 4.) =1. По теореме Гильберта, О„ содержит, следователь- 
но, нормальный базис. Пусть эти нормальные базисы суть 


И, 3 а; Я -- 5 9; +. 
тогда система чисел 9%!’ ..., где показатели й,#’,... пробегают со- 
ответственно числа 1,2,...,8,; 1,2,...,8,; ..., есть базис, который, 


очевидно, является нормальным базисом К (см. теорему 88 и доказа- 
тельство теоремы 132 цигированной работы Гильберта), что и требова- 
лось доказать. 

Для доказательства необходимости условий примем, что О — цикли- 
ческое поле, содержащееся в К степени &=р', где р— простое число, 
иё,&.....&-— фундаментальный базис О. Через а,,а,,...‚ а, обозначим 
такие целые рациональные числа, что для них имеет место 


1=а,5 Нах +... Нах.. 


* р. Н:1Бер%, Сезаттеце Абрапатест, Ва. 1, ВегИп, 1932, В. 217 — 218. 
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Так как группа автоморфизмов О представима с помощью подстановок 
(=;.Ё;) п так как числа 4, 4,,...,@, однозначно определены, то должно 
быть 


а 


=, =... =а,==а. 


Таким образом. должно быть а = + 1. Мы получаем, следовательно, 
= ... ыы - 
Поэтому для произвольного целого числа г имеем 
2..1 (той (1—5). (1) 


=( 


Предположим теперь. что г равно некоторому примитивному корню з 
уравнения 2" -1=() и обозначим через  циркулянту 


5 = = 
А 6-2 | 

Е ПЕ Е 
Е! © 6 о бе 
р Аа 

= р 
и А. 
По известной теореме имеем 
И 2) 


Если 4 означает дискриминат О. то по (1) и (2) 
а= (*==4 (то4 (1—:)), 
Так как 1—=| р, то должно быть (р. 4) =1. 

Примечание. Если р,, р,. р, —три различных нечетных простых 
числа, для когорых р, 'р,—1Тир, р. —1и К, и К, — циклические поля 
соответственно степеней ], и 1]. содержащиеся соответственно в р,-м 
и р.-м поле деления окружности, то сумма А полей А, и К, содер- 
жит, по нашей теореме, фундаментальный базис. С другой стороны, так 
как дискриминанты А, и А, взаимно просты, находим. что степень К 
равна р,р, (см., например, теорему 87 в цитированной работе Гильберта). 
Но дискриминаит А делится на р,р, (ем., например, теорему 85 там же). 
Таким образом, степень А не взапмно проста с его дискриминантом. 
Но так как К все же имеет нормальный базпе, то теорема Гнльберта 
пеобратима. 


Гос. недагогичесвкий институт Поступизо 


Белосток: 14 ТУ 1941 


». БГОВЕБУКТ. УЕВАБЬСЕМЕИХЕВСХСО СМ СМКЕНВСХС ЕМЕХ 
НИ,ВЕВТУСНЕХ МАТИЕХ 


ГОСЗАММЕМЕАЗ ЗС ХС 


Рег Ашог 0 зо! еме УсгаНостетегиие е1ез рекали(ен За(иез 
уоп НИЪег, месье ацей итКейеЪаг 151. Пег бах аще: К 50 сн 
абзоиа Абе5ейет Кодгрег, О еп беПобкег зукИзеЙег И тегкдгрег сов К. 
Чеззеп Стай & ете Роепз 4ет Рита М р ея, а @е Пезкнптттато гоп 0. 
Дапп спйай К аапп ип4 паг 4апп @апе поттие Еипдатена а. уопп 
гит аЦе засйе Итегкбгрег О $165 (°, 4) =1 184. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГЬЕТИМ РЕ ГАСАРЕМ1Е РЕ$ ЗСЕМСЕ$ РЕ ГОВ$$ 


Серия математическая 6 (19410), 40-310 зете тафетайаие 


Б. И. СЕГАЛ 
СУММЫ ХАРАКТЕРОВ И НХ ПРИМЕНЕНИЕ 
(1] редставлено академиком И. М. Виноградовым; 


В работе выводятся нсноторые общие асимптотические формулы, 
относящиеся к элементарной теории чисел. 


1. Введение 


В настоящей работе мы будем пользоваться следующими обозначе- 
НИЯМИ: 

1) р простое число >5; 

2) 4 целое положительное число, удовлетворяющее условию 
4<Р—1; 

3) < — число различных простых делителей р— 1; 

4) если &— вещественное число, то {») означает расстояние от % до 
ближайшего целого; 

5) одной и той же буквой 9 мы будем обозначать различные веще- 
ственные числа, по абсолютному своему значению меньптие единицы; 

6) если Е целое число >22, то 


при А =\, 


И. 


= 


——-—— 
ю- 


3 

[2+4 
3 
Е 
Па 
Пусть т — целое положительное число. Рассмотрим конечное поле 
(поле Галуа) [р"], составленное из р” элементов. Пусть | (т), ..., [, (2) 
означают отличные друг от друга неприводимые многочлены над полем 
[р"] со старшими коэффициентами, равными единице, соответственно 
степеней К, ...,А,. Обозначим Е=К,-+...-Ё,‚. Пусть, далее, у,,..., у, 
означают любые, неглавные характеры мультипликативной группы поля 
[р"] с дополнительным условием 7(0)=0. При этих предположениях 

Н. Рауепрогь в своей работе (*) доказал для суммы характеров вида 


Уи) = м 9). у, (2) (1) 


ЗАВ АЯ] 
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следующее важное неравенство: 


[5 (7х) = (К —1) р"@-№, (2) 


причем 0, может быть заменено через й,_,, если (, ... И, = (о: 

Ниже мы воспользуемся неравенством (2) для частного случая т = 1 
(когда данное конечное поле есть полная система вычетов по простому 
модулю р} и выведем оценку для частичной суммы 


а 
а) = > ыы) (3) 

в форме В 
19 (1, 7; 9 < 2Иге-— 2 м-в об р, (4) 


где ],, ..., /,, Ди, .... /, удовлетворяют указанным выше условиям. 

Случай, когда А =1, рассматривался Виноградовым, Ро|уа и ЭеВиг’ом *. 
Случай А=2 рассмотрен ранее Н. Оауепрог/ом в его работе (?) (тео- 
рема 7), причем полученный им результат в этом частном случае точнее 
получаемого по формуле (4). 

Оценки (2) и (4) мы применяем для вывода некоторых общих теорем 
о распределении степенных вычетов, первообразных корней и индексов. 
Частные случаи этих теорем рассматривались в разное время И. М. Вино- 
градовым. 


*. Вывод неравенства (4) 
Рассмотрим сумм» 


р—1 Ьх 


(1, == УХ 1, (4 (2)... у (ее >, 


где 6 целое, а /,,..., (,: (2). ..., 1, (2) удовлетворяют условиям, указан 
ным в $ 1. Имеем 


вы > -* = 5х) 
= У лее № 


их 


где 2 иу независимо друг от друга пробегают полные системы вычетов 
по модулю р. Полагая у=х-ЁР, находим 


„Е р-1 


©-—1 
ме ра оста 


{=0 и) 


|5ъ 


р-1|р-1 


= ее 


* Ср., например, За 494 в книге (*). 


СУММЫ ХАРАКТЕРОВ И ИХ ПРИМЕНЕНИЕ 403 


Заметим, что если }, (7), ..., 7, (%) неприводимы, то при данном # много- 
члены ], (х-%) ..., |. (РИ также неприводимы. Кроме случая #=0, 
существует еще самое большее т (г — 1) значений #, при которых какой- 
либо из многочленов }(х-+ 1). ...].(2--1) оказывается равным одному 
из многочленов }, (5), ..., }, (1). 

При каждом из этих г(г— 1) +1 значений # мы воспользуемся для 
внутренней суммы правой части (5) очевидной оценкой, а при всех 
остальных значениях { мы можем воспользоваться неравенством (2). 
Поэтому 


[5 = (г Пр (РР (1) 1) (2—1) рева < 
< "(г 1) р 2-0 < (г (г) +2) р, 


откуда 
ОИ 2-Е - ри, (6) 


Далее имеем 


р-1р-—1 ы ху) 


Р15 ($, /; 9)! >> а уе в 


ух = 


= 
РА Ч у 
а Е 


=(9-\). ХЛ №15. (1, 1. | №е 


6=1 и=0 | 


Применяя неравенство (6) и замечая, что 


находим 


Ра оОр Е (^— П-2К р!- роб р < 
аи т (7—1)  2к р*-*:109 р, 


откуда и следует доказываемое неравенство (4). 


3. Последовательности степенных вычетов 


Пусть 7,,.../„ означают п неглавных характеров по модулю 


р и пусть (,...,[, — соответственно их порядки. Пусть, кроме того, 


заданы произвольные корни из единицы з,,..., е„ соответственно степе- 


ней [,,...,/[„. Обозначим через Е (з,,...,®„) число последовательностей 


х--1,.... п (7) 
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из ряда чисел 1, 2,....р—1, для которых 
И. (Е =ь,, ..., м (%-п) =, (8) 


и через Е, (з,, ..., °„)— Число последовательностей (7) из ряда чисел 
1,2, ..., с, для которых выполнены те же равенства (8). 

В своей работе (*) ($ 9) Н. Рауепрогф доказал при помощи неравен- 
ства (2) асимптотическую формулу 


Е (з,, ое „= -+9 ы вр 1). (9) 
Докажем следующую теорему: 
ТЕОРЕМА 1. Если п=2, то 


Е‹ (а,› -.-› =.) = +9 -2т-- Орг 108 р. (10) 


я 


Доказательство. Легко проверить, что 


а-пн 


ЕЕ РГ у | (ах, ЕР оО 


== 


Действительно, каждое слагаемое суммы правой части равно (,, ..., (1, 
зсли исполнены все равенства (8), и равно нулю, если хотя одно из 
гих равенств не исполнено. Произведя умножение под знаком суммы, 
ы получим [.../[, сумм, причем первая из этих сумм состоит из 
—п--1 слагаемых, каждое из которых есть единица, а каждая из 
|... —1 остающихся сумм представляет частичную сумму характе- 
ров вида 


у—п 


м м (ИРА, ЕЕ Ее, 


%==0 


с различными },,....^, и неглавными характерами 7,,..., /,. При 


г=1 мы можем воспользоваться для оценки такой суммы теоремой 494 
книги (*). При г> 1 мы пользуемся для оценки такой суммы неравен- 
етвом (4). Поэтому 


з ое | 9 ие 
ла =) =9 т —— и О а 


Е т О -2(&-- р 05 р, 


зто и требовалось доказать. 

Если воспользоваться теоремой 7 работы БауепрогГ’а (*), то остаточ- 
ный член в асимптотической формуле (10) для частного случая п=2 
может быть улучшен. 


Из доказанной теоремы 1 может быть непосредственно выведено 
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Следствие 1. Если п = и 
2 -Об...- Бр! юра р 
то среди чисел 1,2,..., 4 имеется по меньшей мере одна последователь- 


ность х--1,.... хп, удовлетворяющая равенствам (8). 


4. Последовательности первообразных корней 
Пусть каждое из чисел ([.,..., [, не меньше двух и делит р— 1. Обо- 
значим через Н ([, ..., (,) число последовательностей 


ЕЕ). а (11) 


находящихся среди чисел 1,2,..., р—1, таких, что х--^ есть вычет сте- 
пени 1. по модулю р(\=1, ..., п). 
Полагая в асимптотической формуле (9) 


2 1 рипа у 
1+ (9) =е ее: 2 Ил (У) =е а 
В — & = ) 
мы получаем 
Н (1, ..., 1) = 0 пы 4. (12) 


| 
ет 


Эта формула, очевидно, справедлива также и в случае, когда несколько 
или даже все числа /.,...., [, равны единице. 

При помощи формулы (12) можно вывести асимптотическую формулу 
для числа Н, (1, ...,(,.) последовательностей (11), находящихся среди 
чисел 1,.... р— 1, таких, что х--). есть вычет степени /, (7. =1,..., п— 1), 
а х{ п — первообразный корень по модулю р. В самом деле, х-- п будет 
первообразным корнем по модулю р тогда и только тогда, когда 11а (2 п) 
и р—1 взаимно простые. Поэтому 


Н, (1, .... а) = я № ([,) Н (4, 590$ [,) = 


И р-1 


р У т +0. 2% (ры +1). 


И 
1-1 


Таким образом, 


а и м 
сна ара) 55 1, Е ее Й к 9.29 (р В). 


Пользуясь этой формулой, мы аналогично найдем для числа 
Н, (4, ...,_.) последовательностей (41), находящихся среди чисел 
1,....Р— 1, таких, что х-+-^ есть вычет степени [().=1,..., п—2), 
ах п—1 и х-Еп суть одновременно первообразные корни по модулю 


р, следующую формулу 


р м ой 
На) — а ( ‚ - О. 225% (1-1). 


р —1 


2? Известия АН, Серия математическая, № 6. 
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После п-кратного повторелия этого процесса, мы получим для числа 
Н, последовательностей (11), находящихся среди чисел 1,..., р— [, таких 
что каждое из чисел этой последовательности есть первообразный корень: 
по модулю р, следующую асимитотичесную формулу: 


НР +9. 22. пр 1. (13) 


Итак, мы получили следующую теорему: 

ТЕОРЕМА 2. Если п целое >22, то для числа Н»„ последовательно- 
стей, находящихся среди чисел 41,2,..., р--1 и состоящих из п посаедо- 
вательных целых чисел, каждое из которых есть первооб разный корень 
по модулю р, справедлива асимпллотическая формула (13). 

Из этой теоремы непосредственно выводится 

Следствие 2. Для любого целого п можно указать постоянное С. 
зависящее только от п, такое, что для каждого р> С существует 
п последовательных целых чисел, каэкдог из которых есть первооб раз- 
ный корень по модулю р. 

Применяя способ, изложенный при доказательстве теоремы 2 и поль- 
зуясь асимптотической формулой (10), можно доказать следующую тео- 
рему: 

ТЕОРЕМА 3. Если п=2, то для числа Н„ (4) последовательностей 
х-1, х--2, .... х-ф-п, находящихся среди чисел 1,2,..., 9, таких, чтсв 
каждый член этой последовательности есть первооб разный корень, имеем 


На (НР) +912 ре ов р. (1 


3 этой теоремы непосредственно выводится 
Следствие 3. Если п=2, и 


3 
(о ен р’ НЭ 10 р << р—1, 


то среди чисел 1, 2,..., 4 имеется по меньшей мере одна последователь- 
ность, состоящая из п последовательных целых чисел, каюдое из кото- 
рых является первооб разным корнем по модулю р. 


5. Распределение значений многочлена, являющихея стененными выче- 
тами или первообразными корнями _ 


Пусть / (5) — многочлен степени п с целыми коэффициентами (о стар- 
шем коэффициенте мы предполагаем лишь, что он не делится на р). Мы 
будем считать, что [(52) по модулю р не делится на квадрат многочлена. 
отличного от постоянного. Другими словами, мы будем считать, что не 
существует многочленов х, (2) и &,(5х), таких, что сравнение 


1 (т) == (в, (2))*#,(х) (то4 р) 


удовлетворяется при всех значениях т, причем г, (2) отлично от постоян- 
ного. Пусть / означает характер порядка { по модулю р, где /— дели- 
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+ я р < - 
тель р—1, больший единицы. Тогда. как нетрудно вывести из нера- 
венств (2) и (4), 


ПИ 
| №4) | < (в (15) 
1 х=9 
м 
ый (16) 
х=0 | 
Допустим, что = — заданный корень степени [ из единицы и} (х) удов- 


етворяет указанным выше условиям. Обозначим через Е(}: =) число 
начении многочлена ] (5), получаемых при х = 0, 1,..., р—1, для которых 
и(1(т)) =з, а черея Е, ([; =) —число значений многочлена }(5), полу- 
чаемых при х=0, 1,...,4, для которых исполнено то же равенство, 
т.е. у(](1)) =:. Имеем 


р-11-1 
ь | ия 
ВТУ Я) 
АЕ 
ч 1 


Е )=^ а ДЕ 


0—0 


Применяя к последним равенствам соотношения (2) и (4), паходим 
ЕК =У+8 ар, о 
Е (р ®)=т- 0. 2(п-- 1) р" юр. (18) 


Последние асимптотические формулы характеризуют распределение 
степенных вычетов по модулю р, являющихся значениями многочлена 
п-ой степени, если этот многочлен по модулю р не делится на квадрат 
другого многочлена, отличного от постоянного. При помощи формул 
(17) и (18) мы можем также вывести асимптотические формулы, хара- 
ктеризующие распределение значений такого же многочлена, являющихся 
первообразными корнями по модулю р. Для этого необходимо лишь 
к формулам (17) и (18) применить рассуждения, аналогичные изложен- 
ным в $4, и мы получим следующую теорему: 

ТЕОРЕМА 3. Пусть [(5)— многочлен с целыми коэффициентами 
степени п. Если |(х) по модулю р не делится на квадрат другого мно- 
гочлена, отличного от постоянного, то для числа Н(]) значений этого 
многочлена при х=0,1,..., р-—1, являющихся первооб разными кор- 
нями по модулю р, имеет место асимптотическая формула 


р и +0. 2°(п— 1) р'-®, (19) 


а для числа Н.(!) значений того же многочлена при ФИ ь ао, 0 


/ 


408 Б. И. СЕГАЛ 


являющихся первооб разными корнями по модилю р, имеет место асим- 
птотическая формула 


4 Р 1) 20. 25+ (п 1) рее» 105 р. (20) 


6. Раепределение индексов 


При помощи неравенств (2) и (4) можно вывести ряд асимитотиче- 
ских формул, характеризующих распределение индексов. Мы ограни- 
чимея выводом двух таких формул. Пусть О,,.... О„-— целые поло- 
жительные числа, удовлетворяющие условиям О, = р—1, у=1,..., п. 
Обозначим через [.(0,,..., О») число последовательностей х- 1. ... 

.. фтп, находящихся среди чисел 1,..., р—1, для которых одно- 
временно исполнены неравенства 


4 == 179 (2--=0О...... 1= ооо. (24) 
а через Г. (0,,..., О„)— число таких же последовательностей, нахо- 
дящихся среди чисел 1,...,4, для которых исполнены те же нера- 


венства (21) 
ТЕОРЕМА 4. Если п>2, то 


18 О т = ое + Фи” (1 рб, -|- 2) 10°" (р— 1). (22) 


т (О, > О.) = абв и) ры ОЛовар. (23) 
Доказательство. Нетрудно проверить, что 


о 


р—п-1 От Ц р-—2 
в (гала (хи) + ... +2. (а (хт)-уя)) 
ВВ | 
х=0 у1=1 Уя=1 11= 


Изменив порядок суммирования и выделив члены, соответствующие 
п. < 0 получаю 


аа Е у 94 
Г (©, $. О») = Ея 0, ы- Ф-Т, (24) 
где 
: Е 91 
р. > 
1)... 2 = 
Ок РЕ о 
Те ие С шаху... +2 апас+н) чл) 
2 
Ча=1 х==0 
причем У* распространяется ча все 5,...,;1,. независимо друг от 
друга пробегающие значения 0,1,..., р—2, за исключением 


а ое == ПО 


ыы 
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1 » 21 


ое 1 * | | ба + ... Мин) 
И х | ® рт т чн-т? | 
о У | х 
21...22 1-1 Уз-=1 
у 
= = С . та(х+о- ... +. та (х+п)) 
х(|У=" р- й +»). 
х—0 


Применяя к последней сумме правой части неравенство (2), получаем 


р ‘ уй 27а . 
= и И. р м И Ар Чан) - 
ро РЕ е | 
21) --- э2п И: 1 1 =1 
р—2 р? (т 2; [® 2 
ев Зв » = 
т ( 1 а ПИ 9121 У 
|. 
— == 
51=0 2н=0 11=1 Уп=0 
р—2 р—2 


СЫ) ("СБУ 


— ро Е у 1 1) 1 
о 0. +(- 0105 (р-1]...19,+(р- 1108 (р 1] < 
< 2" (р + 1) 10а" (р— 1). 


Следовательно, из (24) находим 


1. (0,› -.- ‚ @-) = ип ©, .-. 0, 92” (и 108" (р— 1, 


откуда непосредственно следусг формула (22). Аналогично можно дока- 
зать формулу (23), если воспользоваться неравенством (4). 


Математический институт Поступило 
им. В. Л. Стеклова ЗО У 1941 
Академии Наук СССР 
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В. ЗЕСАГ. СНАВАСТЕВ СМУ АХО ТНЕТВ АРРЕСАТОХ 
ЗОММАВУ 


шт Ше ргезен! рарег ме изе ап езита(е оЁ свагас(ег зи; э1туси Бу Вауеп- 
рог( (*) ап ме Чедисе ап езИша(е оГа соггезроп@ те рагиа| свагас(ег зит 
1п (Ще сазе \упеп Ше слуеп Пице Пе 13 а сотр!ее зуз(ет о{ гез1Чиез (то4 р). 
Ее Шег Бу аррИса100 о! Ше езИта(ез тепопе4 аБоуе \е ргоуе зоше зепе- 
га! азутр(о са! {огтщае 11 Ше е]етеп(агу {Беогу 0{ пашфегз. ТВезе Гог- 
пщае аге соппесе4 ми} ве 41зиБаНол 0{ ро\ег-гез14иез, о ргипилуе 
го0(5$ апа о 104 1сез (то4 р). 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОСГЕТ!М ОЕ ГАСАОЕМ1ПЕ ОЕЗ ЗСТЕМСЕЗ$ ОЕ 1/0 В$$ 


Серия математическая 6 (1940, 411—422 Зее та{нёта «ие 


Л. И. ШАТРОВСКИЙ 


№ ВОПРОСУ 0 ДВУХ ТЕОРЕМАХ ЭРДЕША ДЛЯ МНОЖЕСТВ 
ЦЕЛЫХ ТОЧЕК п-МЕРНОГО ПРОСТРАНСТВА 


(Представлено академиком ©. Л. Соболевым) 


Работа посвящена обобщению теорем Эрдеша, относящихся к бази- 
сам натурального ряда чисел, на случай базисов л-мерных целочислен- 
ных решетон. 


$1 


В 1936 г. Эрдеш опубликовал доказательство следующей теоремы (*): 
Пусть А — последова тельность натуральных чисел плотности а, т.е. 


ли о 

и п . 
а последовательность В образует базис натурального ряда порядка {1 
(натуральный ряд мы будем обозначать через №), т. е. [-— наимень- 
шее патуральное число. для которого (В = №. Тогда плотность 1 после- 
довательности Л-В чисел ‘за з,В, где аЕА. БЕВ, а в, и з, прини- 
эают значения 0 или 1, причем =, з, +0 удовлетворяет пнеравенству 


Ландау (*) усилил эту оценку, заменив число 2 величиной 


и 


У «0 


> 1 
Е ир » (1) 
> 1 


где © (т) — минимальное число слагаемых, необходимых для предетавле- 
ния числа 1. как суммы членов последовательности В. Таким образом, 
по Ландау 
я (1-9) 
ыы 
Аи 

где 7. удовлетворяет условию (1). Однако, как показал Райков*, все 
последевательности. удовлетворяющие условию (1), являются базисами 
некоторого конечиого порядка /, причем, как заметил И. М. Виногра- 
О 2. 


* (м. Д. А. Райков, О сложении множеств в смысле Шнирельмана, Матем. 


спори.. т. 5 (27) :2, (1939), 425--410; смоска на стр. ^35. 
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Аналогичная теорема доказана Эрдешом для суммы последова- 
тельности асимптотической плотности &’с базисом порядка 
1(3). Имеется и аналог усиленной теоремы Эрдеша-Ландау, где вто- 
рым слагаемым является асимитотический базис В порядка Г, 
т. е. такая последовательность, что для всякого т > т,, ТЕГВ, при- 
чем в оценке асимптотической плотности суммы фиксируется число /^, 
определяемое следующим образом: 


ть 


УХ 
= баре : 
7> ту п 


(2) 


Эта теорема формулируется следующим образом: 
Пусть последовательность А имеет асимптотическую плотность 
я. Ш 


Пт 


и-—со 


А{®) _ + \ 
еЫ © (3) 


а последовательность В удовлетворяет условию (2). 
Тогда асимптотическая плотность у’ последовательности А-В 
оценивается следующим об разом: 


Целью настоящей работы является доказательство аналогичных теорем 
в области целых точек п-мерного пространства, в частности, для целых 
гауссовых чисел. Выведенные оценки при п=1 совпадают с приведен- 
ными выше усиленными оценками Эрдеша. Для доказательства исполь- 
зуется метод Е. Гап4аи, который, однако, оказывается применимым 


1 
лишь для множеств плотности х < „=. Возможно, что полное решение 
вопроса зависит от более точной оценки числа решений уравнения 
а =а’, 


рассматриваемого в $ 3 настоящей работы. 


82 
Пусть { — множество всех точек т пространства Ё", координаты 
т, т, ..., т, которых суть целые неотрицательные числа, не рав- 


ные одновременно нулю. Складывая точки РЕМ, 49ЕЛЙ как векторы, 
мы можем определить сложение подмножеств множества 
М аналогично сложению числовых последовательностей в смысле ЦГни- 
рельмана. А именно, мы будем говорить, что С = А-В, где АС: М, 
ВС М, если С состоит из всевозможных сумм вида 


где аЕЛ, БЕВ, а =, и :, принимают значения О или 1, причем 


ара 
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Пусть далее т’С-т означает, что координаты точки т’ не прево- 
«ходят соответствующих координат точки т. Если теперь А, В,...— 
подмножества М, то под А (т), В (т), ... будут пониматься числа эле- 
ентов а6А, БЕВ, ... для которых ас т, БС т, ... 

Определение 1. Плотностью множества А называется число 


Определение П. Асимптотической плотиостью мноэсества А 
называется число 


Определение 1. Множество ВС А называется базисом по- 
рярка { для множества М, короче, просто базисом порядка (, если 
[ — наименьшее целое положительное число, которое обладает тем свой- 


ством, что всякое тЕМ представимо в виде 


т = 60-5) +... 45%, (5%ЕВ), (5) 
где А =<1. Число 
_ М 8) 
— зир се ини р (6) 


где 2 (т) — наименьшее из возможных для т чисел Й разложения (5), 
называется по Райкову (*) высотой базиса В. Аналогичное определе- 
нше дадим для асимптотического базиса. 

Определение ТУ. Асимптотическим базисом порядка [° назы- 
вается такое множество В, которое обладает тем свойством, что для 
всеё т, удовлетворяющих соотношению т —т°, возможно предста- 
вление 


т=00-- 5+... -5№, (ЕВ), 
где 4 --/. Число 
7 = 7. то? (7) 
т М \ 
где 
р. Ч 
—. Зыр НЕ НА е 
Ен И (т) 


называется асимнтотическной высотой множества В. 
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$3 
ТЕОРЕМА 1. Пусть АС Ми Б(А)=«< и а ВС М — базис вы- 
соты Х. Если теперь С= А--Ви О (с) =1, то 


8 


у>а-- 9") ы ( ) 


Очевидно, неравенство (8) достаточно доказать для 1, = (С,). где 
С, — множество точек вида а--®,6, так как С.С С. 

Пусть и — любая точка из М ист. Если А(т)-1М(т). то 
доказывать нечего. Поэтому предположим, что 


А (т) < М (т). (9) 
Пусть, соответственно, Ах (т) и А; (т) — числа таких точен а-—- “С. 1%, 
где аЕ А, которые принадлежат А или А=М— А. Очевидно. что 


Аз (т) -- Аз (т) =А(т— в). (10) 
Отсюда 


т А(т— #) = то Аз(т)- о Аз (т). 


Легко видеть, что ъ Аз (т) — число решений уравнения а-Р %=а’. где 
эст 
аЕА, аЕАи аст, И жет (а + а’), т е. во всяком случае 
это число не превышает (А(”))*. 
Итак, 


У 4; АЕ ео и а (1 
жест 


Пусть теперь А(т)— число точек а+-6С т, не принадлежащих .-1 
т. е. 


р 


В (т) = С, (т)— А (т). (12) 
Покажем, что 


$ (т) = 8 (%) В (т), (15) 


где #(%) — наименьшее число слагаемых в представлении и’ в виде (5). 
Действительно, пусть 


=... 4 59%) 


* Более точная оценка числа решений этого уравнения дала г возможность 
(т) и 
= 


1 
доказать теорему ДЛЯ а >> я о предполагаю, что это число равно — 


+2 (т), где ?— убывающая функция от М(т). 
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Так как а- %ЕА, то найдется наименыиее” № -5 8 (%), для которого 


1—1 у 
+ У ил, | 

Е 

Н р 
а УЕ’ =а’ + ЕД. 

1=1 


Каждое а, для которого «-- ЕЛ, будет соответствовать некоторому В. 
а всего для фиксированного В будет 


45 (т) - < В (т) 
таких а. Суммируя по всем В от 1 до #(%), получим утверждение (13). 
так как 
9(\%) 
о а о 
АИ Ъ Ар (т). 
1:=1 


Просуммируем теперь 1(%) по всем м сои. Из (10), (11), (13), (6). в 
{12) следует 


Ул(»)= Хата (о 


+-^В(т) М (т) == ЕН р (®){ (т) л@т)} , 


откуда 


я Ули) п 
о ИИ не й — т т А 
ро 21М (т) АМ т) ЭМ т)” Го 


Замечая теперь, что при 5 = А (т) АМ (т) 


> 


в 


2АМ (т) 
будет неубывающей функцией, получим 


° (т 2 М (т) . 
А (т) — ВЕРЯ = 9% М(#) —- ие : (15) 


Вычислим У А(%). Из (4) следует 
мт 
У А(®) 2 У М(“), 


жет жет 


и так как 


М (%) = (+1) (®,- 1)... (#- 1), 
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где %,,9’....., “„— координаты точки ®, то 
Ты 
У лба... Хе... О 
жет А51-=0 %и=0 
И т» ит 77 т т» 
=] У +о У (9,9... У, +0- У... = 
№1 -0 №2=0 Ул==0 1-0 №`=0 


вул 


ны [ее „(т (т, 2)... (ты). (т 44)... (т. 1} 


7! 7% 
Так как И (т; = 2) — И (т, 1)>22", если хотя бы один из т; > 0 
11 1=1 


(что. впрочем, следует из тЕ 14), то 


> А (№) 5 п. т; +2) > 


ост $=1 


Е 4+1) = & [м1 > = (М (т) --2М (т)}. (16) 


Соотношения (9), (14), (15) и (146) дают 


С (9) 
М (т 


Е 2 * = 
а а (17) 


Так как неравенство (17) верно для любого тЕ М, то теорема 1 дожа- 
зама. 


64 
ТЕОРЕМА 2. Иуть АСМ и Р"(А) ==" < 


тический базис асимптотической высоты }.`. Если теперь С =А-+фВиы 
Пет 10 


1 
„аз @ В— авимтаию- 


ь А) 
ы р т РЕ 


Из (3) следует, что для всякого => существует такая точка т”, 
что для всех 7 —)т° будет иметь неравенство 


А (т) (&— =) М (т). (15) 


Наложим на т° еще одно условие, состоящее в том. что все точкы 
т) т° допускают представление в виде (5). Такое 27° всегда возможно 
выбрать, так как В — асимлтотический базис. 


Пусть теперь 7732, а &’ удовлетворяет условию 


1 а а. 
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&1 


Пусть опять Аз(т) и Ау(т) означает число точек атс тм. при- 
надлежащих А или А. Тогда, очевидно, 

1 ке Ат 1 кт 1 РА Е. —- М Бух 

Ро А (т— ®) = хм Аз (т) № Ау (т) = > Аз (т) = 

тест тс ст тост Ст 
а, & 
Е | о (^7*), 
помост 


и, следовательно, 


ы | - = А?(т) 4 (т) ‹ 
2 4 (т - м) =. т Е | № (И ы (19) 
тост Па кет 


Оценим 2 Ах (т). Так как у )/и”. то существует разложение 


смс 


ОР... + 69, 


и так как по условию аЕ А афт®ЕЧ, то для каждого а. обладающего 
этими свойствами, найдется наименьшее Л = # (у), удовлетворяющее усло- 
ВМЯМ: 
в—1 
т АОИ 
а Ро Е, 
1 
В 


а У =ш В ЕА. 


1-1 


— 


———- — 


Все а, сосчитанные в Ау (т), попадут в один из таких классов, соот- 
ветствующий некоторому й. количество точек в котором мы обозначим 
через 2;“) (т). Очевидно. 


45% (т). -В(т), 
а поэтому 


Аз (т) 8 (%) В (т). 


Суммируя по , для которых сс т, и ирннимая во внимание 
(6), получим 
ых Ах (т). ^„„М(т) В (т). (20) 
т\с т 


Остается оценить № А (т--\). Шо (18) 


тес: С. т 
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У» Ат» У Ат (@а-е У Мт-—®)= 


уе 
тсхст ®тосустсто теж етс то 
* 3 \ к 1 г 1 Е 
= (и — =) №2 р (т, — м, + 1) (т, —®,-Е4)...(т = 1 == 
т@: Аи, от.— т® 
й й # й 
з Л Г 1 №»: 
= (% — =) { х (29; =-- ти 4). =, № (т, — ®„-- 1) — 
т? Ат т это Ма Ту т? 
а 1 г 


7% 


ы П (тр 2) к 
= (> —=) ] 2+1. |. Е 
Е =51 ь 


2 = 


= 


Тан как для любого 80 при данном т” всегда можно выбрать т; 
= 77; это с я 
настолько болышими, что ^^... | > ]—25, то при выбранном таким 
/ 


й 


образом ла — (7,, т,, ..., т), ввиду 


у 7} 
По?) и: м (2:1), 
ея #1 
получим 


\ нь 
№ А (т-— и) - у 40° (0%) 


пб — \ ЕН, 


или, так как 5 произвольно мало, 


я : 1 * в С 
м. А (т. -%) 7 5я (2 —- =) ./*(1%). (2) 
270 = № Си 
Подетавив (20) и (241) в (19), получим 


—я ы М (7/2) Е те 3 А И = ло (7%) В (т ) — 


2 


Ра 


р - ) той (7) {С (т)-- А (тт. 
откуда 
(т), (т). А(т) - моде 48 


Ао М (т) ВЯ- 


или, принимая во внимание (15) и (18). 


С (т) (5*—з) М (т). к о С ее ы (22) 
Ато 2“ Ато 
Ди хе 
у : о - А (23) 
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так как (22) верно при всяком е и =’и для любого т, если его коор- 


динаты достаточно велики по сравнению с координатами 7, и так как п° 
можно выбрать произвольно лишь бы все точки т С- т° представлялись в 
виде (5), то ло можно в (23) заменить через /", и теорема доказана. 


Московский гос. университет Поступило 
им. М. В. Ломоносова 28 [У 1941 
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Т. ЗНАТРО\УЗКУ. ОХ ТУО ЕБОб5’? ТНЕОВЕМ$ РОВ ТГАТТЕСЕ РОЕХТ УЕТХ 
ОЕ ТНЕ ЗРАСЕ оОЕ » ОТМЕМЗТОМ 


ЗОММАНУ 


Те {оПомаис \\еогет \аз ргоуед Ъу Р. Егабз (‘). 
Те А Ъе а зе о! ицезегз ап@ 1Ъе 4епзцу о{ А фе х>0 ШаЕ 13 


1е6 В Г1отш а раз1$ оЁ фе ог4ег 7 Гог 1Ъе имерегз. Тьеп Фе Чепзн) 
| 97 А В замзНез 1Ве сопайл1оп 


4) 


а 
а. 


Е. Рапдаа раз 10! годисе а питрев 


п 
У Е) 
т=1 


^ = 5ир 
2-1 и 


\реге # (т) 15 Ше зтаПез( Чиапи у оЁГ Ше шешьег оЁ В мВ аге 
песезвагу {ог а гергезеамоп оЁ т (У\е зпаЙ са! М5 нитЪег аЦег 
Ка Коу Фе Везо\Ь о{ В). Е. Тапдаи Ваз зВо\п (2?) а! 


‚ @[%- - а) 


Треге 15 а зипИаг Шеогеш {ох зез МИ азутр® са! спагасценз Иез (253). 
Те а 3% А Пауе 1Те азутр\о са! Чепзцу ях’, Шаф 15 


16. В зайзРу Ше соп4И1опт 


и 


о (т) ^°п 


т ТОТ 
Гог а! п т,. Треп \\е азутро са! ЧепзИу у’ оё А-В зах по 
Фе теапа] у 


т Шь5 агафе зипЧаг (йеогештз аге ргоуей Ъу Фе шеой оГ Е. Таваи 
Гог Фе хво]е роль $е15 оГ \Ъе зрасе оГ л Читептз1ют$. Бир ту Шоогетх 


аге {гие оп]у Гог 365, мове 1ще депзЦу 15 зтаПег {ап 


ить * 

Те М фе а $ о{ а] ропиз т оГ Е” мив пщеота| поп-пехайхе 
соот41тацез, засй {ШФаф 1фе зат о{ \Ъезе соотг4тацез 1$ по{ ефиа] 10 хего. 
Тье аа ол о! ро1туз 15 Чейпе аз уеспог а9а\оп. ТЬе зе аЧЧ оп 
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13 дейлей аНег Т,. беВилге]таюп, у. АЁВ-=С теапз ак С 38 а за. 
оЁ{ а! еетшепз оГ 4Ъе кКша 


С =за-=,6 


уреге «ЕЛ, ЕВ, =. ап@ =, аге О ог 1 апа з, 3, = 0. 
Н Ше соогдмацез о{ т’ ап@ т зайзРу {Ве сова оз 


т И 


\е зВаП мгие т’ Ст. 

У\е зваП 4епое Ъу А(т), В(т),... Ше пашЪегх оГ е|ещенцз аЕ А, 
БЕВ, ..., Гог УВеЬ ати та 

Тъе питЪег 


СН 
ТЕМ М (т) 


1 са|ей {Ве Чепзтиу Д(А) о! Фе зе А. Гье пашЪег 


33 саПей Ме азутруо(1са1 Авизаиу 2”(А) 9* А. Те зе В в 
са]е4 а Базз о! 4Ъе огаег 7 Гог 4Ъе зер М, И [1$ Ше зтаПез пишЪе 


УВВ Ваз 1Ве ргорег!у \ВаЁ еуегу тЕМ сап Те гергезелие т Ме Гог 


т=Ь0-- 5 --...46 (ЕВ) (1 
\Ъеге й = (. 
Тре питьег 
У = т’) 
Х = зар "т _ 
тЕМ М(т) 
13 саЙей Ше Ве12ЪЬ о! В, И &(т’) 15 Ше этаШезЕ пишфег оЁ еешена. 


У В1сЪ 18 песезвагу Гог Ше гергезещайоп о! п’ т Ме Гогт (1). 
Тье зе В 15 саЙей ап азутрфо{1са! Баз1з оГ Фе ог4ег Г” Гог 


М, И \№еге 13 а рошё т’, хвсь Ваз Фе ргорегиу Шаё аП ро 
т—)т® сап Ъе гергезене 1т 1№е Гогт (1). ап И 13 зтаПег Фан Ё. 
Те пом 


У 2 (т/ ) 
— 
тесттист_ 


М (т) 


^то= ЗМр 


тост 


Тье попЪег 
№" = А 
18 саПе аи азутри0&1са1 ВеззНЬ оЁ В. 
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Т\уо \Ъеогештз аге ргоуе4 11 13 агифе: 


Тнеогеюж 1. Ге! Ше 4епзу о] А %е & ик апа (её В |ютт а 


эи-1 


фаз15 ор Ше пез 1. юг М. Геё т ве Ше 4епзйу о} А-В. Тйеп 


а (1--2”-1а) 
На нате 


Тьеогеш П. [+ Ше азутрюисай 4епзйу о} А ве “< + апа 


её В ]отт ап азутрюисай ая; ор 1е азутройси лев 1” ог М. 
Г.ер +” бе Фе азутрюийсай 4епзйу о| А-В. Тйеп 


а (12—24) 


и 


и: 
м 4% |= 


Г зиррозе а !ог Ше ргооЁ о{ \езе Феотетз Гог Ще сзепега] сазе 
{О << 1) ц 13 за вает 10 епатегае Ве пишрег оЁ зо] оп$ оЁ пе 
едиайой 


аи=а' (4ЕА, а’ ЕА) 


чуПеге ас т, а’Ст, Ст. ТЬ1з пашЬег 15 ефиа1 Ей И Е 
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Ю. С. ОЧАН 


К ВОПРОСУ 0 ПРОБЛЕМЕ СУСЛИНА 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


Показано, что из справедливости локальной гипотезы Суслина сле 
дует справедливость тотальной гипотезы Суслина, содержащей как 
частный случай решение проблемы Суслина. 


Как известно, ироблема Суслина получила бы положительное реше- 
ние, если бы была положительно решена следующая проблема более силь- 
ная. чем проблема Суслина: «Показать, что имеет место следующая 
гипотеза: 

Тотальная гинотеза Суслина. Всякое совершенно нормаль- 
пос * онкомпактиое хаусдорфово пространство имеет счетное, плотное 
в поем. мномеество». 

Наряду с отой гинотезой можно сформулировать следующую на 
первый взгляд более слабую гипотезу. 

Локальная гипотеза Суслина. Рсчкое совершенно нормальное 
бикомпактиное хаусдорфово пространство имеет по крайней мере одно 
счетиое мпорсество, не яваяющееся никогда ие плотным. 

Осповной целью настоящей заметки является доказательство эквива- 
‚лентноети обеих гипотез. 

То, что из тотальной гипотезы вытекает локальная, — очевидно. 
Итак, остается доказать теорему: 

ТЕОРЕМА. Если верна локальная сипотеза Суслина, то также 
верна и тотальная гипотеза **. 

Предварительно докажем следующую лемму. 

ЛЕММА. Если пространство Е совершенно нормально и бикол- 
павтно, то в нем найдется не более счетного числа попарно непересс- 
рающихся открытых множеств. 

Доказательство леммы. Допустим, что {С1, б.,..., Си... — 
несчетная совокуиность попарно непересекающихся открытых множеств. 
Пусть Ё. — дополнение к их сумме (оно не пусто, так как в противном слу- 
чае {С.} было бы покрытием всего пространства и из него можно было бы 


* Иросгранство называется совершенно нормальным, если каждое замкнутое 
мпожество в этом иространстве является пересечением открытых в счетном числе. 

** Таким образом, из положительного решения только локальной гипотезы 
ун® следовало бы положительное релмение ироблемы Суслина. 


и * 
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извлечь, в силу бикомпактности ЕЁ, конечное покрытие; однако это 
невозможно, так как все С, попарно —без общих точек). Пусть 
ГГ... Г, —)... — Последовательность открытых множеств такая. 


что П Г, =Ё,. Тогда для всякого п {Г,,С,,С,,..., Сб» ...} образует 
п 

покрытие Е; выделенное из него конечное покрытие содержит Г„; отсюда 

следует (снова ввиду того, что все С, попарно не пересекаютея), 

что Г, включает почти все (за исключением конечного числа) множества 


(.. а следовательно, П Г, включает все С,, за исключением счетного 
п. 
числа этих множеств, что противоречит предположению. Шемма дока- 
зана *. 
Доказательство теоремы „Пусть, == (а ба, 1 


некоторая счетная последовательность в бикомпактном хаусдорфовом 


совершенно нормальном пространстве Е, причем такая, что Е— А, = Я 
(это возможно в силу локальной гипотезы). Следовательно, найдется 
открытое множество Г°, входящее в 4: в. силу регулярности Ё. нан- 
дется также открытое множество Г, такое, что те те 

Допустим теперь, что нами построены открытые множества 


ие И 


обладающие следующими свойствами: 
о ПЕ. =Олдля зюбыо, < 


7” ГС 4, где 4. — сметное множество. 


Покажем, что если М Г, ЕЁ, то к этой системе множеств можно 
реа 
а 3} 


добавить множество Г; так, что система Г., Г.,..., Г, ..., Гз также 


удовлетворяет свойствам 1“--2°. 


: > \ Я ` 
Цуеть М = — У Г,. Выберем в 1 открытое множество Г. вхо- 
«в 
дящее (вместе со своим замыканием) в Мз. Это возможно в силу регу- 
лярности Ё. Так как Гз бикомпактно (как замкнутое подмножеетво 
бикомпакта), то в нем найдется счетное множество 4, замыкание кото- 
рого включает некоторое множество 13, открытое в Г. 

Легко видеть, что пересечение 13 1'® = Гз является непустым открытым 
множеством в №. Действительно, Г = СГ? (где С — некоторое открытое 
в Е множество), и Г; =Г% . 14 = СГ Г = СГ% открыто в Ё, как пере- 
сечение двух открытых в Ё множеств. 


Но Гз и непусто. В самом деле, пусть рЕГЗ. Тогда РЕГ, ы, следо- 


вательно, любая окрестность р содержит точки, принадлежащие _.: 


* Эта лемма следует из одной теоремы Александрова и Урысона, см. (?). 
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По тогда, в частности, и Г3 содержит некоторую точку из Гф (например, 
точку р1ЕТ№), и тогда эта точка войдет в 13. Г® = Г. 

Если теперь присоединить непустое открытое множество Гз к ранее 
построенной системе. то, как легко видеть, полученная система откры- 
тых множеств Г, Г»,..., Гв, удовлетворяет условиям 1°и 2°. 

На основании леммы мы можем утверждать, что этот процесс обо- 
рвется на некотором счетном трансфините 1. Таким образом, 

ще У) 
будет последовательностью попарно непересекающихся открытых мно- 


жжеств такой, что У Га =Е. А так как Ав плотно в Е, то У, Аз будет 
вВ<т в<у 
счетным множеством, плотным в Ё, так как 


2, Ав = У, Ара р 


в<ту в<т В<т 
что и требовалось доказать. 


Московский ордена Ленина Поступило 
Знергсуический институт 17 УГ 1941 
ям. В. М. Молотова 
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<. ОТСНАХ. 5СВ СХЕ ОСЕЗТТОХ МЕЕ АП РВОВЬЁМЕ ЮЕ ОС 
ВЕЗОМЕ 


[| ез6 соппи фие 1е ртоёте 4е Зочзт зега! гёзойи раг ГаЙита- 
пуе, $1 Пой ауа! гёзо]а раг Га ттайуе |е ргоёте зилуавь (р!из 
Гогф (ие сей ае Зои): Обтотигег дие Груро{Мёзе зиуаие а гвеЙе- 
тете Пеи: 

Нуро(Вёзе фофа]е 4е Зопз]11п. САадие озрасе 4е Наизаог/Е 
раг[айететф погта! сё Мсотрасё сопнетё ип сзрасе авпотбга Ме Чепуе 
Чап$ сеф сзрасе *. 

А с616 4е сеце ВуроМёзе оп реб 6попсег цие апёге (аи реениюг 
аБог@ р\з Га! е): 

Нуро6Вёзе |оса!е Це Зоцз|1и. Сйадие езрасе Че Паня4он! 
осотрасё её рагайететр погтай сопие аи топ$ ит епзен ее Чепот- 
бтаМе двиг п’езё раз рапюоиЁ поп 4епзе. 

Те Биё ае ]а ргёзете МХо4е езф Че Четоп(тег Гедиуаенесе @е сез 
деих пуро(№65ез. 


* Оп езрасе сз помиие рагГайсльчи почта! $1 спада’ соземе Негиб азиз се* 
езрасе с36 Гиегзес ой ’апе 1оИпИе Чбпотргае 4’спзет оз смуерЁ:, 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГТЕТИМ РЕ ГАСАРЁМ1Е РЕЗ $СТЕМСЕ$ ОЕ [0В$$ 
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Ю. С. ОЧАН 
ОБ ОДНОЙ ТЕОРЕМЕ БЭРА 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


Теорема Бэра о монотонных последовательностях замкнутых мноя:еств 
распространяется в несколько обобщенном виде на компактные совер- 
шенно регулярные пространства. 


Как известно, во всяком топологическом пространстве А со счегной 
базой имеет место следующая теорема Бэра (*\: 

Всякая вполне упорядоченная монотонная система открытых (замк- 
нутых) множеств пространства А содержит не более как счетное число 
различных множеств. 

Отсюда, в частности, следует, что сумма (соотв. пересечение) вполне 
упорядоченной системы монотонно возрастающих замкнутых (соотв. 
убывающих открытых) множеств в любом числе есть К. (соотв. С). 

Если пространство В не имеет счетной базы. тс теорема Бэра. 
вообще говоря. неверна. Однако только что сформулированное следствие 
из нее сохраняется для компактных пространств гораздо более 
пирокого класса, чем пространства со счетной базой, именно, для 
компактных совершенно регулярных пространств. 

Определение. Совершенно регулярным называется регулярное 
пространство, в котором каэждал точка есть С. 

ТЕОРЕМА 1. В компактном совершенно регулярном пространстве 
сумма (соотв. пересечение} вполне упорядоченной системы монотонно 
возрастающих замкнутых (соотв. монотонно убывающих открытых) 
мпосеств в любом числе есть замкнутое мносестзо или Е; (соотв. 
открытое или Сь)*. 


* Теорема Бэра в такой формулировке: «Всякая вполне упорядоченная моно- 
тонно убывающая последовательность открытых множеств содержит не более счет- 
иого числа различных» для компактных совершенно регулярных пространств, вообще 
говоря, не имеет места. Действительно, Серпинским показано (*), что выполнение 
этой теоремы в хаусдорфовом пространстве эквивалентно паличию в нем счетного, 
илотного в нем множества. Однако уже совокупность всех трансфинитных чисел < ® 
известной топологией (3) является компантным совершенно регулярным простран- 
ством без счетного, плотного в нем, множества. 

Имеет ли место теорема Бэра в несколько более узком илаеее пространств — 
именно, в бикомпактных совершенно нормальных неизвестно; из только что цити- 
рованной теоремы Серпинского следует, что выполнение в них теоремы Бэра влекяс 
бы положительное решение ироблемы Суслина. 
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Эта теорема является непосредственным следствием следующей более 
точной теоремы. 

ТЕОРЕМА ИП. В компактном совершенно регулярном пространстве 
В пересечение любой вполне упорядоченной системы монотонно убываю- 
щих открытых мпомсеств является открытым, если эта система не 
конфинальна счетной. 

Доказательство. Опишем около каждой точки счетную систему 
аткрытых множеств. определяющую данную точку; ввиду регулярности 
В можно считать. что эта система окрестностей У,.Г,.... такова, что 
и, И. Пусть С — произвольное открытое множество, включающее 
точку р. Докажем, что начиная с некоторого номера все И!;. опреде- 
чяющие точку р, будут включаться в С. 

В самом деле, в противном случае для любого номера { нашлись бы 
точки из У; не входящие в С; следовательно, У; (Е — С)0 для 
нсох Г; значит, и У, -(Е—С) + 0. Нотак какТ, (Е —С)С И, (Е--С), 


то Пу Е- с) —=0О (как пересечение монотонной последовательности 


вложенных замкнутых множеств в компактном пространстве); так как 
У а СГ. то Пу Ес) =0, Т.е. (Е— С) ПУ. +0, и так как 
р й 


Пу. =р, то р-(Е—С) +0, или рЕЕ—С, вопреки предположению 


о том, что рЕС. 
Перейдем к самому доказательству теоремы. 


Пусть С, 2С,—...—20С.—...(*< В) —вполне упорядоченная мо- 
нотонная последовательность открытых множеств, не конфинальная со 


счетной последовательностью, и П С. — пересечение всех элементов этой 
«<В 
воследовательности. Если оно пусто, то все доказано (так как пустое 


множество открыто). Итак, пусть |] С. 0 и р—точка из |] С.. 
& «& 


ОР... И 
множеств, стягивающая к р и такая, что Им Рон 
Найдется такой номер п,, что „С. С,; пусть, кроме того. МЕ 


счетная последовательность открытых 


у, С С,,... ит. д., и а — первое трансфинитное число такое, что 
Г, Ч Са; но тогда С, ОУ», (где п, > н,) ит. д. Вообще, если опре- 
делены числа п, <п<...<пи9<9,<... < 0, то &, определим 


как первое из трансфинитных чисел, такое, что И„, < С.,; а низ 1 опре- 


делим как наименьшее натуральное число такое, что Се За 


ти 
Легко видеть, что этот процессе не может быть продолжен на все 
натуральные А, а обрывается на некотором Х=^,. Действительно, 
НУСТЬ 9, 39,3... 94.... %= Ия); так как се эх, < В и В--транс- 
1: 


финитное число, не цонфинальное счетному, то ава 9%}. = %5 = В. 
Г 
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Но в таком случае С.. не включает ни одного У, (так как 
п <п,<...<1 <... составляют неограниченно возрастающую по- 
следовательность) и включает р, что невозможно. 

Итак, остается предположить, что все С, для >94, включают 
вена: 


Отсюда следует (ввиду того, что р— произвольная точка из Пе», 
х<8 
что П С.— открыто, что и требовалось доказать. 
а<вВ 
Переходом к дополнениям доказывается 
ТЕОРЕМА Ш. В компактном совершенно регулярном пространстве 
сумма любой вполне упорядоченной системы монотонно возрастающих 


замкнутых множеств замкнута, если эта система не конфинальна 
счетной. 


Московский ордена Ленина Поступило 
Энергетический институт 17 УГ 1941 
им. В. М. Молотова 
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6. ОТСНАМ. ЗОВ ОХ ТНЕОВЁМЕ ШЕ ВА!ВЕ 
ВЕЗОМЕ 


П езЕ еп соппи дие 4апз свадие езрасе {оро1ос14ие В ауес ипе Базе 
ЧёпотЬгае оп а 1е \вогёте зшуап+ 4е Ваше (*). 

СВадие зуз{ёте Б1еп ог4оппё её топо{опе 4’епзет]ез оцуег(з (Ёегт 63) 
4е |’езрасе В сопйеп{ аи раз ипе шйпи6 АвротЬгае 4’епзет ез 4 6- 
геп($. : 

П еп гёзиЦе, еп рагисиПег, дае 1а зотше (гезресйуетепи |’1п1егзес Шоп) 
4’епзет ]ез {егтёз Ч4’ип зузбёте Б1еп ог4оппё сго1ззап® (гезреспуетепть 
{’епзет Без оцуег{1з 4’ип зузёёте Меп ог4оппё 46@сго1ззап{) еп пот ге 
дае]сопдие езф ип Р‹ (гезресяуетепф С;). 

$1 |’езрасе Ап’а раз 4е Базе ЧёпотЪгаШе, 1е \6огёше 4е Вайге, еп с6иб- 
га], 1отЪе еп 46аи1. Серепдап{ 1е согоПазге фае поиз уепопз 4’ 6попсег 
31$13(е ропг 1ез езрасез сотрас1з 4’ипе с]аззе Беаисомр р!аз уаз{е дие 1ез 
езрасез а Базе ЧёпотЬгае, & зауот, ропг 1ез езрасез сотрас{(з раёаце- 
шеп{ гери|егз. 

Ре! 1п1 (10. (п езрасе тевиПег ей поттё рагапетен тезиЦет, 
$ спадие рогт1 4е сез езрасез$ ез1 ип С.. 

Тьвогёше 1. Бап$ ип езрасе сот расё раграетета тевийет (а зотте 
{тезресиъетепа Г’ищегзесйоп } 4’ип зуете Шеп от4оппё сто зат @’епзет ве 
1егтёз (тезресиоетет Гетегзесцоп 4’ип зуяете Меп от4оппё 4есто$5апз 
4’епзет М е$ оитгег1з ) еп потфте`диёйсоптдие е51 ип епзетЫе |еттё ой мет ип Ес 
(тезресиоетета ошъегт ов Шеп С.). 

Се Швогёте езф ипе сопзёдиептсе пит @41а{е Чи Швогыте зи1уап{ р!из 
рг@с1з: 

Тьбогёше П. Рапз ип езрасе сотрасё раг[алетета тёгиПег В Г’гтаег- 
ес поп 4’ип зуявте диесопдие Шеп от4оппё Ав стог ззат 4’епзетЫ Ш е$ оисег1$ е81 
оцеетё $ се зухёте п’езё раз сопрпа а ип зуяете 4ёпотёгаМе. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГГЕТИМ ОЕ ГГАСАРЕМ1Е РЕЗ $С1ЕМСЕ$ РЕ 10855 


Серия математическая 6 (1941), 481—489 Зете татетайЙчие 


В. С. ПУГАЧЕВ 


95 АСИМПТОТИЧЕСКИХ ПРЕДСТАВЛЕНИЯХ ИНТЕГРАЛОВ СИСТЕМ 
ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ, СОДЕРЖАЩИХ 
ПАРАМЕТР. П. 


(Представлено академиком Н. Е. Кочиным) 


В работе дается обобщение результатов автора, относящихся к систе- 
мам уравнений первого ранга на системы уравнений любого ранга. 


В настоящей работе дается обобщение результатов, опубликованных 
нами в статье под таким же заглавием * на системы уравнений любого 
ранга. 

Условимся обозначать через Н любую матрицу, элементы которой 
являются функциями независимого переменного х и параметра #2, стре- 
мящимися к нулю равномерно относительно х при &->о> по пути, 
лежащему ‘в некоторой области О. Кроме того, условимся обозначать 
матрицы большими буквами, а их элементы - соответствующими 
малыми. 

Рассмотрим систему линейных уравнений 

ау 
4; =УР-+И. (1) 

Предположим, что Р и Пл однозначные функции независимого 
переменного х, аз х-56, и параметра х, «С-О, допускающие пред- 
ставление 

эп г 
25) У РО (5) = На" } (т>0), (2) 
у==0 


и и--1 
П(2,2)=22 (2,3) { У Пон} (т>0, (3) 


==) 


где г, 5 и [— некоторые целые числа, О—7-г а Й(+, 2) — интеграл 
однородной системы рассматриваемого типа 


т-г 


= 


*См. Известия Акад. Наук, серия матем., 5 (1941), 75—84. 
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Мы ограничимся случаем, когда характеристические числа матрицы 
Р©) различны на отрезке а = х=< 6. Нетрудно видеть, что в этом случае 
подстановкой вида 


т 
м == [РА ж вх (5) 
ч=0 


где 5,— матрица, приводящая матрицу Р® к диагональной форме, 
однородная система 


ау 
е. =УР (6) 


может быть преобразована к виду 
(АН), (7) 


где \ — диагональная матрица, элементы которой определяются формулами 


Ка, = МАО], (8) 
= 
УЕ 
Хх (1) =а® + авы к а, а. 
аа (9) 


№9 (2) =а#, (а) =аФ 


$1 } 


где а°) — элементы матриц 


АС) = 5,Ро5у" (=0,4,....7-—1), | 
' т (10) 
до РО о. ] 
а о определяются рекуррентной формулой 
ч—1 и 
— У-в) ) 
и До хо {0 \ р Аи ок 4 |}. (14) 
в=ф А=1 
Для этого достаточно принять 
5, = 70) '7с)5, (9=1,...,), (12) 


где И’©) — произвольная диагональная матрица, все элементы которой 
отличны от нуля, а И’) — матрицы, диагональные элементы которых 
произвольны, а остальные элементы определяются формулами 


\—1 


= АСК. (13) 
=0 
Назовем полиномы 
тТ—1 
ее. бы (14) 


У=0 


характеристическими полиномами системы (6). 
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Мы будем рассматривать не только такие системы, характеристиче- 
ские полиномы которых обладают следующим свойством: каков:1 бы ни 
были числа ё и] (1,/=1,2,...,п), величина А(),—)»;) ограничена 
сверху, или ограничена снизу. Для краткости мы будем называть 
такие системы системами класса А. Для систем этого класса имеют 
место следующие две теоремы. 

ТЕОРЕМА 1. Если системы (6) и (4) имеют одни и те же хара- 


ктеристические полиномы и если матрицы Ри 0% (Е=0,1,...,т- т) 
т Е ’г—К 
‚— 


имеют производные до порядка [ +! включительно, то суще- 


ствует интеграл системы (6), допускающий представление 
7п 
У (1,9) =2(=, -) У Ус (+) — На" |, (15) 
у=0 


где 2 (х, 2) — любой интеграл системы (4). При этом матрицы УС) (х) 
определяются формальной подстановкой выражения (15) в уравнение 
(6) и сравнением коэффициентов при одинаковых степенях а. 

ТЕОРЕМА 2. Предположим, что система (4) есть система класса 
А и ее характеристические полиномы 


7—1 


ето) СУ ше) от (рт); (16) 


обладалот тем свойством, что каковы бы ни были ви 7 (1,]=1,...,п), 
величина В (р; —).,) ограничена сверху или ограничена снизу, а разность 


в 0 не имеет Е на а и или тождественно 


0 
равна нулю; если А, 2-0, во в — (=...) 
а в — "7 не имеет нулей на отрезке а < 1 <. Наконец, предполо- 
жим, что матрицы Ри О (Е =0,1,...,т-г) имеют производные 


00 порядка и] {1 включительно, а матрицы ПО, 
тг к ] 4 


т 


(&=0,1,...,т--г— 1) — производные до порядка [ 


включительно. Тогда существует интеграл системы (1), допускающий 


представление 


аи Даа {> У (2) а ра На" |, Ааа (19) 


Ири этом матрицы УС) определяются формальной подстановкой вы ра- 
экения (17) в уравнение (1) и сравиением коэффициентов при одинако- 


вых степенях 9. 
Доказательство этих теорем опирается на следующую лемму. 


ЛЕММА. Если матрицы Р@),..., Ро) дифференци руемы, а матрица 
Р©) дважды дифференцируема, то существует интеграл уравнения (6) 


вида 
у 7 е? (<;2) р (5. 7.) > 
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где Ф(х, 2) — днагональная матрица, определяемая формулой 


А 


- Г 


ЧЕ | \,, (12а \ 1 (5 2) 4х | А (19) 


°. ` 


С (о 


а матрица К(х, 2) равномерно ограничена относительно г при &— = 
по областч Б. 

Доказательство леммы ничем не отличаетея от доказательства ана- 
логичной леммы для системы первого ранга (см. нашу цитированную 
статью). При этом очевидно, что достаточно доказать лемму для кано- 
нического уравнения (7). 


Доказательство теоремы 1. Полагая в уравнении (6) 


тг 
У (20) 
УЕ) 
получим 
т 1 у .) т УР 
о — т % ет У (У уран) оу) р Ио. (21) 
“20 У -Р в=0 


Пусть 5, и Т,—матрицы, приводящие соответственно Р® и 0" 


; 1 
к диагональному виду. Умножая (24) слева на То. а справа на 95 - 
полагая 


РО 5 ЧР = Ао, ) 
АС) ри 3 - во = ОР. | 
и } (22) 
О а ее 
ПОЕТ 0,4, тьл) ) 


и сравнивая коэффициенты при 2” (х=т, г—1, ..., т) в правой и 
левой частях уравнения, получим 


у 
ое ВЕ Ле" № а О ) 
в=0 | 
а ежу | 
а ЕР Г (23) 
в вора ЗАО зв в ое ая Во ) 
и=0 
о ] 
Отсюда находим 
п у—1 
и = м м Ри, если Е-У, (24) 


В=1 8=0 
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Чи Г. Я 
(т (и) - ) — 
мае = У У а ор ЕР) | + 
= А=1 
У—1 
р У (а НЫ и | 
$=0 
т р о п 
\ х < м: Уи г) З лы ре 
РУХ Хх А-а ра), (25) 


АТ 5=0 из! 


(=) = 
где Ди, -- символические множители, определяемые рекуррентной фор- 
мМУлоЙй 


ь) и т 
(9+1) 1 ® й абв +0) Кл р (-в+1) рн) 
В: = 74—70) | о Г м. ВБ», ВН —У, В Вт) = 
и? Я = р 1 


а (из) ] (+1) (0) 
о. РЕ Лл , Ва = 0, 


м 
Ни 42 70 о) (+) эй | 
т — 1) © ОО == приреаи т. 
р 7 р 7 ) 
Уравнения (24) и (25) определяют матрицы 0®, бое 
касается матриц 0", ..., 0", то их диагональные элементы оста- 
ются произвольными ограниченными функциями, дифференцируемыми 
необходимое число раз, а остальные элементы определяются линейными 
дифференциальными операциями над диагональными элементами. Оче- 
видно, что матрица 
тг 
бы о (27) 


У=0 


при соблюдении условий теоремы удовлетворяет уравнению 


“т = УР 2Нх". (28) 


Далее доказательство завершается совершенно так же, как и для случая 
системы первого ранга в нашей предыдущей статье. 
Доказательство теоремы 2. Полагая в уравнении (1) 


т-т 
Иа о (29) 
У=0 
лолучим 
т ей т у 
и а > р А 
у =0 Е у=—т и=0 


+10} + На". (30) 
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Применяя то же преобразование, что и при доказательстве теоремы 1, 
и сравнивая коэффициенты при 9^ (х=т, гт—1, ..., т), получим урав- 
нения 


у—1 


40 ре Ао— М У (ФА Ве) уе, (84) 


ах 
в=0 
где 
о<—1 —* 
Ло = 50Р'55", Ме=То0То", (82) 
У. ЛЬ: болван 
Из И. (31) находим: 
если в + ^®, то 
6) (У аб-ви 9 56-0. ми" бо 
у в), (в Ш, а 
= ®—ю о | У Хе & РР 
и=0 А=1 
У О. ЖЕ 
если Ш = тт то 
т а0@-—") 
“— 1; | [; У Я “— | 
о Ь (34) 
Е Г 
где Ф(/ "7? — линейная комбинация величин по =0, 1... У—/;—1), 


в) —= 0 
`а ГЕ ) 


индексы которых р, 4 таковы, что вр и производных этих 


У— 11-й -—1 
величин до порядка те] включительно. 
2 ОЕ `_| 
Уравнения (33) и (34) определяют матрицы 0И®; ..., 0("*'-0. Что 
1+1 
же касается матриц 0“ *"®,..., И*” (если 1-0), то их эле- 
менты определяются линейными дифференциальными операциями над 
0 0 

теми из них, индексы р, 4 которых таковы, что "0’— ©) ==0. Послед- 


ние остаются произвольными, ограниченными и дифференцируемыми 
необходимое число раз функциями. 
Очевидно, что при выполнении условий теоремы матрица 


т-г 
а бр 65) 
у=0 
удовлетворяет уравнению 
а я 1+8фт- т: 
= =УР--П-а РН. (36) 
Полагая 
т 
уе У убы°+Ка", (37) 
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получим уравнение 


а(2кК » 
РН. (38) 


Дальше доказательство завершается совершенно так же, как доказа- 
тельство соответствующих теорем для систем первого ранга. 
Примечание 1. При доказательстве теоремы 2 мы предполагали, 
что системы (1) и (4) имеют одинаковый ранг. Очевидно, что случай, 
когда ранг одной из систем (1) и (4) меньше ранга другой, может рас- 
сматриваться как частный случай, когда все коэффициенты характери- 
стических полиномов одной из этих систем при ох”, х’',... обращаются 
в нуль и коэффициенты при наибольшей степени %х, фактически входя- 
щей в характеристические полиномы, различны всюду на отрезке а=х=. 
Примечание 2. Так же, как и для системы первого ранга, изло- 
женные результаты остаются в силе, когда аргумент х изменяется в про- 
извольной комплексной области В или вдоль произвольной спрямляемой 
кривой. Только условие односторонней ограниченности величин В (\; — }.;) 
и В(в. —^,) (1, /=1, ..., п) заменяется: в первом случае — условием 


односторонней ограниченности величин А [04=^#] и В &-№ 7 | 
(1, 7/=1,..., п), где (5) — функция, реализующая конформное отобра- 
жение области В на произвольный параллелограм с вершиной в начале 


координат; во втором случае — условием односторонней ограниченности 


величин Н (-> *) и В (= =7) ‚ где /(х)— функция, реализующая 
конформное отображение односвязной области, ограниченной контуром, 
составленным из данного криволинейного отрезка и произвольного 
другого спрямляемого отрезка, дополняюшего данный отрезок до зам- 
кнутого контура, при котором данный криволинейный отрезок преобра- 


зуется в отрезок действительной оси. 


Военная Воздушная ордена Ленина Поступило 
Академия КА им. Жуковского 12 УГ 1941 
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У. РООСАТСНЕЕЕ. $0В ГЕЗ ВЕРВЕЁЗЕМТАТ!ОМ$ АЗУМРТОТТООЕ$ ОЕ 
ТУТЕбВАГЕЗ ОЕЗ ЗУЗТЁМЕЗ$ О’ЕООАТТОМ$ 1АМЁАТВЕ$ СОХТЕМАКТ ОМ 
РАВАМЁТВЕ 


ВЕЗОМЕ 


Сопз16гопз ип зузете 4’64аа опз 91 егепие Иез Ипёа1гез ргёзепе 
еп Гогше 4’ипе таг1се' (4). Сопуепопз 4е Аёз1етег раг 11а 1еИте Н ипе 
та{т1се агЬИгате оп ]ез 616теп{з зопф 4ез !опсопз 4’апе уаглае 
1паёрепдапе х её 4’ип рагашёге «, Чи! {еп4епф уегз 26го ип 1огтеётеёт® 
раг гаррогь & х ропг «>< 1е 100 4’ип сБеш1а фи? езф епиёгетеп\ 
зИмё Чапз ип сегба1 Чоташе О. биррозопз дае Р её П 9апз Г6ача- 
оп (1) зоп% дез {опсотз ип Шогшез 4е х её « адате фап& роишг СД 1ез 
гергёзеща м опз (2) её (3), ой 2(5,&) ез% Гииеёрта!е 4’ип зузёте Вото- 
оёпе 4и фуре сопз1Ч6тгё (4), её т, $, [— сег{а1т8 пошЪгез еп егз 0=1=хт. 

№13 пойз Богпегопз аи саз ой 1ез пошЪтез сагас&6г1заиез 4е ]а 
та(г1се Р® зопё 41 6гепуз зиг 1е зестептё а<х<. ЮОапз се саз 1е 
зузбёте Ботосёпе (6) реф &те фгапогтё ап тшоуеп 4’ипе зарзиайоп 
Чи буре (5) де зоге`ач’ее ргеп@ 1а {огте (7), ой Л езё ипе шайчсе 
Ч1асопа1е, Чоп® ]ез @]6тепёз зопф Аёегтлтёз раг 1ез огтиез (8) её (9), 
ой 1ез а? зопь 1ез 6]6тетия 4е 1а тайчсе (40) её 1ез Аб? зопё ав егии- 
пез раг ]ез Гогилщез (11). 

Роппопз аих ро|упошез (14) 1е вош 4е ро]упоштез сагасёёгазадиез 
Чи зузчеше (6). 

№13 п’аПопз сопз1ёгег дае ]ез зузбётез 4оп\ 1ез ро]упошез сагас\6- 
г13И4иез ]ои1ззепе 4е ]а ргорг166 зи1уате: 4ие]з фае золепф 1ез потЪЬгез 
еп егз # её 7. (1,/=41,2,...,п), 1а даа е А (^;—^Х;) езё Богпбе зирё- 
г1еигететь ой Б1еп Богпёе 1п!6г1еигетет+. Шез зузёётез 4е сейме пабаге 
зегопф поттбз зузетез 4е с]аззе А. Роиг 1ез зузфётез 4е сейме с]аззе 
1ез 6вогётез зи1уап{з оп еп: 

Тьбогёше 1. 51 [е5 зузетез (6) еЁ (4) от 1е5 тётез роупотез 
сатасетзидиез её 5 1ез тасез Р® её О0® (К=0,1....,т-г) роз- 
зе4ет 4ез 4ёгговез уизди’а Готаге Е + Т спешяоетет, ат И 
елияе ипе пиеёрте 4и зууете (6) айтейат (а тергёзетаноп (15), ой 
2(х,*) её ипе пмеёзтае диесопдие аи зуяете (&) её 1ез тайсез УС (т) 
50 4еетпитёез раг (а зибзишиоп оттеЦе 4е Гехргеззоп (15) 4апз 
Гедиаиоп (6) её {а сотрагагзоп 4апз [ез 4еих тетбтгез 4е Гёдиайот 4е$ 
соеррсет1; 4ез 1егтез от 1ез 4евтё$ 4е & зотё 1ез тётез. 


Тьвогеёше 2. биррозопз дие (е зуяете (4) е5ё ип зуявте 4е с4а55е А 
её дие зе; роупотез сагасетзидиез (16) тоигззепта 4е 1а ргори@е: дией$ 
дие золетр г еёр (1,1 =1,...,п), а а {егепсе нА" п’а раз ае зегоз 
зиг [е зевтеш а<2<Ь ои Шеп р® — = 0 роигазтж в; дапз @е 
4егтег саз, 50 м” — 9 ==0 (у=1,...,1;—4) её зиррозонз ие в — 
—^(7 п’а раз 4е 26гоз роиг а <х=6; епЙп $иррозопз дие [ез тайгтсез 
Р® её 0® (Е=0,1,....т-Ег) роззё4ет 4ез аетовез уизди’а Гогаге 
|" л-А 


> ] + 1 мешзоетете, её 1ез тайтсез П® (К=0,1,....т-+г-Ь, 
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1 = тах {/;;}) 4ез авггьвез уизди’а Гогаге | +1 стешзгсетета. 


Рапз сез сопайот$ И ее ипе таёегще аш зуяете (1), адтеиат ипе 
гергёзетаноп (47) роиг 1адиеЙе 1е5 тойгсез УС) вот а@егттёез раг (а 
зифяиоп рогтеЦе 4е Гехргезяоп (17) аапз ГеЕдианоп (1) её Ша сотра- 
та1зоп 4ез сое тслеп1з 4ез тётез 4ертёз 4е х 4апз 1ез 4еих тетёгез ае 
Редиаипоп. 

Га аётопятгайой 4е сез \6огётез езь фазбе зиг 1е 1ешше зийуап(: 

Гешше. 5 [ез тайчсез Р®,...,Р® зот аёвтеоа Мез её а таигсе Р® 
еих }015 автга Ме, @отз И еже ипе пиёстще 4е Гедиаиоп (6) 4е (а 
Гогте (18), ой 14а тайчсе Е ей итоттётеп Фогпёе раг гаррог & х роиг 
&—> сс аап$ йе 4дотипе О, е а таипсе Ф ез айегтутёе рат а 1ог- 
тше (19). 

Га д6топтайоп Аа 1етше её 4ез \6огётез езф 10щ1-аА4ай шеп- 
И 4че & 1еиг 4ётопзгайоп ропг 1е саз 4’ап зуз\ете 4е гапя ип. 

Тоиз 1ез гёзаМа1з дае поз ауопз оБ(епиз зопр епсоге уаа Лез Чалз 
1е саз ой 1а уагла Ме 1т4ёрепдате х уаге 4эпз ип Чоташте сотр]ехе 
В чае]сопаче ой Б1еп 1е 1опх 4’ипе соигье гесийае СЁ. Зешететь 1а 
сопа оп але 1ез даа 6з А (7, —).;) её А (в — (1,71 =1,...,п) зоет 
Богпбез 4’ип с6{6 доц &те гетр\асёе: 


1) Чапз 1е ргешлег саз раг 1а сопаИ1оп диае 1ез диапиё А [6=— 


—^;) -] её А [= — эр] (1,/=1,...,П) з01е1% ипМогтетеп{ Богибез, 
1(2) вфапе 1а Гопо\оп 41 гбаЙзе Па гергёзе{а ой сопогте Чи дота1те 
В зиг ип рагаЙе]осгатте дфае]сопаме; 


2) Чапз ]е зесоп саз раг 1а соп4Илоп чае 1ез даапи(ез в(* =!) 


её в(*-”) (1, /=1,...,М) з01еп Богпёез 4’ап с046, }(х) вап а 
опсЙйоп Чиа! гбайзе мпе гергёзетбамоп сопогте 1еПе да’ап Чоташе 
агЬгалге залтр!етеп& соппехе 4опь ипе рагые 4е 1а !топИёге езё 1е 
соп(ойг Г, езф 1гапз{огте 4е 1еПе тшапёге 4а’аи соп1омг Г соггезропа 
ип зесотепе 4е Гахе гёе]. 


4* 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОТГЕТ!М ОЕ ГГАСАРЕМ1Е РЕЗ 5С1ЕМСЕ$ РЕ ГОВ55 


. я 
Серия математическая 6 (1941), 441—444 з6ёте татетайчие, 


И. Е. ОГИЕВЕЦКИЙ 


0 КРИТЕРИИ РАВНОМЕРНОЙ СХОДИМОСТИ ДИРИХЛЕ 


(П редставлено академиком А. Н. Волмогоровым) 


Устанавливается, что критерий Дирихле о равномерной сходимости 
выражает не только достаточные, но и необходимые условия равномерной 
сходимости рядов. 


Содержанием этой заметки, как и предыдущей ('), является вопрос 
о необходимых и достаточных условиях равномерной сходимости рядов 


[®. >) 

У (зи (<). Здесь устанавливается теорема, обнаруживающая, что 
=0 

критерий Дирихле (*) представляет собою не только достаточные, но 
и необходимые условия равномерной сходимости указанных рядов. 


ТЕОРЕМА. Для того, чтобы при помощи последовательности функ- 


[> ®) 
ций 2,(1) любой ряд У и: (2) с равномерно ограниченными частными 


1=0 
со 


суммами на множестве М преоб разовывался в ряд № %; (2) и; (т), равномерно 
$=0 

сходящийся на этом же множестве, необтодамо и достаточно, чтобы 

последовательность ч;(х) равномерно сходилась к нулю и чтобы ряд 


со 
у | \%,(1)! сходилея равномерно, где Аа, (1) =ч; (2) —9., (2). 
1=0 

Достаточность условий установлена Дирихле (*). 

Докажем необходимость условия равномерной сходимости %„ (1) к нулю 
для ХЕМ. В самом деле, из неравномерного приближения %„ (т) к нулю 
следует, что не для любого = >> 0 можно найти такое т, для которого 
1%» (2)! <з для всех т > т,, каково бы ни было хЕМ. Благодаря это- 
му ряд 


чае й 
и; (2) =(—1), (1) 
частные суммы которого ограничены, преобразовывается В ряд 


[©.2) 


Уи (2) 
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для которого 
| Эта (2) — бт (2) | = [и (2) (—4)"** | 3 г, 
к: У 
где 5„ (2) — частная сумма ряда >, 2; (5) и; (2). 
2-0 


Отсюда следует, что нельзя найти такое 2, для которого 


| Эна (х) а (х) | - 


[о 


для всех ХЕМ как бы мало ни было положительное число з, следова- 


со 
тельно, ряд У «: (2) и, (2) не сходится равномерно. 
р 


= 
[>] 


Докажем теперь, что для равномерной сходимости ряда > 9; (1) и; (1) 


:=0 
со 


необходимо также, чтобы ряд », | 42; (5)| равномерно сходился. 
#=0 
со 


В самом деле, из неравномерной сходимости о: | Ах; (2)| следует, что 
:=0 
существует такое 2: > 0 и некоторая последовательность точек хЕМ, 
где [=1,2,..., обладающих тем свойством, что при каждом /=1,2,... 
и некотором соответствующем ему т-- 1= 5, > М,, где М,, М№,,..., М, — 
неограниченно возрастающая последовательность целых чисел, имеет 
место: 


1=т-+1 


каково бы ни было целое число п> п, > т--1, где п, — соответствую- 
щее целое число. Рассмотрим специальный ряд, для которого 


зп 29, (5), в=т- 1, т-2,... | 
0 О=Е=—<т, | (2) 


5 = | 


где т=5,—1 для точек т, и т=0 для других ХЕМ. Применяя абе- 
лево преобразование, находим 


т и 


ь а; (7) и; (+) = ху 5: (2) За, (2) —5т (2) ат, (т) 5 (т) аи, (2). (3) 


+= т *=т+41 
Выражение это для ряда (2) запишется так: 


т т 


У чад ш (в) = У |4 (2) | вп Аа, (2) аи, (2). (4) 


=т+1 = т 
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Вследствие равномерной сходимости 2; (х) к нулю, равномерной ограни- 


со 


ченности частных сумм (2) и неравномерной сходимости ь |[А5;(2)| из 
1=0 


(4) следует, что при достаточно большом п 


7% 


| У чада (| > У [Аа (ад 


1=т-1 1-=т1+1 


№ 
(о) 
т 


т. е. существует такое = >0 и некоторая последовательность точен 
Е М, где [=1,2,..., что при каждом /=1,2,..., и некотором со- 
ответствующем ему т--1=5, > М, где №,М№,...,М,... — неограни- 
ченно возрастающая последовательность целых чисел, имеет место 


в 


о а: (ум) = 


1=т+1 


для последовательности точек 2, 2,,...,.2:..., при п > п, > т-+ 1, т.е. 
со 

ряд У 2: (2) и: (2) неравномерно сходится. 
=0 


Замечание. Известные теоремы о равномерной сходимости рядов 
®.®) 
> а; (т) и; (2), для которых частные суммы равномерно ограничены и, в 
50 
частности, теоремы о равномерной сходимости тригонометрических рядов 


со со 
и аз с0$ Ах, У а зи Ах 
®—1 и—1 


и другие теоремы (3› 4), а также теорема Абеля (5) о сходимости числен- 
ных рядов и ее следствия вытекают из приведенной теоремы. 


Поступило 
17 УГ 1941 
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Г. ОСОТЕМЕТАК1 


—^ 
< 
^^ 


Г. ОСОТЕУЕТИКГ. ОХ ОГСНГЕТ?$ ТЕУТ ГОВ СМТРОВМ СОХУЕВСЕМСЕ 
ЗОММАВУ 


[п \№е ргезерь по{е \е ргоуе {фе ГоПо\хше 
Твеогем. А песеззагу апа зисепё соп@ оп юг Ше ипфогт соп- 


со 
сегвепсе о| йе зетез > а; (т) и; (2) ит а сейат тедоп М, йеге Хи, (х) 


1=0 


05 Ша4е;х Фецюееп Ппие Итиз ]ог ай рогтз х о] М, 15 Ша я„(т) юпа 
со 

10 зего и отпйу @ ай рог х о] М апа Иа У! 1: (2) — 1.1 (2) (5 иш- 
+=0 


[огтёу сопоегвет (т №. 
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Серия математическа» 6 (1940), 445—147 Зече та\П6тааце 


КРИТИКА И БИБЛИОГРАФИЯ 


„т. С. ПОНТРЯГИН. Непрерывные групиы. 
№, 1938, 345 ст}. 


Рецензируемая ннига удостоена Сталинской премпи и иринадлежит к числу тех 
работ, появление которых отмечает собою рождение новых и крупных дисциилия 
Со времени своего выхода в свет (советское издание 1938 г., английский перевод 
в С. Ш.А. 1939 г.) она оказала и продолжает оказывать сильное и плодотворное влия- 
ние на самые ишрокие круги математиков. Благодаря чрезвычайной ясности и простоте 
изложения она получила самое широкое распространение и среди студенчества и стала 
настольной книгой многих тысяч лиц. Штобы понять причину такого исключительного 
значения этой книги, достаточно вспомнить общий ход развития данной науки и те 
сдвиги, которые произошли в математике за последние десятилетия. 

Во второй половине прошлого века С. Ли была создана теория таких бесконечных 
групи, элементы которых моя‹но рассматривать, как точки п-мерного эвклидова иро- 
странства, а закон умножения 5;=; (21,..., Жи, У1..... У») дается аналитическими функ- 
ЦИЯМИ 3; (51....; 5, Координаты точки 5, являющейся групповым произведением точен х 
и у). Однако функции 3; приходится предполагать определенными и аналитическими 
только в некоторой области. В связи с этим и сама теория становится уже не теорией 
групп, а теорией так называемых локальных групп, свойства которых похожи только 
на свойства куска группы. С. Ли удалось показать, что изучение этих локальных 
групп, называемых теперь группами Ли, сводится к изучению объентов чисто алгебраи- 
ческой природы—колец Ли. Этим термином сейчас обозначают п-мерное векторное 
пространство, в котором кроме сложения векторов и умножения вектора на число 
определена еще операция коммутирования [“, 5], обладающая свойствами, аналогич- 
ными свойствам обыкновенного векторного произведения: коммутатор двух векторов 
есть однозначно определенный вектор, 


(2, В] =: — [буи], [йе в, с] = Ям, 2] + в (В, 2], 
[а, [6, с] ] - [6, [в а] - [е, [@а, 6] ] ==0. 


Вскоре после создания теории лиевских груни Гильбертом была сформулирована 
проблема: нельзя ли условие аналитичности функций <; в теории Ли заменить более 
слабым требованием непрерывности их. Эта проблема оказалась чрезвычайно трудной 
и оказала определяющее влияние на дальнейшее развитие теории групи. Пачипая 
с этого времени, в теории групи Ли можно заметить два течения: одно---5то более 
детальное изучение колец Ли и другое-—изучение топологической структуры групи. 
Первым существенным успехом во втором направлении явилась работа Иейера 
192% г., в которой было отчетливо сформулировано понятие топологичесной груины. 
Введение нового понятия оказалось весьма плодотворным и позволило самому Ифейеру 
окончательно выяснить взаимоотношения между полным пзоморфизмом топологиче- 
езих групи и их локальным изоморфизмом. 

Однако решающие успехи, позволившие говорить о возникновении новой матема- 
‘ической дисциплины, были сделаны только в 1929—1935 гг. В 1929 тг. появилась 


446 КРИТИКА И БИБЛИОГРАФИЯ 


работа Петера и Вейля, в которой было введено инвариантное интегрирование 
по группе и с помощью его доказано существование полной системы представлений 
для компактных групп Ли. Непосредственно после появления этой работы Хаар 
построил инвариантную меру в локально-компактных топологических группах и тем 
самым показал возможность переноса результатов Петера-Вейля на произвольные 
топологические группы. Пользуясь этим, фон Нейман смог решить проблему Гильберта 
для компактных топологических групи и, таким образом, включить теорию Ли в общую 
теорию топологических групи. 

Почти одновременно с этим 4]. С. Понтрягин дал полный анализ струнтуры вом- 
пактных топологических групп, который по своему значению выходит далеко за ире- 
делы только узкого решения проблемы Гильберта. Дальнейший крупный успех был 
сделан П. С. Понтрягиным созданием своей теории абелевых топологических груии 
и их характеров. Среди замечательных фактов этой теории имеется и нолное решение 
проблемы Гильберта для абелевых групи. Понтрягинская теория` характеров сразу 
завоевала широкое признание, нашла ряд замечательных приложений в различных 
областях математики и является в настоящее время полем исследования для многих 
математиков. 

Все это богатство новых идей, методов и фактов нашло в рецензируемой книге 
свое первое законченное и систематическое изложение, ноторое сделало его доступным 
широким кругам математиков. Трудно переоценить значение этой книги. Она подвела 
итог всему предыдущему развитию данной науки и стала отправным пунктом всего 
дальнейшего развития. 

Содержание книги разбито на 9 глав, из которых первые две являются вводными 
и содержат основные понятия и факты абстрактной леории групи и теоретико-множе- 
ственной топологии. В гл. ПП вводится понятие гопологической группы, подгруппы, 
нормального делителя и т. п. и доказываются основные теоремы для них. Более детально 
излагаются свойства нульмерных групп. В конце главы вводится понятие локальных 
групп и доказывается ряд их свойств. Начиная с главы ГУ, идет изложение основных 
фактов. В самой главе 1У излагается общая теория представлений компактных групи, 
вводится инвариантное интегрирование по группе и доказывается существование пол- 
ной системы представлений компактных групп. В главе У дается законченное изложе- 
ние теории абелевых топологических групп, вершиной которой служит понтрягинский 
закон взаимности. В конце главы в качестве приложения доказывается известная 
теорема Понтрягина о структуре топологических тел. Глава УТ занимает промежуточ- 
ное положение. В ней вводится, наконец, понятие группы Ли. Однако автор ограничи- 
вается здесь только строгим введением основных понятий общей теории лиевских групи 
и доказательством существования канонических координат, откладывая более подроб- 
ное изучение их до 1Х главы. Глава УП снова содержит фундаментальные результаты. 
В ней подробно изучается структура компактных топологических групи и, в частности, 
для таких групи дается решение проблемы Гильберта. Глава УП! содержит изложе- 
ние результатов Шрейера о конструкции и свойствах универсальных накрываюнких. 
На этом заканчивается общая теория топологических групи. Заключительная 
1Х глава содержит уже результаты теории групи Ли. Здесь вводится понятие кольца [и 
инфинитезимальной группы и доказываются теоремы Ли о соответствии между груи- 
пами Ли и кольцами Ли. Далее подробно рассматривается вопрос о построении полной 
топологической группы по заданной локальной и о соответствии между их подгруппами. 
Здесь ставится также несколько проблем [одна из них (стр. 998), впрочем. решается 
в отрицательном смысле ранее приведенным примером (прим. 67)|. В заключение изу- 
чается структура компактных связных лиевских групи и приводится классификация 
Киллинга-Картана простых групп. Конец этой главы носит обзорный характер 
и поэтому значительное число теорем приведено в нем без доказательств. 

Таково содержание этой книги. Написана она чрезвычайно ясно и просто. с полной 
заботой об удобствах ее читателя. В начале дается схема зависимости отдельных слав. 
Нумерацией снабжены не только теоремы, но и определения и примеры, что очень 
облегчает всевозможные ссылки и справки. Первые две главы могут быть с уснехом 
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использованы для первоначального изучения абстрактной теории груии и теоретико- 
множественной топологии. 

В заключение хочется высказать два замечания, которые естественио возникают 
при чтении рецензируемой книги. Первое из них особенно часто возникает у`читателей, 
поторые сами хотят работать в области непрерывных групи, и заключается в следую- 
щем. Общеизвестно, что в математических теориях важны не тользо окончательные 
результаты, но и пути и средства, с помощью которых удалось получить их. Таким 
важнейшим вспомогательным средством в теории иепрерывных групп является теория 
представлений. поторая и сама по себе имеет выдающийся интерес. Однако эта теория. 
кан пам кажется, не занимает в книге того места, которое ей следовало бы уделить. 
Далее. цля той категории читателей, о которой сейчас идет речь, очень интересно 
было бы узнать, цацие проблемы автор считает стоящими перед его наукой на-сегодня, 
нановы, но его мнению, возможные паправления развития дисциплины в дальнейшем, 
какие проблемы и задачи встречались автору в его работе. Это, может быть, сделало бы 
книгу формально менее законченной, но зато еще более повысило бы ее действенность. 

Второе замечание—болес частного характера. В книге сначала излагается общая 
теория топологических груип. Затем из этих групп выделяются все более частные 
нлассы и дается глубокий обзор их свойств. Наконец, выделяется класс лиевских групи 
и показывается, что их теория сводится к теории колец Ли. Однако сама теория лиев- 
ских колец не излагается. Это вполне законно, но для читателя было бы гораздо прият- 
нее, если бы и книге были добавлены две-три главы, в которых с той же ясностью 
и чистотой излагались бы и основные результаты теории лиевских алгебр, 
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